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VI V Q r r e d e. 

zu den verschiedenen neuen Wahrheiten nicht immer die geradesten und hellsten 
waren und der Vortrag der neuen Wahrheiten auf solchen Wegen, und auch wohl 
später auf den besseren Wegen , wenig allgemein verständlich ausfiel, weil die Ent« 
decker nur die Absicht hatten, Das was sie fanden überhaupt nur erst mitzutheilen, 
den Lernenden es überlassend, sich den Vortrag nach ihren Bedürfnissen selbst deut- 
licher zu machen. 

Was nun aber den wahren Ruizen der Theorie der Zahlen betrifft, so ist 
es unbillig, ihn geringer anzuschlagen, als den anderer Theile der Mathematik; denn 
es ist überhaupt unrichtig, den eigentlichen Nutzen der Mathematik etwa nur, oder 
auch nur vorzugsweise in der Brauchbarkeit ihrer Sätze zu Anwendungen im ge- 
meinen Leben zu suchen und ihn nach dieser Brauclibarkcit insbesondere abzumessen. 
Um dieses zu erörtern, wird der Nutzen der Mathematik etwas näher zu betracliten sein. 

Derselbe ist zwiefach. 

Erstlich findet die Mathematik fast in allen Naturwissenschaften, ja selbst bei- 
nalie in allen Theilcn der menschUclien Erkenntnisse, wenigstens derjenigen von den 
sinnUchen Dingen, als Hülfswissensdxaft Aiwetidung und ist für dieselben mehr oder 
weniger imcntbehrlich ; letzteres namentlich in der Wissenschaft von den Hiounels- 
körpem und dem Erdkörper und deren Bewegung; in der gesanunten Physik, die 
Chemie mit eingescidossen; in der gesammten Tedmik, in ihrem weitesten Umfange; 
selbst in den Staats\vissenschaften ; so wie endUch bei unzähligen Verhältnissen und 
Bcgegnissen des gemeinen Lebens. Von einigen jener Wissenschaften macht sie sogar 
einen fast übenvicgcnden Theil aus, z. B. von der Astronomie, der Optik u. s. w. 

Zweitens ist die Mathematik ganz vorzüglich geeignet, das Denkvermögen zu 
entwichehi und zu üben: denn da sie es nur mit unhesireiibarenVidhxYi&X^n zu thun 
hat, so übt sie den Versland im sichern Schliefsen und gewöhnt ihn, nur Das als 
wahr anzuerkennen, was sich beweisen lälst Sie ist eines der kräftigsten Heil- und 
Vorbeugungsmittel gegen den Irrthum und eine treffliche Gymnastik für den mensch- 
lichen Geist. 

Der Nutzen der Mathematik ist also keineswegs auf ihre Brauchbarkeit zu 
Anwendungen im gemeinen Leben aüein beschränkt, sondern sie hat schon an und 
für sich selbst, als Gegenstand für die Eutwickelung der Denkkrafl, unabhängig von 
jeder Anwendung Nutzen; und zwar sehr grofsen Nutzen. Als HüUswissenschaft ist 
sie nur für Diejenigen mehr oder weniger nützlich, welche einer solchen Hülfe für 
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ihr besonderes Streben und Treiben bedürfen: als Gymnastik des Verstandes dagegen 
ist sie für Jeden ohne alle Ausnahme, der Anspruch auf Civilisation macht, forderlich 
und nothwendig* Dieses wird auch in gewissem Maafse anerkannt; denn man lehrt 
in den Schulen mit Recht Jedem Mathematik in einem gewissen Umfange^ ohne da- 
nach SU fragen, welcherlei Anwendung er davon in seinem künftigen Lebensbenife 
EU machen haben werde. 

Die Gröfse der beiden Arten des Nutzens der Mathematik gegen einander ab- 
zuwägen würde keinen rechten Zweck haben, indem alles Nützliche gut und schätz- 
bar und es nicht entscheidend ist, welches davon es mehr oder weniger sei. Aber 
Das ist zu bemerken, dafs der Nutzen der Mathematik als Übungsmittel der Denkkrafl 
unzwafelhaft und unfehlbar ist und dafs man in dieser Benutzung nicht leicht zu 
weit gehen kann^ während es sich mit dem andern Nutzen, demjenigen der Anwen- 
dungen m gemeinen Leben und selbst in andern Erfahrungs-Wissenschaften, nicht 
^ans eben so verhält Diese Bemerkung ist nöthig, damit um so weniger die Ah'- 
Wendungen allein, oder auch nur dieselben vorzugsweise als Zweck der Mathematik 
betrachtet und ihre Pflege etwa nur nach dem Bediirfnifs jener Anwendungen ab- 
gemessen werden zu müssen scheinen möge. In der Entwickelung und Übung seiner 
Denkkrafl kann offenbar Niemand so leicht zu weit gehen; und der Nutzen, welchen 
ihm die Mathematik dabei leistet, ist unzweifelhaft: bei den Anwehdungen auf sinn- 
liche Dinge dagegen ist viele Vorsicht nöthig; denn in demselben MaaCse, wie die 
Voraussetzungen bei den Dingen und den Erscheinungen, auf welche die Mathematik 
angewendet wird, unsicher und vielleicht unrichtig sind, sind auch die Resultate, zu 
welchen man durch die Anwendungen gelangt, ebenfalls, und zwar ganz unfehlbar 
und nothwendig unsicher und unrichtig; eben aus dem Grunde, weil der mathematische 
Wegi der von den Voraussetzungen zu den Resultaten fuhrt, nicht trügt und folglich 
Das, was an den Voraussetzungen mangelhaft war, unabwendlich auf die Resultate 
Einflufs haben mufs. Verläfst man sich auf die Resultate, in der Meinung, dafs ja 
die unfehlbare Mathematik zu ihnen führte, zu sehr, so kann es kommen, dafs durch 
Anwendungen der Mathematik das beabsichtigte Ziel nicht erreicht ^vird, dafs man 
statt Wahrheiten Irrthümer findet und dafs man so durch die Mathematik statt zu 
Nutzen zu Schaden gelangt Es giebt nur wenige Dinge, bei wcldien die Voraus- 
sdiungen so sicher sind und die Natur- Gesetze, von welchen man ausgeht, so isolift 
wirkell, dafs man wirklich der Richtigkeit der Resultate der Anwendungen der Mathe- 
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uialik versicherl sein kann. Es ist dies beinahe nur allein bei der Bewegung der 
Hiannelskörpcr und bei der des Lichls (also in der Astronomie und Optik) der Fall. 
In allen «iiideni Tlieilen drr Physik, ferner fast in der gesamniten Tecluiik und wo 
sonst diu Matliematik zur Anwendung kommen mag, sind entweder die Voraussetzungen, 
von welchen man ausgeht, zweifelhaft, oder sie werden so sehr durch andere Wir- 
kungen modilicirt, oder stehen mit andern Wirkungen, die man noch nicht kennt, 
oder die zu complicirt sind, als dafs sie sich in Betracht ziehen lieCsen, so vielseitig 
in N'erhindung, dafs diejenigen Voraussetzungen, auf welche man fufst, und die Re- 
sultate, welche man lindet, sehr wolU irrig sein können. FreiUch ist es wahr, dafs 
die elementaren und die einfachen Sätze der Mathematik, der Geometrie und Media- 
nik sowohl, als der Rechnung, überall und fast jeden AugenbUck, hi allen möglichen 
Lebensverliältnis.sen zur Anwendung kommen, und dafs «dso jene Sätze für die An- 
wendung durchaus notliwendig und völlig unentbehrlich und von dem weit umfassend- 
sten Nutzen sind. Aliein in diesen gewöhnlichen Fällen, wo man von schon compli" 
cirietn Gegebenen ausgeht, ist es auch leichter, den Fehler zu entdecken, wenn die 
Resultate nicht passend ausfallen. Es zeigt sich sogleidi, dafs, mid wo Fehler in 
den Voraussetzungen liegen. Anders ist es, wenn man von der Mathematik ver- 
langt, si<* solle helfen, tiefer in die Natur der Dinge zu dringen und das Mittel sein, 
von einfachen Naturgesetzen an, die an sich selbst auch vollkommen riditig erkannt 
sein mögen, zu comphcirten Resultaten zu gelangen. Hier können wegen übergan* 
gener Voraussetzungen, welche modificirend mitwirken, grofse Irrthümer die Folge 
sein , und man kann sogar, von der Richtigkeit und Unfelübarkeit der mathematischen 
Sätze und vielleicht auch von der Richtigkeit der vereinzelten Voraussetzungen an 
sich, wo sie Statt Gndet, bestochen, verleitet werden, das IJnriditige für das Wahre 
zu kalten; und daraus kann in mannigfaltigen Lebens -Verhältnissen sogar unmittel- 
barer und bedeutender JVachtheil entstehen. Die Teclmik z. B. liefert zahlreiche Bei- 
spiele, wo dergleichen Schäden wirklich erfolgten. Audi in andern Dingen fehlen 
Beispiele seltsamer Irrthümer nicht Wurde nicht z. B., um nur Eins und etwas 
Pikantes zu nennen, MalthuSß wie es beinahe sdieint, insbesondere durch die Aditung 
für einige matliematische Sätze von den arithmetischen und geometrischen Reihen 
dazu verleitet, zu schliefsen, es sei dringend nöthig, die Fortpflanzmig und Vermeh- 
rung des menschlichen Geschlechts zu hemmen und zu beschränken, weil sonst der 
Menschen so viele werden könnten, dafs sie nicht mehr auf der Erde Nahrung finden 
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würden! Hätte Maliknu die Voraussetzungen ^ auf welche er seine Rechnungen 
gründete, nur ein klein wenig verändert, so würde er Arideres gefunden haben. Ahn 
darf also den Nutsen der Mathematik Tür Atiwendungcn ja nicht allzuhoch anschlagen. 
Am wenigsten darf man ihn für den einzigen Nutzen, welchen diese Wissenschaft 
haben kann, und auch nicht für den vorzüglichem halten. Man darf indessen auch 
wiederum nicht etwa, wenn man wiederholt gewahr wird, wie oft die Mathematik in 
ihren Anwendungen zu unrichtigen Resultaten führt, die Schuld davon auf sie werfen, 
und nicht schliefsen, sie sei überhaupt wenig nütze und verdiene kein angelegentliches 
Studium und keine weitere Entwickelung, weil sie, zu Anwendungen im gememen. 
Leben benutzt, so oft zu Irrthümem verleite: die Schuld liegt gewifs nicht an der 
MathematÜE, sondern an der Art ihrer Anwendung; das Werkzeug ist gut, sicher 
und werthvoll, aber es kommt auf die richtige Handhabung desselben an. Die An* 
Wendungen der Mathematik im weitem Umfange auf complicirte Fälle des gemeinen 
Lebens, wenn man bei denselben von abstracten Erfahrungssätzen ausgeht, sind mifshch 
und erfordern immer Vorsicht: aber gerade der andere Theil des Nutzens der Mathe- 
matik, bei der Übung und Entwickelung der Denkkraft, ist es nun wieder, der die 
MifsUchkeit hebt und der zur Anleitung zu der nöthigen Vorsicht verhilft Die Be- 
nutzung der Mathematik zur Übung des Denkvermögens darf nur erst vorhergehen, 
so folgt der andere Nutzen für Anwendungen, der dann, und nur dann nicht minder 
grofs und weit umfassend sein wird, mit gröberer Sicherheit von selbst Wenn erst 
durch fleifsige l^bung des Uriheils vermittels der Mathematik (ohne Rücksicht auf 
Anwend«" i mathematischer Geist geweckt worden ist, und nur dann erst, kann 

n* »»f den Nutzen der Mathematik bei den Anwendungen rechnen. 

Mathematik, auf Anwendungen berechnet, die Bekanntschaft 

:* V:/. d Formeln, selbst mit dem Mechanismus, der zu solchen 

:.i.. i '...^ndungen noch nicht hinreichend, sondern der mathe- 

.1 t' ' he A%'t zu denken mufs der Leitfaden sein. Erst 

wird weniger leicht irren; denn er wird vor 
'U'.ni Me Mathematik zu leisten vermöge und wo 

..)<l ;iir. . Nutzen zu gebrauchen sei. Denjenigen, 

.laflliche Entwickelung erlangt haben, wird 
• L eniger eigen geworden sein, und daher sind 

rM> ;* tathematik in den mehr wissenschaftlich ausge- 
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bildeten Theilen der menschlichen Erkenntnisse, wie i. B. in der Physik, in den Siaats- 
wissenschaften u. s. w., weniger zu fürchten. Wohl aber haben sie Diejenigen zu fiirch- 
len, welche ihre eigentlich geistige Entwickcliing oder wissenschaftliche Bildung, we- 
niger beendigten und früher zu unmittelbarer practischer Lebenstliätigkeit übergingen, 
und die sich dann der Mathematik ols Werkzeug bedienen, z. B. Techniker aller Art, 
oder Andere, welche verwickeitere Rechnungen auszuführen haben; ja selbst Alle, die 
im Leben nach zusammengesetzten Schlubfolgen , wäre es auch nur nach den Ge* 
seilen der Wahrscheinlichkeit, zu handeln haben, u. s. w. Daher ist es denn ganz 
reckt, dafs die Mathematik so viel als möglidi in den Schulen, selbst in denen, weidie 
den nicht eigentlich Gelehrten ihre Vorbereitung geben, zuerst okne alle liücksicht 
auf Anwendungen im gemeinen Leben geübt werde: nicht sowohl zu dem Zwecke, 
dem Lernenden mathematisches Wissefi für Anwendungen beizubringen, als vielmehr, 
um ihn an die mathematische Art zu urtheilen zu gewöhnen und den mathemati- 
schen Geist in ihm zu wecken. 

Zu dieser Übung und also zur Erzielung des davon lu erwartenden Nutzens 
ist nun aus den verschiedenen Theilen der reinen Mathematik auch die Theorie der 
Zahlen ganz vorzüglich geeignet: wenn nicht mehr, so doch wenigstens eben so sehr, 
als die Elemente der sonstigen Rechenkunst mid der Geometrie und Mechanik, die 
nuin auch in den Schulen allgemein zu lehren pflegt (wenigstens jene, die Elemente 
der Reehenhunst und der Geometrie, während liäufig die Elemente der MecAanik, 
die doch, selbst schon zu Anwendungen im gemeinen Leben gewifs eben so nütz- 
lich sind, als die der Rechenkunst und Geometrie, wohl mit Unrecht zurückbleiben). 
Auffallend ist es daher, daCs, wälirend die Wiederholung des Vortrages der Elemente 
der Rechenkunst und Geometrie in immer neuen Lehrbüchern ohne Ende und bis zum 
äutseraten Überfluis fortwährt, für die Benutzung der Theorie der Zahlen fast gar 
nichts geschieht Es wäre in der That wohl zu wünschen, dafs es anders wäre. Zwar 
liefert die Theorie der Zahlen wieder weniger für unnüttelbare Anwendungen Taug- 
liches, als die übrigen Elemente der Mathematik, aber desto mehr ist sie geschickt 
zur Übung und Entwickelung des UrtheiUvcrmogens. 

Das Letztere kommt daher, dafs einestheils die für die Theorie der Zaiilen 
nöthigen Schlüsse migemein mannigfaltig sind und dals diese Theorie der Denkkraft 
einen besonders freien Spielraum eröfliiet und sie weniger, wie z. B. die Algebra und 
die Differential- und Integralrechnung, in einen bestimmten Algorithmus einzwängt: 
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andenitheils aber von dem eigenthümlichen Umstände, dafs wohl kein Tlieil der Maihe* 
matik mit so unbedingten Wahrheiten wngeht, wie die Theorie der Zahlen. Aller- 
dings sind freilich auch die Schlüsse und Sätze der übrigen Mathematik vollkommen 
wahr und unsweifelhaft, aber doch nur von den Axiomen und Postulaien an; und 
jeder andere Theil der Mathematik hat deren. Wer liier über die Axiome Rechen- 
schaft verlangt, verleitet sich, an Allem zu zweifeln, was daraus folgt; eben darum, 
weil es unzweifelhaft folgtm Wer das eilfte Axiom des EukUdes nicht zugeben will; 
wer von der Ebene einen bestinunteren mathematischen Begriff verlangt, als ihn die 
Elemente zu geben pflegen; wer das Axiom, die krumme Linie sei länger , als die 
gerade zwischen ihren Endpuncten, nicht annimmt, der darf auch an den Resultaten der 
gesammten Geometrie zweifeln, wenn ihm anders nicht die Erfahrung a posteriori ge- 
nügt, dafs kein Resultat dem andern widerspricht Wer im Calcul an dem axiomati- 
sehen Übergange vom Rationalen zum Irrationalen, vom Stetigen zum Unstetigen u. s. w. 
AnstoCs ninunt, darf auch an den Resultaten der Rechenkunst AnstoDs nehmen. Wer 
in der Mechanik von den Axiomen der Beharrung, der Geradliiiigkeit der angestörten 
Bewegung, vom Parallelogramm der Kräfte u. s. w. erschöpfende Be^veise verlangt, kann 
auch die sämmtlichen Resultate der Medianik Tür nicht hinreicliend begründet erach- 
. n. Überall sind diese Theile der Mathematik erst nur von da ohj wo sie aus dem 
'tik* flachten und unerforschUchen Unendlichen in das Gebiet des Sinnliclien, £nd- 
t!(i « .} vorgetreten sind, voUkwnmeti sicher. Die Theorie der Zahlen hingegen hat 
K* .1« ^.m : . und bedarf ihrer nicht, wenn man nidit etwa über den Begriff der 
i)>. r *n will; was aber nichts weiter als Absicht des Zweifeins sein würde. 
• ^ * liegt ganz im Bereiche des Endlichen mid Sinnliclien; w«iiig- 

dere, mit Axiomen in Berührung kommende Theile des 

< .' " - li «'ind denn auch ilirc Sätze voUkemmen gewüs, und 

fi. .. , . . f ■ i,. -^T der Urtlieilskraft und recht eigentlich des 

. 1. , . ' .. ' *^ ist. desierv x Denkens, welches 

!:^, . : .chickt. Wenn irgend 

:l . .. '.<*:,.. «oUfcomm^M wahr und 

.^ . - eicht ein nützhches Be- 

M*;:) 4> < ! j> . . beitragen lasse, die Theorie 

!' ^u .,. , ••! . ^on diesem Bemühen gehl die 
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hm folgende Sammlung von Sätien aus. Ihrer fiiariehtung und Anordnung liegen 
Mgtnde Betrtchiongen zum Grunde. 

4^ Damit Wahrheiten, deren Erkenntnife die Urtheilskraft in Anspruch ninunt, 
reehi Vietan von veraehiedoBer Fassnngskraft, und selbst Personen im jugendlichen 
Alter- «ugänglich werden mögen, dürfte es vor Allem nöthig sein, sie «o auseinander 
nsetien, dais dasUrtheil bei den Sät£en:und ihren Beweisen nur Schriii lfm Schrift 
dem Vortrage folgen darf, um tum Ziele m gelangen« Alle einfaehen Schlufisfolgen 
müssen, scheint es, angegeben, keine darf übersprungen werden; denn su sagen, welche 
SchMsfolgen nhd tc^^e sie an einander zu fügen sind, oder fehlende zu ergänzen, kann 

nieiit eine Aufgabe für den Schüler sein, da selbst öfters über das Erste die Lehrer 

■i. 

ntehl einig sind und das Rechte und Beste verfehlen können; wie es schon der Um- 
stand zu erkennen giebt, dafs gar viele VerMchiedenkeH in der Anordnung und Auf* 
einattderfölge der Sätse und in der Art und Anordnung der- Beweise möglich ist 
Nach meiner Meinung ist die heuristische Methode für den ertf en Unterricht in der 
Mathematik nur mit grofeer Einschränkung passend. Der Schüler kann unmöglich, 
wäfbn auch'aeine Kräfte noch so bedeutend, eher urtheilen und «ettsf finden, elte 
er nicht wenigstens durch eiaigeH Vorralh von EmsiehicH dazu ausgerüstet ist; und 
du gerade besonders in der Mathematik, wo nur Eins ans dem Andern folgt. Er 
VvM immer um so besser für das S^ftbstfihden befiUugt sein, je mehr Maierimi zum 
W^düerschÜelisen er sich schon angeeignet^ hat. Welche Erfolge der Mangel an Wissen 
Im» Individuen haben kann, die gerade recht viete Neigung cum Selbstfinden in sich 
veiispür^, zeigt sich z. B. an den Kreis -Quadrirem, den Parallelen- Grüblern und 
Alriem, die sich abmühen, das Unfindbare zu suchen. Wären diese Persdiien mit 
einer hini^icheifden Masse von Wissen ausgerüstet, so ^ würden sie bald die Nichtig* 
Iteit und UnnützKehkeit ihrer Bemühungen einsehen und davon ablassen. Diesem* 
nach soll die Iner feigende Schrift die Bewmse der Sätze, auf welche es in der Zahlen* 
thedrie insbesondere, und sogar metfer äk auf die Sätee selbst ankommt, da vorzüg^ 
Hid*^ sie zur Übimg der Urtheilskraft geschickt sind, immer tHiUsfmrf^ geben; und 
daai nieht blofs im Anfange, sondern durch die ganze Schrift hindurch. Wo mehrere 
Beweise zu merken sind, werden sie gegeb^ werden. Man darf aber, insofern die 
Schrift 'zum Unterricht benutzt werden möclAe, sei es zur Selbsthelehrung, oder zum 
!3hlerricfat- "in den Schulen (und diese letzte Bestimmung hat sie verzüglieh), keines* 
iVeges etwa ftltthten, dafs der Schüler durch eine derartige Dariegung der Gegen* 
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stände am Ausweiidiglemeii werde gewöhnt und dem Selbsidenken und Selbstfinden 
entwöhnt werden. In der Sdiule ist dies gar nicht su fürchten. Ist dort dks "BliMdi 
in der Hand des Lehrers , so Ueibt es diesem fiberlassen , nach den Uinständeb^'iiw 

• 

nach seinem Ermessen die Beweise gani oder theilweise zu^ Aufgabe des Selbstfindns 
va machen. Jst die iSchrift auch xugleich in der Hand des Schülers, so darf der Lefarar 
den Sitien und Beweisen nur eine andere Form geben lassen, um' nach Belieben 
auf die mannigfachste Weise das Selbstdenken beim Schüler anzuregen. Beim Selbst- 
Unterricht veriüdt es sich ähnlich; dieser unterscheidet sich überhaupt von dem Sdkil* 
Unterricht wohl nur dadurch, dafii nächst dem Buch der Lernende selbst, «<i^«*gut«ipr 
es vermag, und so wie seine Einsicht sich erweitert, die Stelle des Lehrers vertrit^^ 
Sodann Mrird sich das voriiegende Buch der äufsersten Deutlichkeit, nidü- 
blois durch VoUetändigkeit der Beweise imd Erörterungen , sondern auch durch die 
Art ihrer Darl^ung befliübigen. Es ist wohl um die wahre Deutlichkeit eine eigfpito 
Sache. Die Erreichung derseften ist, wenn man den Ausdruck gestatten will,' .eine 
Kune^: eine Kunst, um deren Ausbildung und toissenschaftUehe ErgründuHg man 
sich vielleidit nodi tu wenig bemüht hat, die aber gleichwohl sehr wichtig ist Dtals 
die DeutUchkdt weder durch die WeHUiuftij^t, noch durch die Kürze allein «i 
enreidich sei, bedarf kaum der Erinnerung. Beide allein können eher UndeutUchkeil» 
als Deutlichkeit lur Folge haben. Bestimmte, specMle R^geh für die Ersiehmg dat 
Deutlichkeit möchten sich schwer geben lassen. Im Allgemeinen sclieint der Weg. 
dasu derjenige fttCTBesle Weg tu sein, welchen der Verstand vom Ausgangspuncte 
bis zum Ziele bd der Übersckmiung des Gegenstandes nimmt, nachdem ihm dei-> 
selbe vo&annnen klar geworden ist Dafii aber die Deutlichkeit nicht immer auf. 
dem rechten Wege zu erreichen gesucht wird, folgt schon daraus, dafii) selbst bei 
denjenigm matihematischen Gegenständen, die die Lehrbücher so unendlich oft Ag^ 
handdt haben, wie z. B. die Geometrie, selbst in den Büchern, die sich vorsätiliiclt* 
der Deutlichkeit befleifsigen, doch immer wieder noch andere Wege und Darstellungp- 
arten zum Vorschein kommen, während doch nur eine die beste sein kann. In diesem 
Puncto scheint man öfters nur fast aufs Gerathewohl oder empirisch zu verfahren; 
ricich l^einesweges, wenn man es so nennen will, raiianeUß oder audi nur mit hin- 
reichender Bemühung um die Aufgabe. Gleichwohl wäre es anders^ zu wünscHlta. 
Denn de:- hohe, vollendete Nutzen der Mathematik, als Obungsgegenstand des Urtheilz 
betrachtet^ üc-A <rnrade in der vollendeten Klarheit und Deutlichkeit der Einsicht und 



der Übeneugung. Häufig kann Jemand enten inotheniatisehen 8atB tu Terstehen 
j^m befT, während er doeh nur erat das Ende davoik nicht viel anders als gleichsaui 
Wii i fH ^ öder ihn hur gleichsam wie dnrdi einen Nebel Inndurch erblickt JKe Dar*^ 
steifciiig eines mathemaÜsGlien Gegenstandes, in idealer Vollendung gedabhtv kann ge* 
iM^sennaafsen bis zur Sckimheii sieh erheben, uiid selbst die £>prat^e kann daran ihren 
Antheil bekominen. Eine solche Darstelltoig kann in ihrer Art ein geistiges Jcuitsl- 
werk sein ; und daher ist et- Tielleichf niäit unpassend ; diet E^treblmg der Deutlich- 
keit eine iffiii^ BU nennen. Es geAiört vielleicht sogar sur Deutlichkeit des schrift* 
lk^tt/*cBen wie des mündlichen Vortrages, ein angebames Talent, was sidi ditrch 
Studium schwer und vielleicht gar nicht ersetsen lalst. Man erinnere sich niv an 
Euier und Lagrtmge, die jenes Talent in hohem Grade besalsen* Was den Ver- 
fasser der vorliegenden Schrift betrifft, so fühlt er sich gewifii ^th't tbeif enifernt 
Vbii der Einbildung, ( jenes Talent etwa besonders zu besitxilii aber ef MmiMe sich 
stets um die Deutlichkeit, und er wird darnach aiich hier 9trekm%, in so weit steine 
Kräfte reichen. 

So Iran, von d^r Ansicht ausgehaM, dafs einmal alles nur Mö^cte geschehen 
sollte, um den Lernenden mit der möglichsten LehkliffhtU auf den Ständpunct der 
Vollendeten Deuthchkeit dtf Einsicht tu führen, hat sich der VeiCässter es hier «ir 
K^el gekoacht, liie einen Schlafe su überspringen; wihrend er gleichWohl sicK be- 
flMUite, Alles so junemmensudrängen und mit t^o w^gen Werten xueagen, als es 
ihm mögiioh war^ Man fürchte davon wieder nicht, es werde durch solch! einea 
Vertilg der Lernende aum Nachbeter und gleichaatn sur Maschine Wecdea. • Zur 
ebenen Bewegung uiüd aum Selbstgebrattch des Urtheils^ wenn der Sdriiler andiecs 
dnu biBföhigMst und Lust hat, bleibt deinselben noch immer ein mniagrmiiKtea Feld; 
denn di^ Wissenschaft ist uniendlich. Und nur dadurch, dab :d«r Lemlende ersttrödbt 
i\A Vörrath und Material ih sich aufnimmt, wird ei', wie sichon bemeifct, iiadi der 
Übeneugung des Verfassers recht eigentlich sufla.Selbstdenken in den Stand gesetit 
und angeregt werden. 

Der Verfasser wird ferner überall bemüht sein, nidii sowohl dem Leruendca 
recht viele ResuUaie und pik&Hie Satte mitautlieilen, deren viele in der'ZlJdieQ* 
thebrie wirklich, wenigstens dem Scheihei nach, aa ^ch iielbst fist hur Curioiia sind, 
während sie freilich in der That kostbare Samenkörner iilr die' weitere Entwickelung 
darbieten : er wird vielmehr trachten, ihfti die Sätse als» Gegenstände aiAusteUen, 
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an= weichen Ja$^ Urikeil zu üben tet; denn das'isl, wie oben bemerkt, gerade ymt 
der Zahlentheorie inabeaondere der NHtsen. In dieaer Absicht, immer wieiderj^v 
Beorderung der Dentlidikeit der Einsicht, wird er anch noch folgende Mittel eu .|lül|| 
ta nehmen audien. . v - 

< -y Er wird erflfich die Sätse und besonders ihre Beweise dadurch übeniehl«. 
lieher md ^leichter bu machen suchen, >da& er sie, wo es passend scheint, in mehroe 
eintebie Sätae zert heilt. Hat man nemUch bIo(s einen Hauptsats im Auge, so sind 
die Beweise in- d^r Zahlentheorie öfters sehr kmg; das heilst, sie bedC^en einer 
groben Menge aufeinandergeßigter Schlüsse, um sum Ziele m gelangen; ^e^z.^. 
der segenannte Redprodtätssats, die Sätae von den binären und teniären Formen u. a. i^. 
Dadurch /werden solche Sfttse für den Lernenden in der^That acAtaar; dem W4ia 
man schwer zu nennen pflegt, ist nichts anders, als die Menge und die Vielarfigkeit 
der^SeMüaae, die ^öthi|^sind, um ein bestimmtes Ziel au erreichen: an sieh selbst 
sind -die Schlüsse einzeln keinesweges eehwer, sobald sie nur hinreichend in einielne 
einfache Urtlmle leriället worden sind. Auch gehen bei dem ungetheilten Vortrage 
Sitae, die «n aicdi auch noch andern Nutzen haben können» für diesen gleichsam wr^ 
loMfrf wenigstens verstecken sie sich und müssen, wo sie weiter zur Benutzung vor- 
kommen, entweder wiederholt, oder erst mühsam aufgesueht werden. Deshalb wktL 
der Verfasser > wie gesagt, die Sätse, wo es ihm- angemessen sdbeint, in-mehror^. 
zertheilen und^ statt auf einmal , vielmehr stufenweise zu dem bestimmten Ziele forj^- 
sehreiten. Ea schien ihm dies die Übersicht lu erleichtem und die De^tliefakeit nam- 
haft M^ befördern. 

'■•■ Sodimi wird er von den Beweisen, ebenfalls da wo ea ihm qütilio^ zu sein 
sfllieint,>> am Schlüsse eine kurze Übersieht geben; besonders in der Absieht, mn den^ 
lernenden auf die Hmifipumde der SdüuCrrerbindungen aufmerksam au machen; 
dcMD ea^ebli gewöhnlich bei den Beweisen bekanntlidi gewisse Haupt »ÜbmrgHuge^ 
die gleichsam die Nerven der Bewai^e sind, und es ist besonders wichtig, dab der 
Le rnen de aie merke. 

Daiii überall die voUkommenste Strenge der Beweise zu erzielen gesucht wer- 
den miissev ist oflfenbar; denn vorzüglich auf der voUkonunensten Strenge beruht ^t. 
vöUendete Dendiehkeil der Einmcht Das Bück eoU ein ÜbungefeU des Denkeme 
fOt' Schüler sein. Dergleichen Übungsfelder haben ohne Zweifel ihren Wertfa. Man 
criniiere sich nur an die mathematisdien Werke der Alten. Bekanntlich würdigt man 



mit Beifaül die grjo&e Strenge und Consequeoz bei ihren X)arsteUimgen maiheinati- 
n^jT Gegenaiände. Man achäUi dieae Auaeinanderseiiimgan noch jeUt, nicht etwa 
4fa fff^ien wegen, waa darin jetat nicht mehr iu finden ist, aondem ihrer logischen 
Schürfe, und Ausgeführtheit .wegen, die gerade nichts anderes als eben die DeuiUckkeit 
QH^^uhren, und duroh welche sie einen guten Gegenstand auiaiÜbung des Urtheiis 
abgeben. Warum ahmt man bei der Behandlung der neueren Theile der Mathematik, 
K. B. des Galculs, den Alten. j^cht nach? Die gegenwärtige Schrift mag ein: schwacher 
Versuch einer i^olchen Nachahmung für einen eiiuelnen Theil des Calculs $eui. 

^ ^ Cüe äufsere F^rm^ welche, der YerCasser seiner Schrift gegeben hat, nemhch 
di( Form einer hloü&h . Srnnmlung von Sätsen, ohne bestiaunte Theiliuig in gröbere 
und klepaere AkMck^Utet^. kann sonderbar xu sein scheinen. Allein der Yertasser 
Halte sie au wählten mehrere Gründe. . 

Zuerst nemlich ist es nach seiner Überzeugung beii^dem gegenwärtigen Zu- 
stande der Zahlentbeotie noch gar nicht möglickj ein cenMyiiewfes Syatem daTon 
aufinistellen. Es sind der Lücken noch su viele, und Das, was manhesitst, sind, so 
dmifLt es ihflpL, um ea gerade herausxusagen, nur Bruchstücke. Man kann awajr auf 
£ese oder jene Weise Haupt- und Unterabtheilungen machen^ aber die Anordnung 
wird woU hnmer mehr odier weniger nur willkürlich aein; es möchte schwerUch 
ilMiglich (leiii, einan Abschnpit consequ^at gana ausawfiitten , ohne in einen folgenden 
^Ifgriiaigreifen; waa\4o>ch einem guten Systeme auwider iat ... 

«^ Sodana hatte der Yerfaaaer gar nicht die Absich^, jeJen Lernenden, der sich 
seines jp^iches bedienen will, zu einem Kenner der gesammten Zahlentheorie au machen, 
»«pidern er wollte nur insbesondere Jedem MateriaUen sur Übung seiaM Urtheils- 
vtKpnögflns darbieten. Der Lemendemege darin so weit gehen, ala es ihm xusag!, 
odar;<.deff Lehrer möge davon auswählen, n^äs ihm gerade angemiessen scheint« 

\ ^. .Endlich hatte der Verfasser au der Wahl der Form seitier Sehriftauch eineii 
peifönliehen i Grund. Er ist nemlich, iix einem yktat schon weit vorgerückten M^^ 
und mit einer gänzUch zerrütteten Gesundheit, der Beendigung keiner Arbeit, die: er 
unbeminmit, mehr skher. Begann er nun eine Schrift nach ifgend einem weit aus- 
greifenden Sjfßtmme, so würde jede Unterbrechung Das was fertig: wurde zum Stück* 
werk von geringem Nufaeen machen« So , wie die iSebHft dagie^eli Ijcfat: sein ymi, 
sdudet ihr eine Unterbrechung lüchta weiter, . a|a dals Daa/ was noch kominen. sollte^ 
wenn ea überhaupt etwas werth war, fehlt Wasiif« ist,,J>ehält imoser t seinen ver- 
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hätinifamäfaigen Antheil am Zweck» Auch kaim man, wemi man etwa, insbesondere 
irg^id etwas muiheiefi vil) , 4ies recht gut thun. Man darf nur die yorausgeheflieii 
SäUe, welche siah angegeben finden , aufsuchen und durchgehen; die übrigen. Mdbifi 
dann «ir Seite liegen. T,: ,,., 

' ' - Dieaemnaiiftt gab dier Verfasser seinem Buche die Form einer bloben^ Samm^' 
imfg yon-i^ätseni. die nach. keiner andern Regel geordnet sind, als nach der |. däfi 
Jmjn ^Saiz ßuf andere ole die welche ihm verherfflHjf^f^ sich gründe. Ein RegiaMl* 
)irird einte Übersicht des Inhalts UeHem. Vorausgesdzt wird in dem Buche die KtnBl* 
ni(a : der Arithmetik, und Algebra;, weiterhin auch die der übrigen Analysis. Will^BiäB 
ja die bezeichnete Form nicht ^ami gut heilaen und die obigen; Gründe dafbr-nkfat'iak 
lureidiend gelten lassen, so wird man sie doch, wenigstens Vi\Vergleichiikff nat'tok- 
dem Formen, nicht unbedingt tadeln können, z. B. nicht in Vergleichung mit der 
lejfieojfraphiechen Foiyn, die ja noch viel weniger System im Grolsen hat 

Wie sehr bescheiden der Verfasser von seiner Arbeit denke, geht schon aus 
einigen der obigen Äuiserungen hervor. Er will aber noch ausdrücklich bemerken, 
dalii er gar nicht etwa der Meinung sei, che Zahlentheorie durch die vorliegende Arbeit 
erweitert oder bereichert und Neues vorgebracht zu haben. Er hatte gar nicht die 
Absieht j danach zu streben, sondern nur die, diese T)^eorie mögUchst recht Vielen 
als Gegenstand zur Übung ihrer Denkkraft darzubieten, den Vorti^g dantch eiMu- 
richten und die Sätze und Beweise, wiewohl in äufserster Strenge und -iottgBeliller 
Conse<{uenz, für Jeden so leicht zugängUch zu machen, als es thunüch war. Ob Neues 
in seiner Arbeit sich finde, läfst er dahingestellt sein. Nach seiner Sinnesaft ist es 
ihm gleichgültig, ob er oder ein Anderer Dieses oder Jenes gefunden habe: wenn 
es nur da ist D^e Freude an der Wahrheit genügt ihm. WahrscheinUck''ymrd in 
dem vorUegenden Buche in der That wirkUch manches Nene zu finden sein; v^enn 
auch weniger neue Sätze, so doch manche neue Ansichten und Beweise. Dies ist 
deshalb wahrscheinlich j weil der Verfasser sehr viele Beweise, und hie und da 'auch 
Sätze, wirUich selbst fand. Er eildärt indessen auf das bestimmteste, dals er durch- 
aus keinen Anspruch für sich auf irgend eine Entdeckung und auf Priorität macht, 
sondern, dafs er es im Voraus gern und willig glauben will, Dieser oder Jener^habe 
den nemlichen Gedanken schon vor ihm gehabt 

Unter diesen Umständen, und besonders weil er so Vieles aus dem eigencfn 
Nachdenken schöpfte, würde er denn aber auch gegenseits bei dem besten Willen 
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Ttkiki im Stande gewesen sein, überall mit Sichefheit ansugeben> was Diesem 'oder 
Jefltom wirklich «igehöre. Er hat es deshalb , so wie aueh aus Betorgnilsy dabei 
MÜigriffe lu thcm, miteriassen. Biofs bei Dem, was, ttügemmi bekannt und aner- 
kannt ist, z. B. da, wo diese oder jene Sätze nach den Namen ihrer Entdecker be^ 
f^mmt iAi werden pflegen, hat er die Namen genannt Übrigens ¥tb er sich die Frei- 
hpil genommen, an <lie Ansichten, so wie an die DarsteUungs* und Beseiehnungs- 
A#t Anderer sich nicht zu binden'^ obgleich er, wo es nöthig war, nicht versfiumtej 
4ie Cerreapondenz des Andern mit dem Seinigen anzuzeigen. Er ist überall, seinen 
Gegenstand allein im Auge, blofs seiner eigenen- Überzeugung gefolgt und hat seinen 
AufsteMuHgen keine andere Stütze gegeben, als Gründe. 
Berlin, im März 1845. 
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s= Op kann, wenn j^ eine StammauM isfc und die e gäake Zahlen' 
sind, für nicht mehr als n positive- und ebensoviele negadve 
ganzzahlige Werthe von jr >0 und <p Statt finden.. . 142. f2,ii^ 

34 n. 40. 



§. 45. Lehrsati. ErläuUrades van ^wrdrafrMfM und iVÜcAtfiNUfr«!- 

fMtcff. (Die Erweiterung der Benennungen folgt $. 89.) . . 154. 

$. 46. Erklärung. ZmammeitgMrig» Zahlen, nonlich Fftcloren- 
paare für den Rest r xum 'Hieiler a bebreffend. (Die Ko^^ 
teniDg der Benennung folgt §.89.) *?' 15a 

^47. Lehrsatz. Von den miaammmgekdrigm ZtMUm. . . . 159. f.U,Wi-- 

§. 48. Lehrsati. Dar Wibonsdie Sali, daJ« fiir jed« ungerade 

Stainmiahlj», 1.2.3.4....(j>— l)==®p— 1 ist .... 161. f 47. 
Zweiter, dritter und vierter Beweis dieses Saties in §. 73. 
.Fünfter Beweis «Üeses Satzes §. 93. 

Die Verallgemeinerung des Satzes für eine bßUeHge Zahl « folgt 
in §. 97. 

§. 49. Lehrsatz. Das Gegenseitigkeitsgeselz inBeziehung auf Qua- 
dratreste r und Nichtquadratreste g, und dals för erstere rtlf-O 
= ®p-}-l, für letztere fW^** = ®|> — 1 für jede ungerade Slamm- 

«ahlaist 162.4.11,40, 

. 44,4M7o. 

§. 50. Lehrsatz. Auf welche Weise die absoluten Werthe der po- 
siüven und negativen echten Quadrabreste und Nichtquadrat- 
reste dieaetbm sind 167. f. 49. 

§. 51. Lehrsatz. Von der Summ« der absoluten Werthe je iweter 

Quadratreste und Nichtquadratreste. 169. 4. 49 n. ä 

§. 52. LehrsatB. Von den J V oA rt i» von Quadra^steo undNichl- 

quadratresten 171. 5. 4». 

§. 53. Lehrsatz. Von der Form der Stammzahlen, für welche -f 1, 

—1, +2 und —2 Quadratreste oder ^ichtquadrab-e•te smd. 172. f<i,4»«. 

§. 54. Lehrsats. Von der AnxaM der WerÜie von %, r und q in 
x^ = <&f-\-r und K* =s 9]»-{-(>, wennp eine Stammisahl ist und 

8 in p— 1, X'm 8 aufgeht. 176^ f-11,40, 

a.44. 

&. 55. Lehrsatz. Erweiterung von §. 54. 182. 4.12,19, 

«. M. 

§. 56. Lehrsatz. In z* = @)p-]-l, wo f eine Stammzahl ist, kann 
auch ^f<j> — 1 sein, wenn es nur mity — 1 Theilcr >1, ge-' 

mein hat etc 188. fU,«, 

«. 96. 
$.57. E r k 1 ä ruD g der Benennungen Stammatia%ü und U anif t tomm' ' . ■,. 
vmrxeL, gewöhnlich primitiv« irtfr*ebt gmanatf so wie der Be- 
nennung /«<{«'. . .-■'■■.• \^i- ,f-^- 



* 



l h k M iK xxa 



Seit« Ki««»«JJ**»g 



§. 58. Lehrsats. Ee giebfc für jeden EkKpoMnten Sy der in p — 1 
atrfgehiy die SlammwuReh s^ aus 1 ra der SiammMaU j^ aber 
keine fiir Exponenten, die in ^ niett aui^hen 192. $. 40a.56. 

$• 59. Lehrsatz^^Die Reste der Potenzen von Stammiwurseln aus 

1 zu Stammnmlen bilden Perioden* 193. 



§. 60. Lehrsatz. Die Reste r« in t^^&p-^-ra^ für welche A der 
grofete Gemeinthetler ypn n tmd t isi^ sind aUe -r- len Stanun- 

A 

wurzehi aus 1 zur Stämmzahl p etc. 196. f. 59. 



V 



§.61. Lehrsatz. Die Potenzen der venehiedenen dien Stamm- 
wurzehi aus 1 zu der Stamms ahl p lassen zu p dieselben Reste, 
obwohl in verschiedener Ordaung etc. ......... 198. %. 34 o. eo. 

|. 62. Lehrsatz. Wenn %^ m s^ = (^p'\'r\mi, (s$^^)^^®p-\-if eine 
9%^ Stammwurzel aus 1 zur Stammzahl p^ x >0.,und <4, 
s aber eine beliebige Zahl ist, so ist r = ^. • . Ih' . . • . 200. f. 54. * 

§. 63. Lehrsatz. Von derjinMüU derStammwuneln von gleichen 
Exponenten; und daCs eine einzige Hauptstammwurzel unmittel- 
bar alle Stomm-^ irnd Hauptstammwurzeln giebt . • . . • ^^ i- ^ "* ^* 

• ■ 

§.64. Lehrsatz. Wie die Stammwurzeln aus 1 zur Stammzahl p 

durch Ameehttifnmg zu flnden sind. 207. §.40«&4ii.5Jk. 

§. tö. Lehrsatz. Von den zu einer beliebigen Zahl % theilerfrem- 

den Zahlen und von den theilerfremden Faet^ren von ». • • 213. §. 18. n. 26. 

§. 66. Lehrsatz. Zehn verichiedene Sätze von Stanunwurzeb. . 215. §.4e,46,40,S2, 

54,Mn-fö- 
^. 67. Lehrsatz. Vier verschiedene Satze von Stainrnworzebi. . 230. 4-^7«Mi^ 

^ u. 06. 

§. 68. Lehrsatz.' Ausdruck der 3ten und 6ten Stanrniwarzeln aus 1 
zu einer Stamonahl p n Ais-f 1> ond Form der Stammzahleti, , zu 
welchen -f 3 und -*-3 Quadralrest oder Nicht^nadratrest sind. 231 iMA^fi^M^ 

M^eso.ee. 

§*. 69. Lefirsatz. Ausdruck der 5ten und lOten Stammwurzeln aus 

1 zu einer Stftmmzidil |» = I0ff-{*1' ......./.. 241. f54,68ii.ee. 

§. Tf(. ^Aufgabe. Die Reste der verschiedenen Pofamzen einer be- 
Hebi|en Zahl s, dividirt durch eine andere Zahl a > s, blols 
durch Addition und Subtraction zu jGnden. • • 246. '§.40ii.6l. 



. f 



§. 71« Aufgabe. Die tiiiMe einer beliebigen gleichen Potenz der 
Zahlen 1, 2, 3, 4^ ...., dividirt durch eine beliebige Idd a^ 
zu findeiit. . ^4». 4.aiQ.65. 



« 
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^. 72. Aufgabe. Die sänuntlichett SUmmwurAeln, ako auch die 

Hauptstammwurzeln, so einer gegebenen Stamowahl p zu be* 

rechnen.. ....••.••«••••.•«••» 252. $.42^ 63, 64, 

66, 70 a. 71. 

§. 73. Drei andere Beweise des Wikonschen Satzes §. 48. . . . 256. f .4^,47^,49, 

* SZ,d9a. 67. 

§. 74. Lehrsatz. Wenn in a^S'^a^S']'a^s....']-a„s = » die jr der 
Reihe nach m^y m^, m,, . . . , mn verschiedene Werthe be- 
kommen können, während tlie a dieselben bleiben, so J^ann g 

m^ ift, m, iftn verschiedene Werthe bekommen^ iucht mehr^ 

wohl aber weniger. 258. 

« ■ . _ 

§. 75. Lehrsatz. Von den Resten r in E^s^4-S^s^ ....4-J?,x» = 

BS 

® fi+r, WO £ == «1 e, e, e, und JB/ = — , JE^ = — , 

• ■ ' ■ #1 tf| 

Sn^=^ — ist. . w • • . •'.. .\ •--.•-. . • • • . . 261. 4.18,27 tt. 74. 

§. 76. Lehrsatz. Aus n Reihen von iit|, m,, m^, .4.. m» ver- 
schiedenen GröCsen können iit| th^m, . . . . nt» verschiedene Grup- 
pen jede von n GröCsen zusammengesetzt werden. . • • • 265. 

^. 77. Lehrsatz. Von dem Verhalten der Reste r in «^fii|«^-f r^ 

= in,e,-|-r, .... = m»«,-f-r« zu JB= Äj «,«,.... e». . • . 266. §. 26 a. 76. 

$. 78. Lehrsatz. Wenn man z.B. durch q>e^ dieAnz^ d^r,Zah- 

len >'0 und < e^ bezeichnet, die zu e^ theilerfremd sind, so 

ist (pei.(pe^.tpe^....(pem^V(ei6^e^. ..•€») 269. $. 14, 65, 74, 

7&, 76 0.77. 
§. 79. Lehrsatz. Für s = xy, wo s und y beUebig sind, ist 

q>gss:sfpy (78.), wo (px die Anzahl der Zahlen >0 und <* 

bezeichnet, die mit keinem Theiler voay aufgehen. ^ • • . 271. f. 18 ■. 7». 

^. 80. Lehrsatz. Für zzszsy, wo x und y zu einander tlmler^ 
fremd sind, ist 9» ssi.{s-^i\9py (78.) , ifiro ifps die Aoiahl der Zahlen . 
>>0.und <% bezeichnet, düe mit keinem Theiler von y und 
ingleich mit s nicht aufgehen 276«; f . 18 a. 79. 

§. 81. Lehrsatz. Ton den zu einer beliebigen. Zahl Z theilerfrem- 

den Zahlen Z^, ihrer Anzahl q>Z^ ihrer Summe Sq>Z und der 

Theilbarkeit von > Z durcb 2. . !279. f. 16, at; 65, 

«^7^,76,77, 
78n.80. 

§. 82. Lehrsatz. Von dem' allgemeinen Ausdruck der Glieder des 
Products 

und ihr^ Anzahl. . 285. 
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§. 83. Lehrsatz« Wenn man in »sc ei dem e und dem s aUe gatiz- 
zahligen Werthe giebt^ die sie haben kennen , so drückt ß»^^ 
> (^ 7S.) alle die Zahlen 1, 2, 3, 4, .... « aus» und jede nur einmal 287. 

§.84. L eh r s a|i. Die Gesammt- Anzahl der zu alhm Theilem einer . T^' ^ 

beliebigen ZsM m theilerfremden Zahlen, >0 und kleiner als ■ \< \ 

die einzehen Theiler, iai s « 290« f. «^^76» 

§. 86. Lehrsatz. Wem in der Gleichung uv ss @s*f-^ zwei von :• . 

' deri drei ganzen Zahleii ti, v und «^ zu s theilerfremd sind» so , ---^ ^, 

ist es auch clie dritte; und wenn die eine alle »^ (§*78.) durch- 
läuft, während eine zweite denselben Werth behält, so durch- 
läuft auch die dritte alle z^. • 295. i^lB. 

§.86. Lehrsatz. Wenii in o^Ä^cy....«'' = (8«-f-r, o^ft^c,.... n 

. S(iinuiitlich zu * theilerfremd sind, so ist es auch r« . ... 299. j^:i8. 

§.87. Lehrsatz. Der verallgemeinerte Fermatsche Satz (§. 40.)* 300. f. 18^40 a. 85.' 
Eipe Vereinfachung öder nähere Bestiminung dieses Satzes 

giebt (§.9ft). . .• 1,!.. . 

I * 

§. 88. Zweiter Beweis desFermatschen Lehrsatzes (§.40.).. . . 302. f.8(l*ii.87. 

...•■• l ■.. .. . y . .\ 
§. 89. Erklärung. Erweiterung der Benennungen zusammengehö- 
rige Zahlen, 'Quadratreste M. (§. 45. und 46.). . . . 1 : . 302. «.*45y!lril.' 

..•■•.■ . ■■ ■ '. ■ ■ "' ' •''•** 

§. 90. Lehrsatz, Von den Quadratresten, Quadraten und Quadrat- ,.i, 

wurzeh zu beEebigen Zahlen J03. 6«1^9^«-^- 

§. 9L L ehrsatz. Vx)n der Afuahl der Werthenpaare von sms^ ^^ 

®%-\-w für eine beliebige Zahl z. • • 308. 

§. 92. Lehrsatz. Wenn Z|, k^, s^, .... z^« die sämmtlichen zu s 
theilerfremden Zahleit > und < % sind und n ist die AnauM 
der Werthenpaare von s in x' = (9z-f-l, so ist das Produei 
Zssg^»^%^,.,4Mtpz=^@%±:li jensLchdemm gerade oderimgenule t <» I 

ist; desgleichen ist SS=®»-]'W^', wenn w ein Nichiptadraireei ■' • ' ^ 

zu z ist 309. f.8^90o.U. 

§. 9d. Fünfter Beweis des Wilsonsche^.J^^lKS^tses (§.48.). . . . 312. §.01 «.flu 

§. 94. Lehrsatz. Von den Werthen von s in x* = ®»-|"^ ^^^ ein 

beliebiges z, und von der AnzaJU der s für das neinliche r. . 313. f. 18,34,86, 

90, 91 o. 9ä. 
§. 95. Lehrsatz. Von der Anzahl der entweder theilerfremden^ oder 

durch keüie gröfsere Zahl als 2 gemeintheUbaren Factorenpaare, 

in welche sich eine beKebige Zahl » zulegen U^t 337. fi % %!. 

d 
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XMgn Inhalt. 

Seile Wünint^Bwug 

^ %. Lehrsatz. Außdrucke der Anaahl der s und r in jr* s @<-f r 

für ein beliebiges ji dorch die Ansalü derFaciorenpaare von z 

von der Art (4* 95.) 342, «. 46, 81, 91 

u. »5. 

§. 97. Lehrsatz. Für alle QuadraireHe r ku z^p^^ wo p eine > 

Stammzahl >2 bezeichnet, ist rW>*=3B®z+l und für alle Nichl- 

• ^ .' 4piadratrefite w ist tr^' = ®z — 1. Desgleichen giebt es zu jeder 

.beliebigen Zahl Zy von welcher /i ein Stammfactor ist, immer 

Nichtquadratreste W. die zugleich Nichtquadratreste zu p sind. 344. f .34^40,45,49, 

81,89 a. 96. 

§. 98. Lehrsatz. Für jede zu z = 2'^ theilerfremde Zahl z^ ist 
z^^*=®*+l, mit der einzigen Ausnahme der Zahl Zy = 3 für 

x = 2» = 4. . . . 357. «.10,81 u. 90. 

■* ' . • " ' 

§•99. Lehrsatz. Verallgemeinerung des Wilsonschen Lehrsatzes 

(§.48.) 360. «.26,48,92,95, 

96,97 U.96. 

§• 100. Lehrsatz. Vereinfachnng oder nähere Bestimmung des ver- 
allgemeinerten Fermatschen Lehrsatzes (§.87.) 365. f.57, 81, 87, 

94 u. 96. 

Tafel J. Sie giebt die Reste r an, welche bleiben, wenn man die 
^, Ite, 2tey 3te, .... bi;^ jp*— l = 60te Potenz der Zahlen z = 
1, 2, 3, 4, 60 (= jp — 1) durch die Stanunzahl y = 61 dividirt. 369. 

Tji^el |L Selbige giebt die Reste r an, welche die verschiedenen 
Potenzen »^ der Zahlen s = 1, 2^ 3, 4, ..../> — 1 lassen, wenn man 
diese Potenzen durch die Stammzahlen p von /» s= 3 bis /» = 101 
dividirt, also die r in z^ = ®;i-j-r, nebst den zugehörigen *; 
desgleichen die Hauptstammwurseln Zp^i und die Slammwur- 
zeln z^ aus i zu p für jeden Theiler S von p — 1. Von /i— 3 
his p=29 giebt sie die r und die * für A = 2, 3, 4, 5, .,.• jp— 2 
an, von p ='31 bis p = 101 aber nur für diejenigen il, welche 
in JP — 1 aufgehende Stammzahlen smd , . 371. 

Tafel 111. Selbige giebt die Zahlen an, zu welchen 1, 2, 3, 101 

Hauptstammwurzebi sind ' . . . , 387. 
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§. 1. 

Erklärung und Erläuterung. 

IJas Zeichen X 9 oder auch ein Punct, zwischen die Buchstaben gesetzt^ welche 
Zahlengröfsen bezeichnen, soll anzeigen, dafs das Ergebnifs alles Dessen, was 
dem Zeichen vorhergeht, mit dem Ergebnifs alles Dessen, was ihm bis zum 
nächsten Zeichen folgt, zu muUiptidren sei. Das Ergebnifs von Muhipli- 
cationen dagegen soll durch blofses Aneinanderreihen der Buchstaben, ohne 
dazwischen stehende Zeichen, ausgedrflckt werden. 

Also soll z.B. a.b. cd. e oder aXbXcXdXe bezeichnen, dafs w- 

• ' ■ ■ , • , 

nächst die Zahl a inil der Zahl b, die daraus hervorgehende Zahl mit der 
Zahl c, die hieraus hervorgehende Zahl mit der 2abl d u. s. w. zu Biultiplidren 
sei. Dagegen soll abcde die Zahl bezeichnen, welche das letzte Ergelboils 
dieser Mulliplicationeii ist. 

Da auf solche Weise ab das Ergebnifs der durch a.b, a.b.cdßs 
Ergebnifs der durch a.b.c on^^il^tiM^ii Multiplicationen ist u. s.w., so ro 
aus der blofsen Bedeutung der Zeichen, dafs z. B. die Zahl abcde auf fol- 
gende verschiedene Arten geschrieben werden kann: 

■ 

1. abcde = abcd.e = abc.d.e =^ ab.c.d.e ^=^ a.b^c.d.e. ., 

Aber es folgt Jiiclit eben so, ohne weitem Beweis, dals auob & 9. .w 
abcde = abcde = ab.cds = ab.cd.e =• a.bede ii.s.w. > 
sei. Die Gründe dieser letzteren Gleichheit liegen nicht in: der blo&aQ; B^, 
deutung der Zeichen. 

Lehrsatz. " '^ 

Das Produet 

1. P, = (1+a)(l+b)(l+c)(l+d)....(l+m)0l4-ii), :.'>•.'! 

in welchem a, b, c, d, • ... m, n beliebijfe ungleiche Zahlgri^sen sik^ 
deren Anzahl durch v 'bezeichnet werden mag, ist gleich der Summe der 
EiftkeH und alier möglichen ungleichen Producfe van a, b, c, . l-t' 
... Hl, n, Mr einem, zwei, drei, vier bis zu ^ ungleichen FaeteireMi' 
Jedm Factor umr einmal genommen. Keines ^Reeer FrtHlucle fhhlt, '#M# 
keines kommt mehr als einmal vor. Ab ungieieh ti^iHkts'Wlle < ll < |li^ ^pM 

1 
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Frodticte belracklet, von welchen nicht sämmtliche Factor en die nemlichen 
sind, in welcher OrJUiung sie auch sotist auf mumder folgen mögen. 
Beispiel. Für die 5 Zahlengröfsen a, 6, c, d und e ist 

2. (l+fl)(i + J)(l+c)(l+rf)(l-|-if) 
^. 1 

'\-a'\-h'\-C'\-d-\'e 

-\- ah -\- ac'\' Äc-f ad-\^bd'\- cd-\'ae '\- be -{- ce '\' de 

-\- abc'\-ahd'{'acd'\- bcd-\' abe'\'ace'\- 6w-[- ade-^- bde-\-cde 

-\- aJcdf-j- abce -}- abde-\ acde-^- bcde 

-\- abcde. 
Die Glieder recbts sind hier, aafser der Einheit, atls möglichen Produete von 
einem, zwei, drei, vier und fünf ungleichen Factoren. Keins fehlt, und 
keins, desgleichen auch kein Factor, kommt mehr als einmal vor. 

Beweis. A. Anstatt zu beweisen, dafs das Product P^ = 

(f^,aj(l+*Kl+^)--(H^) 0) die Summe der Einheit und aller möglichen 
Produete von a, b, c, .... m, n za einem, zwei, drei u. s. w. Factoren sei, 
werde, umgekehrt, bewiesen, dafs die ebengenannte Summe nichts anderes ist, 
als jenes Product. Daraus wird unmittelbar die Behauptung des Lehrsatzes fol- 
gen; denn wenn bewiesen ist, dafs eine Gröfse if einer Gröfse ^ gleich sei, 
so folgt auch, da^s nothwendig A gleich B ist. 

B. Man nehme einen Augenblick an, die rechts in (2.) stehenden 
Produete seien wirklich alle möglichen aus den 5 Factoren a, b, c, d und e, 
xu keinem (was die 1 giebt), zu einem, zwei, drei, vier und fOnfen, von 
welcher letMen Art offenbar nur das eine Product abcde möglich ist, und 
es kcnimle nun eine neue sechste Gröfse f hinzu. 

Unstreitig befinden sich dann unter allen möglichen Producten der sechs 
Gröfsen a, b, c, d, e und f auch die der fünf Grölsen a, b, c, d und e. Es 
^d unter jenen alle diejenigen, die den Factor f nicht enthalten, also 
gerade alle die, welche rechts in (2.) schon vorhanden sind; denn diese 
Produete sind nach der Voraussetzung alle möglichen aus den 5 Gröfsen a, b, 
s^jd und ei, ahne Rüoksicht auf die sechste Grölse f. 

Um . daher alhi möglichen Produete aus den 6 Gröfsen a, b, c, d, e 
und f zu finden, kommt es nur darauf an, zu allen jenen möglichen Producten 
aus den . ö Gc^fsen u» Ih c^ d und e noch alle die möglichen Produete hinzu- 
nthttn,x,iireidl)9i¥Ct9\4^r sechsten Gröfse /* herrflhren; also diejenigen, weldie 



S. 2. 



• tV 



C. Diese ergeben sich wie folgt. 

Zu der zweitem horizontalen Zefle nemlich reohts in (Stl),' w^Mb 
blofs Prodacte von einem Factor enthalt, kommt offeid)ar nur- ]f s^btt- hfttikr; 
denn es giebt kein anderes Product mit dem eh^en Factor f. Also M zu der 
zweiten Zeile noch f, multiplicirt mit der 1 aus der ersten Zeile^ hin;iiizttl]inn. 

Was m der dritten horizontalen Zeile rechts in (2.)? dto nach 4er 
Voraussetzung alle möglichen Producte von zwei Factoren aus den & GrftüMi 
^9 tp c, d und e enthält, wegen / noch hinzukommt, findet sich, «w^m man 
alle möglichen Producte von einem FMtor aus den 5 Gröften n, h, c^ df e 
mit f multiplicirt ; denn dies giebt offenbar alle die mögüiphen Pr^ucte ;Yon 
zwei Factoren, deren jedes f zu einem seiner Factoren hat. Alle ^mögiicben 
Producte' von einem Factor stehen aber in der zweiten Zeile, also« mufe man 
diese ganze zweite Zeile mit f multipliciren und das Resultat zu der dritten 
hinzuthun. Alsdann enthalt die dritte Zeile alle möglichen Producte vo)i «wei 
Factoren aus den 6 Gröfsen a, h, c, d, e und f. ^ 

Eben so findet sich, was zu der werten horizontalen Zeile rech^. in 
(2.) 9 die nach der. Voraussetzung alle möglichen Producte von dlr€^* Faetff^ 
aus den 5 Gröfsen a, b, c, d und e enthalt, wegen f noch hinzukommt, wenn 
man alle möglichen Producte von zwei Factoren aus den 5 Grölse^ a, hp e, 
d und e mit /* multiplicirt ; denn das giebt offenbar alle die möglichen Pcft- 
ducte von drei Factoren, deren jeder f zu einem seiner Factoren hat. Alle 
die möglichen Producte von 2 Factoren stehen aber in der dritten Zeile: also 
mufs man diese ganze dritte Zeile mit f multipliciren und das Resultat zu der 
vierten hinzuthun. Alsdann enthalt diese vierte Zeile alle möglichen Prodpete 
von drei Factoren aus den 6 Gröfsen n, b, c, d, e und f. 

Gleicherweise verhalt es sich mit den folgenden Zeilen. Man o^vfs die 
ganze vierte Zeile mit f multipliciren und das Resultat zur ßnßen hinzuthun, 
worauf diese alle möglichen Producte von vier Factoren aus den 6 Gröfsen 
a, b, c, d, e und f enthalt. Und so weiter. 

Zuletzt kommt durch das eine mögliche Product abcdef aller 6 Gröfsen 
Uf b, c, d, e ond f eine neue 7te Zefle hinzu, die aber gleftehmafsi^ entstdit, 
wemi man die 6te ZeUe, die nur das eine, ans den 5 Gröfsen «i> b^iß^^ti 
und e mögliche Product von 5 Factoren enthalt, noch mit /* multiplicirt. < t; t 

D. Um daher alle möglichen Producte, von keinem, einem, zwei, drei 
u. s. w. Factoren aus sechs Gröfsen aus der Gesammth^t aller möglichen Prau- 
dude von keinem, einem, zwei, drei u. s w. Factoren aus fünf Gröfsen au 
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finden, ist nichts weiter nöthig, als jede Zeile der letetereii) folglich die Gesammt^ 
f/tii derselben, ' mit der neuen seclisten Gröfse f zu multiidioiren und das Re- 
Mhat ra der Oe0aiiimtheit der Producte aus 5 Gröfsen liinraiutliun. 

^ iff* Ob nun aber gerade 5 Gröfsen, wie in dem Beispiel, zuerst Tor- 

banden sind, und eine neue sechste hinzukommt, oder ob anftmgs weniger oder 
mehr Gröfsen vorhanden sind, Ändert offenbar an dem Obigen nichts. Welche 
SSiU von Gröfsen auch zuerst vorhanden sein mag: immer ist, um aus der 
Gesammtheit der Producte von Iceinem, einem, zwei, drei u. s. w. Factoren 
ans ihr« Mitte die Gesammtheit der Producte ftlr eine Gröfse mehr zu finden, 
niehts weiter nOthig, als die schon vorhandenen Producte sämmtlich noch mit 
der neuen Gtöfse zu multipliciren und das Resultat zu den vorhandenen Pro- 
ducten Unzuzutbun. 

" ' F. Wären also ursprflnglich statt der 5 Gröfsen a, b, c^ d, e allge- 
mein die v—i Gröfsen a, b, c, d, m vorhanden, bezeichnete man die 

Gesammtheit aller möglichen Summen ihrer Producte von keinem, einem, zwei, 
drei u. s. w. Factoren durch 8^i , und käme nun eine neue , vte Gröfse n 
hitfzu^ 90 wtfrde die Gesammtheit oder die Summe aller möglichen Producte von 
keinem, ehiem, zwei, drei etc. Factoren aus den r Gröfsen a, b^ c, d^ .... n, 
Welche jSfy ausdrückt, gefänden werden, wenn man jSv.i mit n multiplicirt und 
dM Resultat noch zu S^^i hinzuthut. Also würde 

3. 8, = 5^.1 + n.iS'^i = (n4-l)S^i 
^dn. ; - 

€f: Was aber für y gilt, gilt auch zufolge (E.) fllr v—l^ oder für 
flön Fall, iVehtf ursprünglich nur die r — 2 Gröfsen a, b, c, d^ .... t vorhan- 
den wären und die r—lie neue Gröfse m hinzukäme. Also iäl vermöge 
(8.) iriich 

und dies, in (3.) gesetzt, giebt 

5. Ä, = («-fl)(n+l)«^,. 

£kiBii 80 fpSt, w«8 (ürv—t gilt, auch ilBr y— 2, oder für den FalJ, wenn 
Ws^rita^h nnr.r-rS Cfrörsen i», b, €t d, .... k vorhfuiden wiran und es 
kSme a» r — 2te neue firöfse l iunzn. Also ist vermöge (3.) anch 

•6. fiU = (/+ 1)«,., , 
wd dies, I» (5.) gesetst, gidbt 
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H. So findet sich weiter 

(«, = (Ar-fl)(/+l)(M+l)(ii-fl)i8?^, 
8. JÄ, = (|+l)(Ar+l) (/+i)(„g4-i)(i, + |)Sr^_,. 

und zuletzt 

9. 8, = (n + I)(in+l)(/+l)(Ä:+l) .... (J+I)«.. 

/. Aber die Gesammtheit oder die Summe i9| der Producta fär blofs 
eine Gröfse a, welche St bezeichnet, ist oiTenbar l^-^/ clenn aufser der 
Einheit giebt es aqs blpfs einer Gröfse a kein anderes Producl als a selbst. 
Also ist schliefslich 

10. S, = (|+ö)(l4.Ä)(l + c)(l4.rf) .... (i + m)(1 + «). 

K. Es findet sich also, däfs die Gesammtheit oder die Summe Sy 
aller Möglichen Producte von keinem, einem, zwei, drei etc. Factoren aus den 
y Gröfsen a, b, Cy d, .... n, so genommen, dafs keines mehr als einmal vor- 
handen ist, und keines fehlt, auch keine Gröfse mehr denn einmal als Factor 
vorkommt, durch Aas ProäuctP^ (1.) der v GröfS^en l+a, I-fÄ, 1 + ^^ ••• 
. . . 1 -}- n ausgedrückt wird. Mithin ist auch umgekehrt das Product P, dieser 
Gröfsen gleich der Gesammtheit Sy aller möglichen Producte von keinem, 
einem, zweien, dreien etc. aus den v Gröfsen a, b, e, dy .... n. 

L. Anm. Das Hauptmoment des Beweises ist, dafs aus der Gesammt- 
heit aller möglichen Producte von keinem, einem, zwei, drei etc. F.actoren einer 
beliebigen Zahl von Gröfsen a, b, c, d, .... die Gesammtheit der Producte för 
MM Gröfse mehr gefunden wird, wenn man jene Gesammtheit mit der neuen 
Gröfse multiplicirt und das Resultat zu jener Gesammtheit hinzuthut. 



§. 3. 

Lehrsatz. 

Die Anzahl aller mäffUcAm Producte van einer, zwei, drei etc. bis 
zm V OMS r beÜeUgan Qrüfoen oder Zahlen a, b, e, d, ... . m, u ist, wenn 
man noch dieBinhdf, diese gldcheam als Produd keines Jener Fßdoren, 
hbwuthmt, gleich 2^ 

Beispiel. Fflr 5 Zahlen a, b, c, d imd e find folgende Producte 
möglich. 



■1 
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Das 1 Product mit keinem Factor, 1. 

Die 5 Producte von 1 Factor, nemlicli n, b, c, d, e. 

Die 10 Producte von 2 Factoren, nemlicli ab^ ac, ad, ae, bc, bd 

* be, cd, ce, de. 

1- \ Die 10 Producte von 3 Factoren, nemlich abc, abd, ahey acd, ace, 

ade, bcd, bce, bde, cde. 

Die 5 Producte von 4 Factoren, nemlich ^cd, abce, abde, acde, 

bcde. 
Das 1 Prodact von 5 Factoren , nemlich abede. 

Thut zusammen 32 Producte, und für 1^ = 5, wie hier, ist 2" = 2* = 32. 

Beweis. Zufolge (§.2.) enthftlt das Product 

2. P, = (I+ii)(l+*)(l + c)(I+rf)....(I+ii), 
wenn man es entwickelt, nächst der Einheit, aiU mögUehen Producte aus den 
r Factoren a, kt c, d, .... n m einem, zwei, drei etc. bisy; und keines die- 
ser Producte mehr ids einmal. 

Für beliebig ö^^/immfo Zahlenwerthe von a, b, c, d, .... n findet man 
den ZaAlenwerth des Products Py offenbar eben sowohl, wenn man den 
Buchstaben a, b, c, tf^ .... n in (2.), als wenn mdn ihnen in den einzelnen 
GUedem des entwickelten Products die ihnen bestinunten Zahlenwerthe bei- 
legi; und zwar immer, welche auch die Zahlenwerthe von a, b, c, d, .... n 
sein mögen. 

Macht man nun z. B. n =r 6 = c = J . . . . = it = 1, so ist der Zahlen- 
werth Jedes Gliedef des entwickelten Products gleich i, und folglich die Summe 
dieser Glieder, das heifst P^, ihrer Anzahl gleich. Andrerseits ist fBr ii = 
4 = c = rf.... = ii=I, zufolge (2.), P. = (l+l)(l+l)(l+I)....(l+l), 
oder, da Py i" Factoren hat, =2''; mithin ist die Anzahl der Glieder des 
entwickelten Products Py gleich 2''. 

§. 4. 
Lehrsatz. 

Der Werlh eines Products beliebiger ganzer Zahten a, b, c, d. . . . 
... m, n, deren Anzahl durch v bezeichnet werden mag, hlmbl derselbe^ 
man mag erst a mit b, das Ergebnifs davon mit e, 4as Bfg^nifs dawm 
mit d u. s. w. multipliciren, oder man mag das Ergebt^ der Multipü^ 
eation einiger erstan Factoren mit dem Ergebnifs der Multiplication 
einiger folgenden, n. s.w. bis zu Ende, multipliciren. Es wird ind^fssen 
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mnMtmmUn wraiii9ge9etzt, Jkifs kei der mnen wnd der amdern Art der 
MultipUcatkmen die Fahren in der ^eieken Aufeinanderfolge in 
Rechnung kommen. 

In dem Sinne der Bedeutung des Vorhandenseins oder der Abwesenheit 
des Puncfs als Multiplicationszeichen (g. iO y ^^ß nemltch das Vorhanden'^ 
sein des Puncfs die Operation und SBe Abwesenheit desselben das Re^ 
sultat derselben andeutet, behauptet der Lehrsatz, dafs z.B. in demProduct 

1. Py = a.b.c.d.e •••. i.k.l.Dd.n . 
Se Puncte, wo man will, und ihrer so viefe, als man will, wegge^ 
lassen werden können, ohne dafs der Werth des Products sich änderte, 
übrigens können die Zahlengr^een a, b, c, d, .... a. unter an- 
ander sdmmüich ungUieh, oder einige davon, oder atte können anander 
gleich eein. Der Satz bleibt derselbe. 



2. 



Beispiel Es ist 

4.6.5.3.9 
= 4.6.5.27 = 
= 4.6.135 = 



* • 



4.6.15.9 
4.90.9 



4.810 
3240. 



24.315 



4.30;3.9 
120.3.9 

120.27 



24.5.3.9 
4,30.27 = 

■ I 

360.9 



24.5.27 
24,15.9 



In der ersten horizontalen Reihe (2.) ist Ar^Punct weggelassen; in der zwei- 
ten Zeile ist je dn Punct; in der dritten Zeile sind anf allO; mögliche Weise 
500^ Puncte weggelassen ; in der vierten Zeile drü Puncte, und in der fünften 
Zeile alle vier Puncte. 

Beweis. A. Man bezeichne der Kflrze wegen 

a.b. cd .... i.k.l.m.n durch P, 
a.b. cd .... i.k.l.m durch Jf, 
a.b. cd .... i.k.l durch L, 

a.b. cd .... i.k durch K, 

a.b. cd .... i durch I, 

u. s. w«; 

so dafs also 9 der Bedeutung (S-^0 ^^^ Multipficationspunctes gemäfs, 

P = M.n = L.m.n = K.l.m.n = I.k.l.m.n, 
Js = JL.ffi = K.l.m = I.k.l.m, 

L = K.l s= I.k.l, 



3. 



4. 



u. s. w. ist. 



K^t.k 



t 



» 



i. 
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'IB. Hhm bodtartM «der Ansdmek L.m^n von F in der ersten Zeile 
(4.)) i^b li erst wmal ind daui das vras henraskomint iiBial genoMneii wen- 
den soll. ITan schreibe L in einer horizontalen Zeile i/iinal neben einandei^, 
Md n aoleher Zeilen ^ 



Vi 



Lj, ÄJf MJf MJf ••••£/ 

Mjf Kjf Mjf JUf • • • • La 
5. \ lif Lf Mjy Ejf .,,. Ej \ Hy 



Zjf Ly JUf Ejf •••• MJ 

^Ob ist hier L wirkiich erst mmal genommen 9 und dann das Ergebnifs nmal. 
Also stellt die GesammtAeit der L in (5.) P vor. 

Aber die Anza/d der in (5.) vorhandenen L ist effenbar der Zahl 
mn gleich, denn es sind der L so viele vorhanden als das iProi/tic< r/t mal 
n Einheiten hat, also Mit. FolgUch ist P auch nichts anderes als L, •nnmal 

■ ■ ■ • ■ ■ 

genommen, und fol|^ch ist aw^b 

« ■ • . . 

6. P == L.mn = a.b. ed.... i.k.l.mn. 
und daraus folgt, dafs der Werth P sich nicht Ändert, wenn man in seinem 
Ausdruck (1.) den letzten Punct weglftfst. 

Wir haben also bis jetzt folgende zwei verschiedene Ausdnlcka von P; 
«^ « iP ^=BL L.m^n (4.3 und 

|P = JL.mii C60- 
C. Nun ist in diesen Ausdrflcken L nichts anderes ds Kj (3.)? also 
kann P vermöge (6.^ auch wie folgt geschrieben werden: 

8. P = K.l.mn. 
Es zeigte sioh aber so eben^ dafs, wenn eite Zahl L erst m, und 
dann das was herauskommt n mal genommen wird, daH Ergebnifs das nemliche 
ist, als wenn man ti sogleich mit mal nimmL Also wird aueh in (8.), wo 
die Zahl K erst mit / und dann das was herauskofeimt mit der Zaid mn 
multiplicirt werden soll, das Ergebnifs das nemliche Sein, ab wenn man K 
sogleich mit dem Product /«in der beiden ZoiUei^ / «nd in il joultiplicirt. 
Mithin ist audi ., ' 

9. P = iL.lpiH = a.b.c.d....i.kJmn 4?.); 
und daraus folgt, dafs der Werth von P sich wiedeforn nullt ändert, wenn 
man in seinem Ausdruck die beiden letzten Puncte ,w«^ifst|\ 

I 
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D. Gesetzt nun, es wäre K, statt wie in (8.) erst mit 8er Zahl / 
und dann das Ergebnifs mit. der Zahl ntn, vieliiiehr K erst mit der Zahl Im 
und dann das Residtat davon mit der Zahl n zu multipBciren, so wflrde das 
Ergebnifs, aus gleichem Grunde wie in (C), ^=K.tmn sein. Dieses aber 
ist =P (90- Also. kann P auch durch 

ausgedrQckt werden; und daraas folgt, dafs der Wertb von R sich auch «cht 
verBndert^ w^im man in sdnem »Ausdruck (l.> den vorletzten ^unct weglAfeL 
Es dürfen also in dem AusdrudLO von P ( 1 .) sowohl die beiden himlBn 
Poncte, nach (9.)9 als der lettte Pun<^, liach (8.), oder der vorletzte Puict, 
nach (10.), weggelassen werden, ohne den Werth von P zu ändern. 

Demnadi haben mr bis hievher folg1ende^ rr^r yerscfaiedcne Ausdrücke 
von P: ' ''■■•\ ,. 

= K.lrPiM (4.), 

^j )P ^ KMmn (8.3, 

- ^ f^Jm.n (10.), 

=^ K.Un^ (9,). 

E. Man setze in diesen 4 Ansdrücken ron P statt K seinen Werth 
/. h (4.)? so erhält man aus (11.) ^folgende 4 neue Ausdrücke vtm jP^ • 

12. P = I.k.Lm.n = I.k.l.mk z= l.k.lm.n =i l.k.lmn. 
In die 2 Ausdrücke von P (7.) dagegen setze man aus (4.) den Werth I.k.l 
von L, der auch, eben so wie zufolge L.m.nise:^Lmn, nichts anderes ist 
als l.kl, so erhält man noch folgende 9 Ausdrücke von P: 

13. P = I.kl.tn.n =5 l.kl.mn^ 
Man setze endlich in den Ausdruck Jf.it von P (4.) den Werth I.k.l.m 
von Mi 4er aus demselben Grunde, aus wdchem zufolge (C) K.l.in.n=i 
K.lmn war, mehts anderes als i.klm ist, so erhält man noch folgenden 
1 Amdrwk iSQn P: 

»- 14. P ^=^ A.kltn.ni 

und dieser Ausdruck giebt, ans demselben Grunde , aus welchem zufolge (iB.) 
L.m.n = L.mn war, endlich noch den f 'Auedruck 

^ ■^ . 16. P c:^ l.klmn. 
Zusammen alao haben wir nun ans i\2. 13. 14. und 15.) 4-1-124-1 -{- 1 
=s8 verschkedne 'Aufdrücke von P. Si« sind^ wenn man sie so ordnet, 
wie in ihnen iMiifcr» odw mncTy eder zwei, oder drn Fnete zwischoi k. 
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I.k.l.m.n (12.), 

I.kJ.mn (12.) = IJeJm.n (12.) « IM.m.n (13.), 

I.k.lmn ii20 ^I.kl.mn (13.) = /.Ar/m. o (14.), 

i.^/MII (15.). 

Keiner dieser Ausdrücke ist seiner Form nach iaxk andern gleich; denn' 
die 4 Ausdrücke (12.) entstanden aus d^ 4 unter sich verschiedenen Aus- 
drfiflkeii (11^) doroh Hinznthan von kf mU einen Punot zwiachen k und /; die 
2^nsdrücke (13.) entstanden aus den beiden unter sieh verschiedenen Ans« 
diAcken (7.), ebenfalls durch Hinrathon von k, oder otoe Punet zwischen k 
und l, jedoch mit einem Punct zwischen / und m, und sind' also durch das 
Erste von den vorigen wesentlich vdrsdueden; der eine Ausdruck (14.) ent*<- 
stand aus (4.) durch Hinzuthna von k, l nd m, ohme Pnnct zwischen k und / 
und / und m, aber mit einem Punct zwischen m und n, und ist also dadurdi 
ebenfalls von allen vorigen versdiieden. Der Ausdruck (15.) hat gar keinen 
Punct zwischen k, l, m und n, wfthrend alle vorigen wenigstens einen Punct 
hatten , und ist also ebenfäHs von aften vorigen, verschieden. 

F. Man setze weiter in die 8 Ausdrücke von P (1 6.) den Werth 
M.i von /. (4), so b^komrt man ^ neue Amsdrüeke vonJP, die, eben wie 
die 9v<^^ welchen sie entstanden^ unter sieh verschieden sind , und 
zwisdien i und k einen Punct hiAea. Es sind folgeiide^ 



p = 


~ Mtti,k«i*ti^»Hf 


, . 


, 


p = 


= JEf.iJfc.i.mii :— ^ 


' H.i.kAm.n = 


= H.i.kl.m.n, 


p = 


^ H.i.k.lmn ^ 


: H.i.kl.mn - 


ts HJ.ktm.fif 


p = 


^ H.i.klmn. 







17. 



In ^ 4 Ausdrücke von P (11.) setze man den Werth HJ^k von 
K (4.), dar zufolge (0.) nichts anderes ist als H.ik, so bekommt man 
4Aimdrücke yonP, die, eben wie die 4^ aus welchen sie entstanden , wUet 
sich, aber auch von den vorigen 8 dadurch verschieden sindy ^fs fAe aHunt-* 
lieh, anders wie diese, zwischen i und k keinen Punct halmi, wiewohl alle 
swisehen ik und I eitten Punet. Es aind folgende: . i- 

!P ss^^H.ikJ.m.n, 
P = B.ih.l.mm= HJk.tmJn, 
P z=^ Hiik.imm. 
In die 2 Ausdriefee (7.) vefr P setoe mek im Werth MA.kd von 
1/ (4.)^ der znfelge (Cl> nidits änderet iat da HAU, so^Mnmmt man f«« 
ner 2 Ausdrücke von P, die, eben wie die #^ Meiaighlp*|ib enManden, 
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unter sich, aber auch von allen vorigen dadurch verschieden sind, dafs sie, 
anders wie diese, weder zwischen i und k, neck zwischen k und / einen 
Punct haben« wiewohl beide zwischen / und m einen Punct. Es sind folgende: 

ig l-P == HAkl.m.n und 

. In den einen Ausdruck P^=^M.n (4.) setze man den Werlhfl.i.AJ«m 
von Bif der Jiufolge (E.) jüchts anderes ist als H.iklm^ so erhalt man 

20. P == B.iklm.Uf 

welcher Ansdrnek wieder von allen vorigen dadurch verschieden ist, dafs er, 
aaders wie sie, weder zwischen t und k, wie (17.), noch zwischen k md ty 
wie (18.), noch zwischen / und m, wie (19.) 9 einen Punct hat, sondern nur 
noch zwischen 171 und mi 

Endli^A giebt (30.) vejtnöge (iB«) noch den Ausdruck 

21. P = H.iklmn, 

welcher wieder von allen vorigen dadurch verschieden ist, dafs er nirgend 

zwischen den Factoren i^ kf l, m und n einen Punct hat 

Wir haben also nun zusammengenommen aus (17. 16. 19. 20. und 21.) 

22. . 8+4+2+1 + 1 == 16 

Ausdrficke von P, die alle vüiier «inander verechieden sind. Sie sind, auf 

die Weise geordnet, wie zwischen i, k, l, m und n keiner, oder emar, oder 

zwei, oder drei, odei: alle ritfr Puncto fehlen, folgende: 

P = H.i.kJ.m.n (17.) 

= H.i.k.l.mn (17.) = li.i.k.lm.n (17.) = H.i.kl.m.n (17.) 

= iEr.iÄ./.«i.n(18.), 

go yP = B.i.kJmn (17.) = H.i.kl.mn (17.) = H.ik.l mn (18.) 

= HJ.klm.n (17.) =i H.ik.lm.n (18.) = HJkl.m.n (19.), 

= U.i.klmn (17.) = H.ik.lmn (18.) = H.ikl.mn (19.) 

= BAklm.n (200^ 
= H.iklmn (21.). 

G. Yerfidurt man von Neuem ganz ähnlich wie in (iP.) , indem man 
Mlnlicli iB die, ;16 Ausdrücke von P (23.) statt H seinen Werlh G.h, in die 
8 Ausdrücke Xl^O ^^ ' seinen andern Ausdruck G.hi, in die 4 Ausdrücke 
(11.) statt K seinen dritten Ausdruck G.hik, in die 2 Ausdrücke (7.) statt 
L seinen vierten Ausdruck ti^.Ati/ und in den 1 Ausdruck (4.) statt JU sei- 
nen fünften Ausdruck hiklm setzt, so bekommt man, mit P=G.hiklm.n 

=^G.hiklmnjpBiBm«Mgenma^Wj, 

2» 
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24: W^84^4+2-f 1^1 =t: 32 
Amdracke von P, die, aos gans älmlieheii OrOnden wie in (F.), alle von 
einander verschieden sind. 

H. So also kommen^ wenn man auf diese Weise weiter fortfährt, 
durch jede neue Operation immer gerade ebensociele neue, unter sich und 
von den vorigen verschiedene Ausdrücke von P zum Vorschein, ah %uemnmen^ 
ffenonmen bis dahin vorhanden waren. Die Zahl der verschiedenen Ans^ 
drflcke von P wird also durch jede Substilntion gerade verdoppelt 

Zuerst waren 2 Ausdrücke (7.) von P vorhanden. Durch die nächste 
dubstHution stieg ihre Zahl auf Ans Doppelte, auf 4 (11.); durch die folgende 
Substililtion wieder auf A^ls Doppelle, auf 8 (16.); sodann abermids auf das 
Doppelte, auf 16 (23.) u. s. w. In den 2 Ausdrädien (7.) enthidt L noch 
v — 2 Factoren; in den 4 = 2^ Ausdrücken (11.) enthielt J£ noch r — 3 Fac- 
loren; in den 8 = 2^ Ausdrücken (16.) enthielt / noch v— 4 Factoren; in 
den 16 = 2* Ausdrücken (23.) enthidt H noch r— 5 Faderen. Fährt man 
also so fort, bis A nur nodi den einen == (v— (f/ — 1)) Factor a enthidt, 
das heifst, bis P, wie in (1.), ganz durch seine einzdnen Factoren ausgedrückt 
ist, so wird man 2'^''^ Ausdrücke von P gefunden haben, die in der Form 
simmtHch unter dich verschieden sind; und 2 war dadurch, dafs ihnen ent* 
weder keiner, oder, hier oder dort, immer an verschiedenen Stellen , einer, 
oder zwei, oder drei u. s. w., oder alle Puncto fehlen. 

/. Fragt man nun gegenseits, auf wievielerlei Arien in dem Ausdruck 

25. P^^=^a.h.e.d i.k.l.tn.n (\.') 

von den y^— 1 Puncten zwischen den v Factoren a, h, c, d, — n keiner, 
oäer einer, oder zwei, oder drei n.s. w. bis r — 1 Pmicte fehlen können, 
so ist diese Frage keine andere, als auf wievielerlei Arten sich^ — 1 Dinge 
zu O, I, 2, 3, .... y— 1 verbindet^ lassen; etwa au Producten, wemi sie 
Zahlen wären: denn iiePuncfe sind zwar nicht an sich selbst von eiQander 
verschieden, aber sie sind es durch ihre Stellung; und in Rücksiclit auf 
Sese können sie allerdings nnt v — 1 von einander rersü^edenen Dingen, 
z. 6. Zahlen oder Factoren, verglichen werden. In solchem Betrftckt ist also 
(fie Frage dieselbe, wie di6, welche^ die ZaU der rerMAteüm^it möglichen 
Producte von v — 1 Factoren zu 0, 1, 2, 3, . . . . f^*— 1 sei 

Diese Zahl ist zufolge des Lehrsatzes (S.3.> 

26. = 2*'-^: 
also ist auch die Zahl aller möglichen verschiedbiien j^fffi% -Hie in dem Aus- 
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dntk TOtt P (25.) 0, 1, 2, 3^ .... r—l von den r~l Puncten zwfadien 
den V Facloren a, b, c, d, .... n weßßelassen werden können, =2*""^ 

Gerade eoviete, durch Weglassang der Puncte verschiedene Ausdrücke 
von P Wurdän ftber oben gefunden (B.')^ und es zeigte sich, dafs ade diese 
verscti^edenen Ausdrücke von P denselben WertA haben. Also wurden alle 
fnOfflichen, der Form nach verschiedenen Ausdrücke vod P gefunden, Und 
08 fblgt mithin, dafs der Werth von P sich nicht Andere, welche und täieüMe 
Ptticte man auch SEwisehen den Pactoren weglassen niOge; was zu beweisen war.' 

K. Da übrigens der Beweis von den Werthen der Factoren a, bj 
Cf d, — n g«r nicht abhängt, se folgt auch, ^b es gleiehgültig ist, ob die 
die Factoren unter einander ungleich oder gleich sind. 

Anm. Die Hauptmomente des Beweises sind, erstlich, die auf der 
Anschauung beruhende Bemerkung in (o.), ddfs der letzte Multiplications- 
pniict zwischen den Factoren weggelassen werden könne; sodann die Hemer- 
knhg in (!/.), dafs, da z. B. k.l.tnn^ eben nach der vorigen Bemerkung, das- 
selbe geben würde, wie k.lm.n, nemlich beides k.lmn, auch der vorletzte 
Fimct süttt des letzten weggelassen werden könne; und dann endlich der 
Umstand, dafe die ZaU der sftmmtlich unter einander verschiedenen AnsdrfidKe 
voft^P^ die sich mit Hülfe der beiden vorigen Bemerkungen finden, wie es 
in (A und i«) sich zeigt, gerade eben so grof^ ist, als, zufolge des Lehr- 
satnes ($• 3.), die Zahl aller möglichen Verbindungen der r — 1 Multiplications«* 
puncte va keinem^ einem, zwei, drei n. s. w. bis t^— 1. 

§. 5. 
Lehrsatz. 

Es können v Elemente (z. B. Buchstaben oder ZnUen} 

1. a, c, c, d, • • • • m, n 
auf 

2. X = 1. 2.3.4.5. ...r, 

und nicht mehr und nicht weniger Arten, die der Aufeinanderfolge nach 
verscl^den sind, aneinandergereiht oder nUt einander verbunden werden. 
. Beispiel. Die vi^r Buchstaben a, b, c, d können auf folgende ver- 
schiedene Arten nebeneinander gestellt werden: 

iobcd acbd bacd bead cbad cabd 

Q J aiifit adbc bade bdac diAc dbac 

Sad^ acdb dacb deab eadt^ cdab 

^ dbea dehu Mm beda edba ebda. 



^ 
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V ist Uer 4, und die Zahl der verschiedenen Verbindungen \%\^ wie man siebte 

4. 24 = 1.2.a.4 = 1.2 .... V. 

£rsterBeweis. A* Man lasse irgend Änen der y Buchstaben n, 
hf c, d^ n^ z. B. », weg, und stelle sieh alle tnöj/Uchem, der Aufein- 
anderfolge nach rai^cAi^iifeitefi Verbindungen der übrigen r—l Buchstaben 

TOT. Ihre Anxahl werde duroh x heseiehneL QAiigt anaa nun jeder dieser 
Verbindufeigeft den ^en weggelastsenen Bucbata]»eQ noch an, so wird man 

xr sSmmttich der Aufeinanderfolge nach unter sich verschiedene Yerbbidungen 
haben, und es gidirt ihrer nicht nebr und nicht weniger van denen ^ welche 
alle n zum letzten Buchstaben haben« 

« 

B. A^er statt n kann man auch Jeden andern der y Buchstaben erst 
weglaseon, alle möglichen, der Aufeinanderfolge nach verschiedenen Verbin- 
düngen der H^brigejn machen^ und dann diesen Verbindungen jedesmal den 
zuerst weggelasscinen Buchstaben wieder anhingen. Dieses giebt fOr jeden 

r-l 

Buchstaben, den mai^ querst wegliefs^ und dann wieder anhtngte, x unter sich 
veracUedineVerimduDgen; nicht mehr und nicht weniger; also überhaupt, da 
y Buchstaben vorbanden sind, ufid jeder der letzte sein kann, y Grwppem^ 

r— 1 

jede von x Verbindwgen; und alle diese Verbindungen sind unter sich vei^ 
scbieden, nicht allein ^ in jeder Gruppe unter sich, sosdem auch die in des 
verschiedeneh Gruppen, weil jede Gmppe eüken andern letzten Bnehstaben 
hat. Desgleichen sind nicht mehr und nicht weniger als y Gruppen möglich, 
weil jede Gruppe hothwendig einen Buchstaben zu ihrem letzten hat. 

Also sM überhaupt 

sfimmtlich der Aufeinanderfolge . nadi verschiedene Verbindungen von y Buch- 
staben mögheh; nicht mehr und nicht weniger. 

C. Was nun von der Zahl y gilt, giH auch von jeder andern Zahl 
der EltAttente; also auch von den Zahlen >—l, i^— 2, y—3^ ...., mithin 
der Reihe nach von den Zahlen 2^, 3, 4, .... v. ; . 

Für y = 2^ also y— 1 = l , ist aber ofl^enbfU' ar t= a? = 1 ; denn em 



Element läfst sich nur n£ ar =as l Art stelleo- Setsi «an daher in (5.) der 
Reihe nach 2, 34^4^ S^i^v^ ^»Matt ^^.M emiiekl sich ^ 
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wie es der Lehrsatz behauptet. 

Zweiter Beweis. D. Einer und derselben beliebigen Verbindung 
der V— 1 Elemente a, h, c, d, .... m kann das vie Element n an i^ und 
nicht an mehreren verschiedenen Stettin hinzugefügt werden; nämlich, erst 
unmittelbar hinter jeAem der y — 1 Elemente, und dann nodi vor dem ersten. 
Die auf solcbe Weise aus etit^r der Verbindungen der v — 1 Elemente ent- 
stehenden y Verbindungen sind alle unter sich yerschieden, denn jede hat it 
an einer andern Stelle; auch giebt es ihrer nicht mehrere. 

E. Was nun von irgend einer der Verbindungen von y — 1 Ele- 
menten gflt, gilt auch gleichmSfsig von Jeder andern ihrer sSmmtlichen Ver- 

lluidungen, deren AnzßU durch x bezeichnet wurde. Je^e derselben giebt 
durch lünzufQguQg des neuen, ylen Elements itj y unter sich verschiedene 

y— 1 

Verbindungen. Auch sind stets die aus den verschiedenen x. Verbindungen 
von y — 1 Elementen hervorgehenden Verbindungen von y Elementen von den 

vorigen verschieden; denn die x Verbindungen von i>— ^1 Elementen sind es 
ehe ihnen das neue Element n hinzugefügt wurde, also sind sie es auch noch 
kemack^ da durch die fiinenfagung von n an der AuMnanderfidge der y—l 
Elemente a, h, c, d, .... tn nichts gefindert wird» 

F. Die durch die Hinzufügung des lien Elements n entstehenden 

ff— 1 r— l 

X Gruppen, jede von v Verbindungen, und folglich die entstehetiden or.y Ver- 
bindungen sind daher säntmtKch von einander verschieden. Auch giebt es 

nicht mehrere Verbindungen der y Elemente; denn jeder der x Verbindungen 

von y—l Elementen kann das yte Element auf nidit mehr als y Arten ^nzu- 

gefügt werden (D.), und der Verbindungen von y — 1 Elementen, welchen das 

yte Element hinzugefügt werden k&nnte, giebt es nach der Voraussetzung 

y—l 
nicht mehr als x. Die erlangten VeriHndu^gon^ - vitt r Blemeiies sind nbo 
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V 

alle möglichen f deren Anzahl durch x bezeichnet wurde: folglich ist 

7. X .y = X. j 

Dieses ist dieselbe Gleichung wie ( 5. in B.") , da, wie aus (B. §. 4.) erhellet, 
zwei ganzzahlige Factoren verwechselt werden können, ohne dafs das Product 
sich änderte. Ans (7.) folgt das Übrige wie in (C). j 

Anm. Der erste Beweis weiset nach, dafs die möglichen y erbindun- 

gen von r Elementen aus r Gruppen von x verschiedenen Verbindungen von 

y — 1 Elementen bestehen: der zweite, dafs sie aus x Gruppen von y ver- 
schiedenen Verbindungen von y — 1 Elementen bestehen; welches die Glei- 
chungen (5.) und (7.) giebt; die nach QB. §. 4.) Eines und Dasselbe bedeuten. 
Aus (5. u. 7.) folgt der* Satz, wenn man der Reihe nach y = 2, 3, 4, . . . . y setzt. 
Übrigens ist zu Dem was weiter folgt nur eine der beiden CrleicMngdH 
(5. u. 7.) nölhig, also eigentlich noch nicht die ZuhOlfenahme des in (A |^. 4.i 
sich ergebenden Satzes, dafs in einem Product von 2:tt^«t Factoi^en dSe Ididen 
Factoren verwechselt werieti können. 

§. 6. . 
Lehrsatz. ^ 

I. Die Ordnung, in ivdcher die ungbiehen oder gleicheh gaftüm 
zdhligen Factoren ^nes PH)ducts , z. B. die y goHzzählfgeh Fäcforüh 
a, b, c, d, .... m, n dee Products . 

•' 1. F = a.b.c.d •••• m.n 
aufeinander folgen, /fqnn nach Belieben verändert werden , ohne dafs 

dch der WertJi des Products änderte. 

■ . . »ii ■ • . 

V 

II. DisAwuUx der verschiedenem möglicken Arte^n, in welehen 
die Factoren auf einander folgen kOnmenp ist 

2. X = 1.2.3.4.5....K 

Beispiel. Allie. die , i . i , . 

... , 3. ..,K2..3.4.= 24 . .'• .'..',\. 

Producte 

2;3.7.<),- 2.7.319, 3.2.7:^, 3.7.2.9, y!'2.3.9, Y.3.^?9, 

2.3.9.7, 2.9.3.7,' 12.9.7, 3.9.2.7,' 9.2.3.7, »0.3. 2.7', 

^' ^i.9.7.3, 2.7.9.3, 9.2.7.»; 9.7.2.3, 7.2.9.3^ ''7.9.2^:3', 

9.3.7.2, 9.7.3.2,' 3.9.7.2', 3.7.9.2, 7:9. 3.'2: '7.3.9.2 

haben' simmtiiek dtilselb«» ^Ww|kii8?ft'i > ; >> ■«:.^...:'. .;(i '. iii-... ;.!.>:,! 
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firstisr B«wal8. A. Nadi dem Lehraatse ($.4.) lUUineA die Mol- 
liplicationszeichen wo man wiU w^elMMH werdm^ tkiie dafti^dec Wer& des 
Products sich Änderte^ . a t«. 

Man lasse sie in (1.) alle bis auf irjfemi^ iims', a^ B. bis iuf 4las 
zwischen ff und h, weg, ao ist 

5. P = abcd....ffXAi....4mn. 
Dieser Ausdruck von P heifst:. ^gs^soU die Zmki nb€i....ffy ^ durch G 
bezeichnet werden mag, mit der Zahl hi....lmny weldieff 94fn nag, mul- 
tiplicirt werden: das Produ(^ dayon sei P> Es ist also 

6. Mr == 6r mB»--, ■>( 

B. Die Zahl 

7. fl = >if\.../mii (-4.) 
ist aber (nach $. 1 .) nl^its anders als . . - . 

8. Jjf = AI...« /in.it.* 
daher ist, wenn man der Kürze wegen die Zahl ki....lm durch ilf bezeiehnet, 

9. H = M.n. 

C. Nun schreflie man s6 viele Eh^mten in eine hortkontde Reihe, 
als deren die Zahl Üf enthdt, und so Tide Solcher Rahen Anter einander, 
M^ Einheilen hr der Zahl n enthalten sind, nbndidi wie folgt: 



I •. 



. '* 






M 



1111.. 


. . 1 


1111.. 


. . 1 


1111.. 




1111.. 


• • ^ 

. . 1 



M 



10. < 1 1 1 1 .... 1 \ I». , 
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Hier sind offenbar in Allem so. ^ele Einheiten hingeschrieben worden, als 
das Product M.n und folgUdi die Zahl 4Sf ^^nthilt, und nian findel^^^ure An- 
sahl, wenn man if^ ,wia ea sein soll,; mit.it mnltiplicirt, Ma^ find<)l %bt«r 
auch ihre Anzahl, wenn i||an »mit M muItipUcirt ; denn es befinden ädi in 
jeder verbalen Reihe n Einheiten (nemlich so yiele als horb&oiitde Bmhen')^ 
ind solcher T#rliraih|ii;iieihaft sind M vorhanden (nemlich so .yMe als.iStii- 
h^en in jeder horizontalen Reihe). Also ist 

11.. üf.» ^ n*M, 

das heifsl, « ist , , . 



i.A i'iiÜer isuldlg6^($i 41) ist micli^ida das 'MiltipKeationszeichen 

13. nx^»....'»» = «*« — Im, '^ 
iko fet auch Zufolge '<1^ ^nid 7.). N 

14. nhi.... Im =^ Ai ....4mn isa: U^ 

und folglich, vermöge (8.) ^ *^ 

MMiiii .ii8efaf^i('$. 4.) Meh •^*'' •••• ^ '--- ' * 

und da vermöge (§• 4.) auc» 

17. P = ahcd ghi /mnd: « 

ist, • ^" -^ * — ' 

18. abcd ....ffnhi....lm =? abcd....jfAß .^.. imn ;=: P^ 

oder auch, da zufolge ($. 4.) ubifd ....gnAi..,%lm dasselbe ist, wie a.b. cd... 

19. a.h.c.d ..m.g.n.A.i ..f. f.m =£ a.b.€»d .... ^ .A.i .... t.m.n == P* 

: jp^ij K^erauff folgt, da^.4eF 4^'i?<^ Faptor i^ vo« Pßde belieb^ffe Stelle 
aü^iftlmen, ^Bn, ohiif daf$| i^qt ^fitih vomP sidi toderle;;,d0fin, eb^ji^sp wie 
er Mer zwischen jr w^ A, g^ta^teft.^fßt, kff^ er f|ucj||L,?<vwch^ zwei. 6e%^ 
andere Factoren treten, Und selbst vof alle ihm vorhergehende Factoren ; denn 
ffir den letzten Fall darf man Sic h P nwrTiff i.a.b.c.d .... l.m.n vorstellen 
und n zwischen 1 und dei Factor a treten lassen. 

F. Nun setze man 1^ den AiigehblicK horaus, in einem Product von 
y — 1 Factoren, z. B. in dem Produkt < 

20. f Xi :=^'a.b.c:d...\. l.m, 
welches also hier 
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"'121; • P =^-2!;".''*t^=- «■•*.«. «I':.:: /.JH. !»-•'•"'"• 

'flflfft Sitt'^örtti ron JTi'sicIr ihdkb, so ändert sidk offenbar dUrd^ttire #We 
▼«Äärtiii^n mich aer WWVÖä P=^;ar>'ii«5he; ' ' '' ' ^ •:• 

.(u>v'.V^gr;i<'vr!e oben ' göiet^ Itaiili' ibür d<ir totefe Fatehrt* « lii 1* OW.>'*f- 
g^^ f^A^rs lün,''teW'^'tei^i o^e lk(tsiiiäfit<M'ih^W^ktdHP 
sich änderte. Also kann P aucH tföHsh '"^ '• "'!''"";^' '■ "'i'' i 'li .<*»-,» 



ausgedrückt werden, wo X^, eben wie JCt, v—i Factoren MtfaMt, läid-zwar 
alle Factoreb v^ F bb ^üat^ktS tk. " • '^^ ** ^* 



»• 
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r iL lA\nm\'^YQt9m9fAzv^ daAi ia amettPr6diMr:y#B..r^l 

Factoren alle diMe Fsotoren nech :Bdielieb Tertauseiit. werden . köBAM^-v^hie 
dafe der iWeHh des FrodMtai «Ml Änderte v'd6ikömieii alte diete iftögliciien 
VerbHisohuDgen auch ki X^ gesobefaea^ ohne, dpif der Werik voiiJE^ URdjoi^ 
hin zufolge (22.) der Werlh von P ein anderer Mrflrde. 

vrenfdig ajicK ralebe sein, die I ium hizün Faetor haben. Vor diesen letv^ 
teft Factor kann, In ifgiend einei" derselben/ ^ieddr dein oben BewiesenM 
mfblge, in (22.) m treten, ohne dafs jP sich Änderte: also kann nttdi P dnreh 

23.' P^ Xi.l 
auagedrückt werden, ¥hi> JC3, eben wie JQ nnd JCi, v — I Faderen enthilt; 
ttnd zwar aHe Piactoren Ton JR bis ftnf dm dnen l. 

K. Hier können abermals, immer insofern die obige Yor^us^setzung 
(Fl) richtig ist, di^ Factoren in X3 auf alle mögliche Arten vertauscht wer- 
den, ohne dafs der Werth von X,, und folglich auch ohne dafs P sich ändert. 

/y. Nimmt man aus den verschiedenen Formen von Xx eine, in wel- 
eher. Ar der /^fo/^ Factor, ist, so kann in (23.J vor A: wieder / treten und folg- 
lich P auch durch X^.k ausgedrückt werden. Und so weiter. 

M. Alle die verschiedenen AusdrAfeke 

24« Xi.ii^ Xi*m^ Xt^.li^ JEf.As^ «..• XyO * 
geben also sämmtlich den gleichen Werth vwl^ ateta insofern die Voraus-- 
Setzung richtig ist, dafs in einem Product Tcn y—\ Factoren dia sämmt- 
liehen Factoren nach BeliebeB vertauscht werden dürfen. 

JV. Die verschiedenen AnsdrOelte (24.) von P enthalten 4b*r, wie 
aus dem ersten Be#eise'des Lehrsatzes' (f. 5.) hervorgeht, liffia mßffHtken 
Vertausdningen der särnnftKcMen r FacMf^en rmi P. Also folgt m hieher, 
dafs, insofern es wahr ist, dafs in einehi ' Prtidnct von ^'-^l Ftfetoren die 
Factoren auf alle mögliche Arten vertauiilcht werden dürfen, ohne dafs der 
Wttth des Prodneto sich änd^te, das OMehe laüch für ein Predncf von y Fae^ 
toren gilt. ; .. 1» . . 

0. In einem Produd: von zwei Factoren^ z.B. a nnd 9, dürfen aber 
wirklich die beiden Factoren anf die für sie möglichen itwn^ JMten vertausdkl 
werden, ohne dafs der Werth des Prodncles sich «ndert. Dieses folgt aus (C) : 
denn so wie dort M.n = n.M ist (11.), so ist nach a.lf=^l.^. 

Also folgt ans (iVO? ^^^ ^^^ ^ einem Product von 3 Factoren die 

3» 
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FMtom airf alle mögfiehe .^ien yarttuMbt yrerien dOrfen, und folgfich audi 
in Ptodnaten von 4, 5, 8 q. 8.w. Factoren; was cu beweisen war. 

P. Die Zahl der möglichen Vertauscliimgen yön v Factoren ist, wie 
mimittelbar ans dem Lehrsats (5.) hervoigeht^ x^=zi.2.3A....vf wie es 
(2.) ausdrOckt. 

Anm. Die Hauptpnncte dieses Beweises nnd, daDi erstlich der letzte 
Factor eines Producta seine Stelle mit jedem vorhergehenden vertauschen kann; 
sardann^ dafs, insofern die r—t Factoren eines Products nach Belieben ver- 
tauscht werden dArfen, jeder der y Factoren zum letzten gemacht werden 
kann, dafs auf solche Weise alle möglichen Vertauschungen von r Factoren 
erlangt werden, und dann, dafs die vorausgesetzte Zul&fslichkeit der Vertau- 
schung der Factoren fOr zwei.FtLClwea wirkHck stattfindet. Der Beweis statzt 
sich, auf die Lehrs&tze (§.4. u. 5.)- 

Zweiter Beweis. Q. Man setze, wie oben in (F.), einen Augen- 
blick voraus, es dürfen in dem Product von y—1 Factoren 

25. Xg = ab cd .... Im 
die Factoren auf aDe möglichen Arten vertauscht werden, ohne dafs der Werth 
ies Products sich finderte. Ist diese Voraussetzung richtig, so wird der Werth 

des Productes 

26. P = Xi.n = aied .... Im.n 

von V Factoren sich nicht Andern, wie man auch m Xi die v— l Factoren 

0f i, e, d, .... m versetzen mag. 

jR. Nun ist P (26.) nach ($. 1.) nichts anderes als 

27. P = L.m.n^ 

wenn nmi das Produet ahcd....l durch L bezeichnet; das heifst, es mufs 
L erst mmal^und das was herauskommt itmal genommen werden. 

8. Auf dieselbe Weise, wie in (B. S«^.), folgt aber, dafi» L.m.n 
ttichls andees als L^mn, also auch 

28. P — L.mn 

ist, das heibt, dafs man P auch findet, wenn man L eogMch mit der Zahl 
mit multiplicirt, die das Product von m und n ist. 

T. Femer folgt auf dieselbe Weise wie oben in (C), dals jyiit = 
Hfl» ist. Hilhin ist audi 

29. P = Ir Mm. 
Und da nach (S-4. A.) auch L.n.m=^L.nm ist, so folgt, dafk auch 

3a P^JäM.m, 
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das lieijbt 

31. P = abcd .... l.n.m 

oder auch nach (§. 1.) 

32. P == ahcd .... In.tn 

ist, was der Kflrze wegen durch 

«Jrf. Mr != JLi • fit 

bezeichnet werden mag. 

Von hier ab weiter ist der Beweis im WesentKchen derselbe .wie der 
Theil (fl. bis P.) des ersten Beweises. 

Anm. Dieser zweite Beweis bedarf nicht des voQständigen Lehrsatzes 
($. 4.)« Er nimmt daraus nur was ihm nöthig ist, nemlich den Theil (A.)* 
Der Yollstfindige Satz (§. 4.) kann indessen in andern Fällen Anwendung finden. 

Dritter Beweis. 17. Das Product ^ 

34. P, = (i^-a)(l+*)(l+c)(I+rf) ....(L+i») 
eathfilt, wenn man die angedeuteten Multiplicationen ausfillhrt, zufolge (§. 2.) 
nSchst der Einheit alle mögUcken Producte von a^ by e^ i^ .... n zu einem, 
zwei^ drei, vier u. s. w. bis v Factoren. Zum Beispiel 

35. (t+«)(l+i)(l+c)(l+rf)= 1 

•\'ah-\'ae'\-ad-\'hC'\'hd'\'Cd 

'\'abC'\-ahd'\-acd-\'hcd 

•^-abed. 

Y. Man setze einem AngenbUek voraus, dafs in einem Product von 
V Factoren a , 6, c, if, . . . . n^ also auch von weniger als v Factoren , die' 
Factoren nach Belieben vertauscht werden können, ohne dalis der Werth des 
Products sich Änderte. 

W. Nun vertausche man z. B. in (35.} reehterkand die Factoren ii, 
b^ c, d dar einzdnen Glieder pach Belieben wirklidi, so werden dadurch we- 
der fnehr Olieder, noch Glieder entstehen ktanen, die andere Factoren ent- 
hidten als die vorigen; denn es sind von jeder Art von Gliedern, zu einem, 
zwei, drei und vier Factoren, wie $. 2. beweisetf ünmer alle möglieben vor*- 
banden. Die Glieder, welche man durch die Yertauschung erhält, werden von 
den vorigen in sich durch nichts weiter als durch die verschiedene Aufein- 
anderfolge ihrer Factoren Terscbaeden smn. Dadurch Ändert sicli aber nach 
der Vürmimetmm^ ihr Wertk MAt aiao auch nicht die Summe der Glie- 
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der, und folglich auch der Werth z. B. von (l-|-«)(l+i)(l-|-c)(t-|*'<*) in 
(35.) nicht. 

Die Yertauschung von a^ h^ c und d in (35.). bringft aber Unkerhand 
nichts anderes hervor, als Äe Vertauschnng der Facioren \-\-a^ 1-f*^ 14"^? 
\-\-d selbst; also folgt bis hierher, dafs, wenn die VoranssetJßung : es fiiidere 
sich der Werth eines Pfoductes ^on v iind Weniger Factoren (hier in dem 
Beispiel von 4 Facioren) durch die Yertauschung der FA(Morfeh nicht, ftr dte 
fTerthe ä, J, c, if, /. .. der Factoren richtig ist, dasselbe auch fftr die um 
1 gröfseren Werthe l4-ö, 1+*, 1 + ^9 ^-f^? •••• ^er Factoren gfll. 

X. 'Daraus folgt weiter, daß die Voraussetzung für die Werthe 
Uy b, c,d, .... derFücloren gilt, wenn sie fäi* die uni 1 kleineten WertSe 
a — f, Ä— 1, c— 1, if— I, .-.'. Öerö6lbett stattfindet, also fferner, auch s^chott; 
wenn sie für die Werlhe a — 2, 4 — 2, i? — 2, rf— 2, .•.• gilt, und so 
weiter: also auch dann schon, wenn sie, im Fall etwa n der kleinste der 
Factoren ist, für diöW«f«ie 1, *•— (a-^t), r'^(il^^l), rf— («—l),» ;...,' «I»*. 
hin btofs für r— 1 ^ Flucforen gilt ; dem' 1 hat ala Factor keint» Wirkung:* 

F. Der voraiis^^etzÜ S^\z; dai^ die 'Factoren eines Produkts häbh 
Belieben vertauscht werden könneii, g^lt also für r beUebige Pactbren sdion 
dann, wenn er für r— *l beliel)ige Factoren gilt. Daraus folgt, dafs er für 
r — 1 Factorei!, ahw auch fdr y Factoren gilt, wenn er für v — 2 Factoren 
stattfindet u. s. w.: stuletst also blofs, wenn z. B. 1 .11=^.1 ist. Dies aber 
ist offenbar der Fall: also gilt der Satz, dafs sich der Werth eines Products 
beiiehiger Factoren Airch die yersetsuffg derselben nieht ändert, ti^irklich; 
wa^ zu^hewetsen war., . . 

Anm. Dieser Beweis stAttt neb bldflf Mf den 6ebiisiAz ($< %.}. 

Anm. zu §.2. bis 6. Man wolle an die scheinbar zti viele Allgemein- 
heit und Abstraction, so wie an die ^eheinbar «il groA^* ZarüMäng für so ein- 
fache Diiige wie die Toriiergehenden , f<on w^elöben sick 9(!ikoii dm^h blofse 
Anschauung eine Überzi^vgung (freilich danir ridi' clkie AH vMi f^rkragung) 
erlangen läfst, nfebl Anistoft nebmen. Die tTbung dea LcMenden im «DenlbM, 
Sokliefsen und Urlkeili^B(, ■ also a«ck in der Akslraetfon, ist einer der t&wiftke 
der gegenwärtigen Sdirifl. Die Z«rflsttiiijg flHp* dm 'gegetoumHigen HaoptMli 
9^6.: in den vorhe^ehe#deii;' Mrfle^ wenn manydHkeMiffeiM^i9/Mii^^'i%^ 
ndlhig sein. Die Beweise» Nd« 1. utid' 2. f ; #.^ ' dttrf ten sfetif ni^f wtftf'ktanMr 
und Hiebt ohne itte VbrfaltkfftbMiaim fSill§^illm»^.^fkhM^ 
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'■' •"■ ■ •■■"■ Lehfs*t«V''*"'^ '■' •'"'•' • ••■■■'• ■■■■ 

Die Voriteicheh i Unä —von v FactoreÄ a, 6, c, d, .... h eines 

Products ' " ■■'•^'■V 

' i: P ^ atcd...: n''* 

tmken atif 

2. 2'-^ ■■ '■■■•• -. 

Arten verändert werden,^ ohne dafs das Vorzeichen des Prodw^ sich 

änderte. 

Beispiel. Für y = 4 ist 

•• %. -\-P- <: 

J^^^h.'^t.Af'd^tz^}($:^f^-^e.^düm^m>^h^ 



".■•»»■. '^ ' :'!.'■ ■. ■ ^ • . "~ /^ , A 



i • 



== + «.— 6.— c.— rf ===^— «.+6.— i;.---rf==^— «.»r-Ä.-f ^.— rfj= — «.— 4.— 

und mehr thr diese S*'-^ «t= 2* t= 8 VerinderdügeH der Äetehen sind Mr -fF, 
w wie iQr '^Py Hiebt aö^kb. 

B^eWeis« A. Es sei für ;^<^y Faetoren a^ A, e, if/.... Ar 

S/* uJ}.cJl 4^^^k tssÄ K^ - 

und far die or^t Faotofeii'4lf £4 €v i<4 .«r«^ 1^ ^ . 

• ^ A In dem Prodoet; der iwei Faotoren / md IT, nemlich in 

kttmen ollenbflr itfe VoonMichen von / und JT nur auf ;9 versMedme Axiesk 
iwiiidert werden y ohne dafe das Vcmelehen: ' ven L sieh änderte. NemBoh 
01 ist 'nVT' ■■ ' ■ •^'- •'•'•*^ f. * . 

»Ml .; \0%'i Nun setse many in dem Produet K ym ii Faetoren können die 
H^pHseMieai^ der FMtor»v d^.mitf'velrandert werden, ohne 4afs das Vorstehen 
tM*ii£ steh' «ndertt« jllfdii&m ^IMf» am» (8. xl. 9.), dafs in dem Produet X 
<«on'»t^li FmM4m die YorMidiM ier FactorenSdr; mal reründert werben 
MiiM y > »hhe ' 4hfe' das VWMidien * von L sich änderte. Dieses gill flkr jedetii 
Werth y<m ;t, von 2'aii9 so wttÜ^'MHl'l«!!."' -''•>>- 
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D. Es können aber, wie cflifBiMli ans (8. u. 9.) folgt, wenn man 
sich unter K nur einen einfaehen Factor vorstellt, für x = 2 Factoren die 
Vorzeichen der Factoreff auf 2 ^verschiedene Arten verändert werden, ohne 
daß das Vorzeichen des fjroducts sich änderte ; also ist solches für ^ =^3 
Factoren auf 2/i = 2% Ar x=3 4 Füctoren auf 2.2' = 2% für x = 5 Fac- 
toren auf 2.2^=2* u,s. w. und allgemein für x = i/ Factoren auf 2*^1'^, A#B|i 
möglich; wie es der Lehrsatz behauptet. 

§.8. 
Erklärungen. 

I. Insbesondere bei gans^n Zahlen kann man im Allgemeinen die- 
jenige ZjM Rest nenneni, welche entsteht, wenn mit irgend einer Zahl z ,ein 
Vielfaches, z. B. das, ^fachq einer andern Zahl n dnrch dai Minusziichen ver- 
bunden wird, desgleichen kann im Allgemeinen jene Anzahl des Vielfadien 
von u Quotient heifsen, die Zahl z Dividend, und die Zahl u Divisor, so 
dafs in der GleichuÄg, 

1;^ AT — yn = r oder s^ =: yii-|-r ^ 
i^ der Dwi4efk49 niet JDi/pm^ ^A^r Quoüent und r der ß^ ist« 

D«r Quotient q ist allgemein ganz wiHkftrUck, und kann b. B. jede 
beliebige positive y/iA^^.Zabl aetli, also ==0, ^ 2, 3, 4, .«^., bis ins Un- 
endliche. Er könnte selbst jede beliebige negative ganze Zahl sein; allein 
dann pflegt man r nicht mehr JRest, sondern s^iSicimM ni nennen. 

II. Zn Jedem befieUgen Werih von ^gehört vermöge der Gleichung 
(1.) natfirlich idn^ J^kd ^ur ajn Werth von r; also; jw jedem andern Werth 
von q ein anderer Werth von r, undies giebt folglich eben so viele Werthe 
von r, 9h von^; vithin nn^ählige. 'Zu j^dem Werth Vmi r^igiabArt moige«- 
kehrt. ein Weiflb von; f> und nur eimer^ . Die W<ekrthe von r ktanen jMMafJr, 
null und negativ sein. Sie sind positiv so hmge vf tf <C ^f neg^Uiv Wenn 
(iu:>z, und nnM w^n qn=:=:z ist. Letzteres icft der Fall, wenn u in z 
aufgeht; und nur dann. 

III. tf. Die An^aU der p^titiven r ist fftr. positive z^ f und • immer 
grenzt Es gi^bt filiDeiüiSb viele Ais Werthe von: f^ fiar weiche ^ü -ftieht 
frö&er ds z ist. Wenigstens mne» fovi&tmi'MM^ ven r abimf giehtf^ce 
smA für positive y tntsufr, selbst wenn :)9i<l«. isl; iH: w^UMtt Kafi ep.fvi 
^«zO gehört ubA z s^ststtf. Ist «}^jtf^,fl0^kiain ee4eB fioaiti^ 

von r, die kleiner als u sind, mflteerft jg p h o iw / - ,<i]p y i^)/ 4^» .« 
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b. Die Anzahl der !§ü^ftahm Werttie von r ist immer unendlich 

grofs. Alle r sind negativ^: die zn poBitiveh Werthen von q geboren, für 

welche qu^z ist; und solcher Werthe von q giebt es unzählige, da q ohne 

Ende wachsen kann. 

■ ' •■ fr 

c. Der Werth von r kommt für ganzzafdtge y, wie schon be- 
merkt, nur dann vor, wenn u \\i % aufgeht Verlangt manf aber den Werth 
von r auch in dem Fall, wenn ii in 2r nicht aufgeht y so bekommt der Quotient 

y= — keine ganze Zahl zum Werthe. Er ist alsdann ein Bruch. * Geht u 

in z auf, so kann man den Quotienten zur Unterscheidung ganzzahlig nennen. 

Der Bruch — heifst unecht j wenn z^u, echt, wenn z<^u ist. 

IV. Da die Werthe, welche der Rest r haben kann, alle von ein- 
ander verschieden sind, nemlich jeder von dem nächsten um u^ so wie q um 
1 wächst oder abnimmt, so wird es nothwendig immer, sowohl unter den 
positiven als unter den negativen Werthen von r, einen und nur einen ge- 
ben, der, abgesehen vom Zeichen, durch eine kleinere Zahl ausgedrückt ist, 
als alle übrigen seiner Art. 

Da nun in Dem, was weiter folgt, die beiden Reste r, die unter 
allen übrigen ihrer Art die kleinsten Zahlenwerthe haben, insbemmdere in 
Betracht kommen, so wird es gut sein, ihnen, nebst den ihnen correspondiren- 
den Quotienten für ganze Zahlen, ^ine ausschliefsliche abgekürzte Benennung 
zu geben. 

a. Es sollen die beiden Reste, welche die klmnaten Zahlei^wertj^e 
haben, echte Reste heifsen; und zwar derjenige mit dem Pluszeichen jD!pj!|- 
tiver echter Beet, der mit dem Minuszeichen negativer echtßr Reet.,. Der- 
jenige von beiden, welcher, falls die beiden Reste ungleich sind, abgesehen 
vom Zeichen, den kleinsten Zahlen werth hat, und der also dann von ailen 
möglichen Resten den kleinsten Zahlenwerth hat, soll zeichenfirm ^ oder tm- 
bedingt echter Rest, oder auch 6lofs kleinster Rest heifsen; gleichviel ob 
er positiv oder negativ sei. 

b. Die zu den . beiden echten Resten gehörigen Quotienten sollen, 

um sie von dem Quotienten — selbst , den man , er mag eine ganze Zahl 

oder ein Bruch sein, genauen Quotienten nennen kann, zu unterscheiden, 
näthste Quotienten heifsen ; und zwar soll der zu dem positiven echten Rest 
gehörige Quotient untemäehster Quotient, der zu dem negativen echten 
Rest gehörige Quotient übernächster Quotient genannt werden. Derjenige 

4 
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von äesen baden Quotienten, welcher i&ü Wfb^Mnfft nächsten oder kleinsten 
Rest angehört, soll unbedingt nächster QtwUeti^ heMben. Die Ursach. der 
Wahl dieser Benennungen wird sich im folgenden Paragraphen zeigen. 

Um die nächsf^n QuoliAilen , mit Anzeige des Dividenden und Divisors, 
von dem genauen Quotienten zu unterscheiden , welchem die gewöhnliche Be- 

Zeichnung z:u oder — vorbehalten bleibt, soll der unternächste Quotient 

durch (sr-f :ti), der übernächste Quotient durch {z — :ü) und der unbedingt 
nächste Quotient durch [z:u] bezeichnet werden. 

Beispiele. No. 1. Der Dividend z sei = 33, der Divisor ti = 11, so 
giebt die Gleichung (1.) 

2. 33 = 0.11 + 33=1.11 + 22 = 2.11-1 11 = 3.11+0=4.11 — 11 

= 5.11—22 

Hier sind der positive, der negative und der unbedingt nächste Rest alle 
drei Null. Der übernäc/iste, der unternächste und der unbedingt nächste 
Quotfent sind alle drei =3. Der genaue Quotient ist gleichfalls =3, also 

ganzzahlig; folglich ist hier (Z'\-:u) = (z—:u) = [z:u] = z:u=—. 

üVä 2. Der Dividend z sei wiedar ==33, aber der Divisor k = 7, 
so ist 

8. 33 = 0.7+33= 1.7+26 = 2.7+19 = 3.7+12 = 4;7+5 = 5.7—2 

= 6.7 — 9 = 7.7 — 16 .... 

HleV Ist der positive echte Rest = + 5, der negative echte Rest = — 2, der 
unbedingt echte Rest = — 2. Der unternächste Quotient (ar+:ti) ist =:'4, 

iir 'ü^näch^ Quotient (2:— :f/) = 5, der unbedingt nächste Quotient 

z 33 
[z :u] = 5 , der genaue Quotient z : u oder — =i -^ , also ein Bruch, und 

zwar ein unechter Bruch. 

No, 3. Der Dividend z sei abermals =33, der Divisor ti;=41,* 
so ist 

4. 33 = 0.41 + 33 = 1,41 — 8 = 2.41 — 49 = 3.41 — 90 .... 
Hier ist del* positive echte Best = + 33, der negative echte Rest = — 8, 
der unbedingt echte Rest = — 8. Der untemächste Quotient (ar+:ii) ist 

=: , der übernächste Quotient {z — :u)^=i^ der unbedingt nächste Quo- 

z 33 

tient [2: : ti] = 1 . Der genaue Quotient z: u oder — ist = tj ? also ein Bruch, 

und zwar ein echter Bmpb. 
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ErläutertiBgen' s^m vorigen Paragraphen. 

I. Wenn der Divisor u in den Dividenden z aufgeht, 30 ist immer 

Der negative, der positive und der unbedingt eihte Rest sind alle drei 
Null, nnd der untemächste, der übernächste nnd der genaue Quotient sind 
einander gMch nnd ganze Zahlen. Dieses ist an sich klar, und das Beispiel 
(No. 1. §.8.) macht es anschaulich. 

II. Wenn der Divisor u in den Dividenden z nicht aufgeht, so sind 

die albsoluten Zahlenwerthe oder, wie man fflglich auf deutsch sie nennen 

kann 9 die zeiehenfireien Zahlenwerthe beider echten Reste nothwendig unter 

den Zahlen 

2. 1, 2, 3, 4, .... ti — 1 

anzutreffen. Denn wenn man^ der Gleichung 

3. z — qu^r (§.8. 1.) 
gem&fs, u von 2: so oft als möglich abzieht, so kann das r, welches bleibt, 
nicht mehr gröfser als u sein; auch, in dem Fall, wenn z mit u nicht auf- 
geht, weder u noch 0. Abo kann der positive echte Rest nur eise der Zahl- 
ten (2.) sein. Zieht man u noch weiter ab, so kann der nSchste R^t, wel- 
ches der negative echte Rest ist, weder <C—Uy noch 0, noch — u sein, also 
wiederum nur eine der Zahlen (2.), mit dem Minuszeichen. 

Ganz oben so ^ verhalt es sich, wenn z und u beide negativ sind, denn 
dann heifst die Gleichung (3.) 

i— «-f-yii =— r oder 

Auch in diesem Fall sind die absoluten Zahlenwerthe beider echten Reste 
nothwendig unter den Zahlen (2.) anzutreffen. 

III. Der algebraische Werth dee positiven echten Restes ist immer 
um den Divisor gröfser, als der algebraische Werth des negativen echten 
Restes; nnd von den zeichet^reien Zahlenwerthen der beiden Reste ist die 
Summe immer dem Divisor gleich. 

Denn den negativen eckten Rest, welcher durch — q bezeichnet wer- 
den mag, erhftlt man aus dem positiven echten Rest, welcher -j-r sein mag, 
wenn man den Divisor u von -l- ^ i^och einmal abzieht, so dals also -{-r — u 

= — (f ist: mithin ist -f-r um 11 gröfser als — p. Femer. folgt ans -|-r — u 

4* 
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= — p, -|-r-J-() = -|-i/, und folglich isttfre Summe der zeicAenfreien Zahlen- 
werthe r und (f der beiden Reste dem Divisor u gleich. 

IV. Der Zahlenwerlh Aes unbedingt echten Restes kann nicht gröfser 
als die Hälfte des Divisors sein. 

Denn da die absoluten Zahlenwerthe r und q der beiden echten Reste 
zufolge (in.) u ausmadien, so können nicht beide zugleich gröfser als ^ti 
sein; sonst wäre. -|-r-f-(i >>ti, nicht =«. Also können r und q nur ent^ 
weder beide =iti sein, oder derjenijge, welcher von beiden der kleinere 
und welcher dann der unbedingt echte Rest ist, mufs <^\u sein. In kei^ 
nem Falle also ist der unbedingt eclUe Rest gröfser als \u. 

Auch verhält es sich ganz so, wenn z und u beide negativ sind. 

Y. Die zeichenfreien Zahlenwerthe r und q des positiven und des 
negativen echten Restes können nur dann einander gleich sein, wenn der 
Divisor u durch 2 theilbar ist; jedoch sind sie es dann nicht nothwendig. 
Sie sind aber nothwendig einander nicht gleich, wenn der Divisor u nicht 
mit 2 aufgeht, was auch der Dividend z sein mag. 

Denn da immer r-|-() = ti ist, so ist für r=p, ii = 2r = 2p: also 
mufs, wenn r = (> sein soll, u nothwendig mit 2 aufgehen. Jedoch kann u mit 2 
aufgeben, ahne dafs r=(» ist; denn in r-|-(> = ti kann r mit 2 dividirt den Rest 1 
lassen, und q ebenfalls, r-^Q also den Rest 2, und also kann r-f-() = ii sein, ohne 
dals r = (> wäre. Ferner kann nicht r = (i seih, wenn tf nicht mit 2 aufgeht; 
denn r-\-()==u giebt für r = (), ii= 2r=2(>, weiches immer mit 2 aufgeht. 

VI. Der vnternächste Quotient, zu dem positiven echten Rest ge- 
hörig, ist immer um einen echten Bruch oder um weniger denn 1 kleiner; und 
der übernächste Quotient, zu dem negativen echten Rest gehörig, ist immer 
um einen echten Bruch oder um weniger als 1 gröfser, als der genaue Quo- 
tient; so dafs es also keine ganze Zahlen giebt, die dem genauen Quotienten 
näher kämen, als die jener beiden Quotienten. Dieser Umstand ist daraus 
klar, dafs man von dem positiven unmittelbar zu dem negativen echten Rest 
gelangt, wenn man den Divisor von ersterem noch einmal abzieht, während 
der genaue Quotient zwischen dem unternächsten und. dem übernächsten Quo- 
tienten liegt. Dieser Umstand ist der Grund, weshalb wir die beiden Quotienten 
nächste nannten, und zwar den zu dem echten positiven Rest * gehörigen Quo- 
tienten unter nächsten, den zu dem echten negativen Rest gehörigen Quotien- 
ten übernächsten Quotienten, indem ersterer immer kleiner, letiterer immer 
gröfser ist, als der genaue Quotient. 
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VII. Der tibBrnäch^ ^dttxA ist immer wn 1 gröfser^ als der tm* 
t^mächste. 

YIII. Kein Bruch j z. B. — , kami einer ganzen Zahl gleich sein. 

Denn — ist dann ein Bruch, wenn mcm durch wiederholtes Abzie- 

hen des Divisors u von z nicht auf den Rest kommt (§. 8. III. c.) , son- 
dern auf einen positiven echten Rest r, der >> und <C ^ ist. Also ist dann 
in der Gleichung 

r>^0 und <iu. Dividirt man diese Gleichung mit u^ so folgt, dafs der 
genaue Quotient 

das heifst gleich der Summe einer ganzen Zahl q und des Bruchs — ist, der 



und <C t ist. Er ist also weder die ganze Zahl q^ noch die ganze Zahl 
q\\^ noch weniger eine andere ganze Zahl, also überhaupt km^e ganze Zahl. 

§• 10. 
ErkUrungen und Erläuterungen. 

I. In der Gleichung 

1. «r = qu\ry 
hl welcher % der Dividend, u der Divisor, q der Quotient, r dt^r Best und 
q unllkürlich ist, wenn z und u gegeben sind, kommt es, wenn z und u 
ganze Zahlen sind, um für r ebenfalls eine ganze Zahl zu haben, wie schon 
oben bemerkt, nicht darauf an, dafs q eine 'g^nze positive Zahl sei: ts kann 
q auch jede beliebige negative ganze Zahl sein, r ist immer eine ganze 
Zahl, welche positive oder negative ganze Zahl auch q sein mag: denn aus 
(1.) folgt r=^z—qu, und wenn z, q und u ganze Zahlen sind, so ist auch 
z — qu eine ganze Zahl, und also auch r, da ein Bruch nie einer ganzen 
Zahl gleich sein kann (§. 9. YIIL). 

II. Die Zerlegung einer ganzen Zahl z in irgend ein Vielfaches qu 
einer andern ganzen Zahl u und in einen Rest r^ nach (1.), so dafs man z 
als die algebraische Summe Jenes Vielfachen und des Restes betrachtet, findet 
in der gesammten Theorie der Zahlen unzShlige Anwendungen. Diese Zer- 
legung ist sogar eines der HaupUmUel^ durch welches diese Theorie zu vie- 
len, selbdt fast zu den meisten ihrer Sfitze gelangt; denn sie findet solche 
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hiufig durch die Uatersuichnng Dessen, was bet. dieser oder jener Verbindung 
von Zahlen z, die Reste derselben r in Beziehung auf andere Zahlen u geb^L 
Schon z. B. die Theilbarheit oder Nicht -Tbeilbarkeit wier Zahl z durch u 
hangt blofs davon ab, ob unter den verschiedenen Werthen, welche der Rest r 
haben kann, auch der WerUk Null ist, oder Aicht. 

III. Es kommt nun aber bei sehr vielen Untersuchungen, die Eigen- 
schaften der Zahlen betreffend, auf die Oröfse des Quotienten q ganz und 
gar nicht an, sondern nur auf die Gröfse des Restes r allein, und rficksicht« 
lieh des Quotienten einzig und allein darauf y dafs er eine ganze Zahl sei. 

Zum Beispiel wenn äTj, ät,, äTj, z^ mehrere verschiedene ganze Zahlen 

wären, von welchen irgend eine Verbindung in Beziehung auf eine andere 
ganze- Zahl u untersucht werden soll, und es w4re etwa 

2. < «^3 = 9i^ + r^, 



so kann es sein, dafs sich diese Untersuchung schon durch diejenige der 
gleichen Verbindung der Reste r, etwa der positiven oder negativen echten 
Reste, oder auch der unbedingt echten Reste, iälein ausfähren lafst und 
dafs dabei die Gröfse der Quotienten q ganz gleichgültig ist. Es ist dies 
immer der Fall, wenn die Resultate dieselben bleiben, welche ganzzahligen 
Werlhe auch die Quotienten q haben mögen ; was, wie sich in der Folge zei- 
gen wird, sehr häufig vorkommt. Wo es so ist, entsteht dann offenbar schon 
der Gewinn, dafs man es statt mit den Zahlen z, die sehr grofs sein können, 
nur mit den Resten r, die, wenn man die echten Reste nimmt , immer Meiner 
als u sind, also vielleicht nur noch mit viel kleineren Zahlen zu thun bat; 
was indessen häufig noch der geringste Gewinn ist. 

IV. Es kann also, wie gesagt, sein, dafs es auf die Gröfse z.B. 
ganzzahliger Quotienten q bei dem Ausdruck von Zahlen 2:^ als Summen von 
Vielfachen einer andern Zahl u und eines Restes, so wie auch zu noch anderen 
Zwecken, auf die Gröfse dieser oder jener ganzen Zahlen Oberhaupt gar nicht 
ankommt, sondern nur allein darauf, dafs angezeigt werde, die Quotienten, 
oder sonst jene Zahlen, seien ganze Zahlen. 

In solchen Fällen würde es offenbar unnätz sein, die verschiedenen 
Quotienten oder Zahlen durch verschiedene Buchstaben oder Zeichen zu unter- 
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scheiden. Es geschieht scb<A Alllii, was nöthig ist, wenn man irgend ein 
ausschliefslichee Zeichen bloft /&r den Begriff der ganzen Zahl hat: ein 
Zeichen, welches blofs das ansdrtclA^ was die drei Worte ^^eine ganze ZaliV 
aussagen, ohne alle Rficksicht auf die Grö/I^e der Zahl. Es geschieht dann 
das Nöthige, wenn man dieses Zeichen ohne alle loeitere Unterscheidung z. B. 
an die Stelle der verschiedenen Quotienten, oder anderer Zahlen setzt, von 
welchen nichts weiter ausgesagt werden soUy als dafs sie ^tfitdr^ Zahlen, nicht 
Brtlohe, irrationale Zahlen u. s. w. sind. 

y. Da ein Zeichen an sich willkürlich ist, so könnte man, um den 
bloßen Begriff der ganzen Zahl z.B. bei den Quotienten auszudrücken, etwa 
des Buchstabens q oder Q sich bedienen. Allein dies Zeichen wäre nicht 
allgemein und nicht ausschüefsUch genug, indem man zu sehr gewohnt ist, 
unter Buchstaben , die auch uoch anderswo vorkommen können , einen oder 
mehrere auf irgend eine Weise bestimmte Zahlenwerthe sich vorzustellen ; was 
hier nicht geschehen soll. Man mufs, um nichts weiter als den blofsen Be- 
griff der ganzen Zahl zu bezeichnen, nolhwendig einen • Buchslaben nehmen, 
der nicht leicht auch noch in anderem Sinne gebraucht wird; und dajin sogar 
festsetzen, dafs dieser Buchstabe nie zu irgend einer andern Bezeichnung ge- 
braucht werden soll. 

Zu diesem Zwecke scheint der deutsche Buchstab @, auch als der 
Anfimgsbucfastab von jyGanzes'^ oder „Ganze -Zahr'^ passend. Einige fran- 
zösische SchriftsteUer bedienen sich auf fihnUche Weise zur Bezeichnung des 
Begriffs der ganzen ZalU des Anfangsbuchstabs E des Wortes ender. Wir 
setzen daher fest: 

Dafs der Buchstab ® ausschliefslich dazu dienen soll, eine 
ganze Zahl überall da zu bezeichnen, wo es auf die Gröfse 
der Zahl durchaus nicht ankommt. 

VI. Wenn es also z. B. bei den Ausdrücken (2.) , die zu der Unter- 
suchung der Eigenschaften irgend einer Verbindung der ganzen Zahlen z^^ 
2^2, z^^ .... z^ mit einander und mit vielleicht noch anderen Zahlen in Be- 
xidiuiig auf die Zahl u dienten, auf die Grö/ie der Quotienten qi^ q^^ q^^ .... q^ 
nicht ankäme, sondern nur darauf, dafs sie ganze Zahlen sind, so würde man 
stiatt der verschiedenen q in (3.) gldchmäfsig ® und folglich, statt wie in 
(20, blois 
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3. ^ «3 =^ &u^r^^ 



z^ = ®ti+r„ 

zu schreiben haben, wo nun ^'iter und derselbe Buchstabe ® alle die ver- 
schiedenen Werthe von q ffleichzeitiff ausdrflckt, oder wo vielmehr an die 
Gröfse der ganzen Zahlen, die ® bezeichnet, gar nicht mehr gedacht wird, 
sondern mir daran, dafs ® jedesmal eine ganze Zahl sein soll. Der Nutzen 
von Dergleichen wird sich in Dem was folgt zeigen. 

YII. Diese Art des Gebrauchs eines Buchstabens, um Gröfsen oder 
Zahlen zu bezeichnen, ist zwar sonst nicht ganz gewöhnlich. Sie ist, wenn 
man will, etwas fflr die Theorie der Zahlen Eigenthümliches. Indessen ist 
einestheils das ® auch fast das einzige Eigenthflmliche, was die Zahlentheorie 
in Anspruch nimmt, und fast alle äbrigen Bezeichnungen und Operationen der- 
selben sind ganz die nemlichen, wie in den übrigen Theilen des Calculs : anderii- 
theils aber ist die Eigenthfindichkeit der Bezeichnungsart im Grunde doch tr^- 
niger abweichend und vereinzelt , als sie es beim ersten Anblick zu sein scheint. 
Sie ist gewissermafsen nur eine Art von Verallgemeinerung des Gewöhn- 
lichen ; denn die Buchstaben überhaupt bezeichnen gewöhnlich schon beliebige 
Zahlen oder Gröfsen. Hier werden blofs noch die Unterscheidungmi weg- 
gelassen^ die man sonst zwischen den BuchsUAeti durch ihre Verschiedenheit 
oder durch Accente und dergleichen madit, weil die Unterscheidungen hier 
nicht nöthig sind. 

VIII. Wenn nun in der Gleichung 

4, z = ®ii-j-r 
® in der angezeigten Bedeutung gebraucht wird, so nennt man eine solche 
Gleichung auch Cangruenz. 

Die beiden Zahlen z und r, deren Differenz z — r oder r — z djirch 
u theilbar ist, indem (4.) 

5. z — r = ®ti und 

6. r—z = — ©11 

giebt, für welches letztere man, da es auf die Gröfse von ® gar nicht an- 
kommt, auch eben sowohl blofs 

7. r — z = ®ii 
schreiben kann, und wo dann aus (5. u. 7.) hervorgeht, daft z — r und r — » 
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silidy V nennt man im emandifi^ oonßruenL ^ ..^.. o. 

Nie^.ecnj^u^ytmtseii z und r> wenn »V^> oder r — «^ n 
n aufgeht, ol^a alwj» i .<i 

iatv. WO fijficl(t fl[a,V ,11 aufgehl, \^as 

•VI .^r. i^v^' r *^ ?:. .V? — ^^= ®«« + ?-^.Wd 

gieVj^ unc\ ^s[^cJiQ3 ;&eig)t, dafs^ :?fr-r und r--^,.»if/irnij^t w ^jifgebt, indem 
sqldies ,^^ Vorai^sseUung nach^it,^ nicht der, fall ist. 
, . ^.^ , Je^e^.j^e^.^eiden Zahlep z Hpd r in (4,) nennt i^an /{en<{titif/^ der andern. 
..,,^eflL.^i^ßor ti nennt pian auch ^forfw/^^ jiiid, f t^tt, wie i|^^(4.) sch^f^Uit 

man auch . . 

IJ. z ^ r (mod. ü). 

wir 'werden statt dieser letzten Art der Bezeichnung der ConfiTuenzan 

di£^ obige (4.) ver^i^els. des @ beibehalten, weil dieselbe von Dem, was im 

übrigen Calcul gewöhnlich ist, weniger abweicht. 

•H^\\ur v.\\^» ■.•■ ■. ■■'•'•.. . ■ ,'• .■.....■. 

\\\' . -^ V.'"* •, . . .§. »11. ■ - 

Lehrsatz. 
,Ee bezeichne 
.,...' ;.. ; 1. . .Z = F(2,, «2, »3, ..-..*,) 

von den ganzen Zahlen z^, 2^, Z3, •;..' z^ und'<v(m vielUicht . tmch an- 
dern ganzen Zahlen ai, a^, Sj, •••• bj^, b,, b^, ..•• «fc.^ welche die^- 
weiten hUiben, wenn die z Uire Werthe ändern, irgend eine Verbin'^ 
dmpgy welche folgend^ zwei Eigenschaften hat: 

^. s Eiretlich 9. dafw fßr alle möglichen ganzzahiigen Werthe der z, so 
wie der ß^ der h etc., Z selbst ebenfalls. immer ^eine ganze Zahl ist, und 
'; i ; Ztweitens, dafs wenn man nach (§. 10») 

2. ^ Z3 = @u-f rj, 



.i ^^ • . I, Ii.' 



'»'1!' V' ,»ll'!. \ *i» = ©U-j-fn 

setzt, wo u, ti/i<f folglich die Reste r, ebenfalls lauter ganze Zahlen sind, 
darauf die Ausdrücke der z (2.) m F(Zi, z,, Zj.,:. ... z.) siAstituirt und den 
daraus entstehenden Ausdruck von Z eif^t^^MC^tfit^uinifdielf^e^ e^wickel^ 

5 
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t€nAus4tuek€ oUeGtied^r, in welelien n tmrh^mmty n und ganze Zählern 
zu Factoren haben und van den übrigen GNedem, die n nickt ent^^ 
halten 9 durcfi das Zeichen -f oder -^ sieh abeot$dem iassen. 

Die sogenannten rationalen ganzen Functionen oder Verhin*^ 
düngen, nemlich diejenigen, in welchen von den Zahlen z, a, b, .... nur 
Summen, Differenzen, Pr od acte und Potenzen mit ganzzahtigen }^osit^ 
ven Exponenten vorkommen^ nirgend Quotienten, Wurzelgröfsen , Ex- 
ponentialgröfsen und andere transcendente Zahlen, haben jene beiden 
Eigenschaften; urie sich solches dm besten an Beispielen "zeiffenijdirä. 

Für solche Verbindungen Z gilt nun im Altgemeinen FblgeWdifs^. 

Wenn mmi nethtich in (1.) statt fer t ihre Ausdrücke (li.} setzt 
uffd den daraus entstehenden Ausdruck entwickelt, so hat difrMbe imn 
mer die Form '' '' 

3. Z = F(Zi, z^, Z3, •..• z„) = ®u-f F(ri, r,, Tj, .... rj; 
das Aeifsi, derjenige TÄ^t/ l'Xrji, Tj, Fj^.... rj des entwickelten Aus- 
drucks von Z, in welchem kein u vorkommt, hat genau äie seit ß 
Gestalt wie Z seihst, blo/s dafs überall r statt % steht; so dofs man 
also diesen Theil unmittelbar erhält, wenn man in (1.) blofs überall 
r statt z schreibt. 

Beweis. Nach der Voraussetzung soll Z (1.), wenn iMn darin 
die Ausdrücke der yerschiedeneii z aus (2.) setzt, entTwickelt, die Form 
4. Z tt= *\@ti-fri, ®u-f rj,@ii+r35 ©«+*•«) ' 

= U(pU'\-fr = ®W4-/V* .M.y. 

haben, wo r€chteriiand der dne Theil utpu oder @u des enlwii^ekeA Aus- 
drucks durchweg u zum Factor haf^ der andere Theil fr gar kern u enüiäk. 
Dieser Ausdruck gilt wm für alle möglichen ganczahligen Werth)^ der z, 
m4 also anch fflr jeden ganzzahligen Werth von «/ folglich aoch füt fi^±=iO. 
Es ändert sich aber fr mit u ^far mcht^ weil es kein u enthalt.' Atso bleibt 
in (4.) fr unverändert Dasselbe, auch wenn n^an 11= setzt, ucpu hingegen 
verschwindet für 11 = 0, wegen des Factors n. Also giebt (4.) , für n- — Q: 

5. F(r, , r^j , Tj , . . . . r„) = fr, 
und folglich ist in (4.), wenn man darin fr aus (5.) substituirt und statt U(pu 
blofs &u schreibt, welches letztere angeht, da nach der Voraussetzung u und 
<^u gofuse ZMen sein sollen, . m 

6i • Z 2=^ F{Zi , ^rj Äfjy .. . . «„) =0: (^n'\-F{r^^ r, , r,, . . .i^r^); > 



9 

Beispiele. Ko. t. Es sei 

7. Z = a.,\a^%x + «2«^r+Ä3fi^s + ^^ ^^ 9 

vro die a beliebige postlive oder negative g^nze Zahlen sind, die nicht von 
z abhAngen. 

Setzt man hierin die Ausdrücke der z aus (2.), so erhält man 

Z = ii„+ai(®M-f.ri)4-a,(®ti-|-rO-|^ii (®«+r3).... + a„(®ti+r„)oder 

denn was in a multiplidrt ist sind lauter ganze Zahlen. 

'Wie man sieht, besteht dieses Resultat aus zwei Theilen, deren einer 
die Form ®u hat, der andere unmittelbar aus Z (7.) hörvorgeht, wenn man 
darin r statt sr schreibt. 

2Vo. 2. Es sei 

so. erhAlt man« wenn man die Ausdrücke. (2.) iler z eubatituirk: 

..10. - Z =<(9a-f r,)(@«-f ra), ' .-. . 
also, W6na ^an V^literbend die Faeloren in «inander multiplicirt, 

Z =t= «[©©«4-®**» + ®''«I+**j'*2 oder 
11. Z = ®«-fr,r,; 

oenn.was in u multiplicirt ist, sind wieder lauter ganze Zahlen. 

Das Resultat besteht wieder aus xi\'ei Theilen, deren einer die Form ^t^ 
hat, der andere unmittelbar aus (9.) hervorgeht, wenn man r statt z sehreibt. 

'So. 3. Es sei 

Ftt Z'=ZiZ2 war Z = ®w + ^i^2 Cll)^ «'so ist für Z = ZiZ^Zi^ Z=r 

(®'tt^rir2)(®ti-j-^3)- Dieses gfebt, wenn man mnltipllcirt, auf gan^ ahnfic&e 
Weise wie in (10.), Z = ®ti-f r^r^rj. Daraus folgt weiter für Z== 
z^z^z^ti^ Z = (®i»4-^i^2^3)(®<' + ^4)9 und wieder auf ähnliche Art vHö 
in (10.), Z= ®ii-f ^i^s'^aT*' ^^^ ^^ Immer weiter bis 

13. Z= ®ti-[-rir2r,,...r^. 

Auch hier ist der eine Theil des Resultats von der F^rm^^n, der andere 
geht unmittelbar aus (12.) hervor, wenn man r statt z schrttbt. 

5» 
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No. 4. Es sei 

14. Z = (/io4-ai*r+'tfi«,....-f«„,«,,> 

X (C„-f C,Sfi-[-C,Sfj .... -f C„^2,^) 

i ■ . . ' ' ■ *' 

Der Kürze wegen bexeichne man die Factoren rechterfaand <Ier pbeihe nach 
durch (fiZ^ (p2Z^ cp^z^ .... SPm^^ so dafs ^ 

ist. Setzt man hierin die Ausdrücke (2.) von z^ so geht, da die Factoren 
tpz ganz die Form von (7.) liaben, zufolge (No. 1.} • . ; . 

16. (piZ in Ow-f-^ir, ip^z in ®ii-f ^2^^ <p^z in ©w-j-yar u.s. w. 
über; also Z (15.) in 

17. Z = (®ii+y,r)(®ti+(p,r)(®ii + y3r) •... (®w^y». 
Man stelle sich vor, in (12. No. 3.) wären für die z, statt wie dort die Aus- 
drücke (2.), vielmehr der Reihe nach Zi=i®U'^Kp^r^ 22=®ir^y2**,' «3=±i 
®U'\-ip^r U.S.W, gesetzt worden, so würden dort ^ir, (p^r^ (p^r etc. die 
Stellen von ri^iirsi) 1^3 «m«. emg^ommen haben. Also.w^die da§..R^sultaj^ 
statt desjenigen (13.), .^ v^ 

18. Z = ©fiTJ-yir.y^r.yjf •..• (p^r 
gewesen sein. Dieses also ist das gegenwärtige zu (15.) o4fr (14.) gehörige 
Resultat. Auch dieses besteht aus einem Theil von der Form ®ff^ und 
einem andern, der unmittelbar aus Z hervorgeht, wenn man darin r statt z 
schreibt. ' ' ^' l 

19. Z = ;5-, , V. 

wo m irgend eine ganze positive . Zahl ist. 

Da diese Pelenz z"^ nichts anderes ist, als das Product von 171 Faetorea, 
je^er gleich .5?^ so fjr^ält,^an ww sich ergiebt, wenn man @«^4^r statt,« 
schreibt, unmittelbar n^ (No.3.), wenn man. dort «,.==5b==f3Y-*=f^.S^^/^ 
und also auch. ri.=r.ri = ri^-* = r^^=r sc(tzt. Das Reßultat iat aJsQ 

;, ... .. 20. , Z = ©.w+r". 
Dasselbe besteht wieder aus einem Theile von der Form®fi, und einem an- 
dern, der unmittelbar aus (19.) sich ergiebt, wenn man r statt z setzt. 

Nö. e. Es sei ''" "" ' '- - ^"'' ■ '»' • •- 

21. z'= F(«i, «2, ib9 •••• «m) = «r*.«r**«r* •••• «r^- ' 



S. U. Form. i2--26. 37 

Settf matt hierin die Ansdrflcke der z aus (3>, so gelit zafolge (No. 5.) Z in 

üBer; und ganz auf ähnliche Weise wie in (No. 3.) findet sich, dafs das Pro- 
düct reöhterhand, und folgfich Z, nichts anderes ist als 

23, Z = ®ii + rr-.rf*.r^....r^. 
Das Resultat ist, wie man sieht, wieder von der Form ®ii-|-f>. 

Ähnliches wird man immer finden, wenn auch Z eine noch liiehr zu- 
sammengesetzte ganze rationale Verbindung ist; z. B. wenn in (14.) an der 
Stelle der verschiedenen z Producle verschiedener Potenzen der z wie (21.) 
stehen, u. s. w. 

Anm. Zu bemerken ist, dafs der Lehrsatz durchaus nur darin un- 
bedingt gilt, wenn die obigen beiden Bedingungen fQr Z erfüllt werden, und 
also nur für ganze rationale Verbindungen. Schon z. B. für 

24. Z = |±^ = Fz 

ist, wenn man s = ®tt-|-r setzt', nicht nothwendig 

25. Z = ®ti + ^ = ®fi + Fr, 



das heifst 



b+r 



«+? ,..« A^^ p^..K «+!: 



denn es folgt keinesweges, dafs der Bruch ,7^ von dem Bruch , T für 

jViftfn beliebigen Werth von -z und r um eine ganze Zahl, geschweige denn 
grade um ein Vielfaches (^u von ii verschieden sei. 

Anm. Der Rest f Xl^i' , r^ , Tj , • . . . r„) (3.) von Z==F(«i,5;2,«3, «J 

kü dem Quotienten tt ist übrigens nicht nothwendig ein echter Rest von Z 
zu €1/ selbst dann nicht, weiin die r in (2.) sümmtlich echte Reste" zu den t; 
sind; denn F(ri, r^, ra, ..li. r„) kann viel gröfser sein als u. Auch ist 
es, wenn man einen echten 'Rest zu Z haben will, keineswegs nöthig, erst 

F'(ri,r2,r3, r„) wirklich' zu berechnen, sondern man kann dazu in den 

einzelnen Fällen vermittels kleinerer Zahlen gelangen. 

Anstalt nemlich z. B. in (8.) den Rest «o -f «i ^i -f- Ö2 Tj -f ^«^n S^^^ ™ 

berechnen, nehme man erst die echten Reste zu Oo und a^r^ und ihre Summe, 
hi diese Summe gröfser als fT^ so' ndime man von ihr wieder erst den echten 
Riest, thue ihn zu demjenigen von Ojr,, verfahre mit der Summe wie vorUn, 
thue den echten Rest röhairi hinzu, n. s. w. bis zu Ende. Dadnrch werden 
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beständig noch Vielfache von u abgesondert, die w (^ti gescbiagen werden kön«» 
nen, und man gelangt zu. dem echten Reel von Z vermittels klemerer Zahlen. 

Anstatt in (12.) dasProduct Ti^ra^rj, ....Tm zu berechnen und davon 
den echten Rest nach u zu nehmen* berechne man erst den echten Rest zu 
r, r, , multiplicire ihn mit r^ , nehme von dem Product den echten Rest, multi- 
plicire diesen mit r^^ nehme wieder von dem Product den echten Rest, u. s. w. 
bis zu Ende, so gelangt man zu dem echten Rest von Zf = Zi^ z^^ z^^ — z^ 
wieder vermittels kleinerer Zahlen. 

Wäre z. B. der echte positive Rest des Products 

27. Z == 18.25.41.61. r23. 191 
zu der Zahl 13 zu berechnen, so ist nach (2.) 



28. 



18 = 


= ®.13-f 5, 


25 = 


= ®.13-f 12. 


41 = 


= ®.l3-f 2, 


f)4 = 


= ®.I3-f 13, 


133 = 


= @.J34- ö, 


m = 


= ®.13-i- % 



und nach (13.) 

29. Z = ©.13 + 5.12.2.12.0.9. 
Aber das Product 5.12.2. 12.6.9 ist keineswegs der echte positive Rest von Z 
zu^ t/= 13, obgleich alle r in (28.) positive echte Reste zu den z sind. Um den 
echten positiven Rest zu Z zu finden , nehme man erst Ti r, = 5.12 = 
®.t3-|-8, multiplicire dies mit r, = 2, wdches r,r,rj = 2((S.13-f 8) 
= @. 13+16 = ®.13-f 13-J-3 =*^13-f-3 giebt Dieses multiplicire man 
mit r« = 12, so erhält man r,r, rjr« = 12(®. 13 + 3) = ®13-|-36 = 
® 13 + 2.13+ 10 = @. 13+ 10. Dieses multiplicire man mit r, = 6, m 
ergiebt sich rir,r,r4r, = 6(®. 13+10) = ®I3+W) = ©13+4.13 + 8 
= ®I3+8. Dieses endlich mit To = 9 multiplicirl , giebt 9(013+8) = 
<glH+72 = ©13 + 5.13 + 7 = @13+7. Also ist 

30. r, r, r2r,r4r,r, = @13+7 
und vermöge C29.') 

31. Z = ®. 13 +©13+7 = ®.l3+7, 
und folglich ist 7 der ec/tfe posilioe Rest von Z (27.} zu « ='l3. 

Verlangt man den unbedingt eckten Rest von Z C^?.} , so kann man 
aftOb sogleich die unbedingt ecbte» Reste der Fadoren z nehmen; welches 
ßiöfik klehure Zahlen giebt. Es ist i^m|ifih z. R. dsd^nn ^tt (28.) 



f. 12. 
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18 = @,t3-f 5, 

35 == ©.13 — 1, 
gg y 41 =: @,l3 + 3, 

64 = 0.13-1, 
123 = 0. 13-1-6, 
191 = ®.13 — 4. 

Vier ist r,r2 = ©13 — 5.1 « ©13 — 5. Dieses, mit r, = 2 muitiplicirt, 
giebt rxr2r3 = 2(@13 — 5) = ©13 — 10 = ©13-f3. Dieses, mit r^:=—l 
multiplicirt, giebt nrir, r*^ — 1 (@13-f 3) = ® 13— 3. Dies, mit r5=6 
muhiplioirl, giebt r,rjr3r4r5 = 6(©13 — 3) = ©13 — 18 = ©13 — 5, und 
dieses, mit rö = — 4 muItipUcirt, giebt — 4(©13— 5)=©13-|-20=© 13—6; 
M dafs der unheüngl eeMe Rest von Z (^7.) zu ti, — 6 ist. 

§. 12. 

Erklftrungen and Erlinterungen. 

I. Ganze Zahlen, die mit keiner andern ganzen Zahl ^ 1 als mit 
sich selbst aufgehen, wie z. B. die Zahlen 2, 3, 5, 7, .... 53, 157, .... 353 
u. 8. w. kann man Slammzahlen nennen, weil die übrigen aus ihnen durch 
Mutliplication zusammengesetzt werden können, und also von ihnen abstammen. 
Gewöhnlich heifsen sie Primzahleti. Noch besser, als eine bildtiche deutsche 
oder fremde Benennung, wäre die geradezu bezeichnende Benennung fheiier-^ 
lose oder untheilbare ZalUen. Doch ist Stammzahl kürzer. 

II. Ganze Zahlen, welche, aufser mit sich selbst, auch noch mit an- 
dern ganzen Zahlen >*1 aufgehen, wie z. B. 15, was mit 3 und 5; 84, was 
But 2, 3, 4, 6, 7, 12, 14, 21, 28 und 42 aufgeht u. s. w., nennt man ge- 
wöhnlich zusafmnenffesetzfe Zahlen. Kürzer und bezeichnender ist /heilbare 
Zahlen. Zwar liefse sich dagegen sagen, dafs Zahlen auch noch auf andere 
Weise ala^ durch Division Aeilbar sind, nemlich durch Subtraction; was auch 
sdbst bei den Stammzahlen der Fall ist. Aber der Einwand trifft auch eben 
sowohl die Benairilung zusammenfeselzle Zahl; denn nicht blofs durch Mul- 
tiptication, sondern auch durch Addition können Zahlen aus andern zusammen^ 
geeeizt werden. ThmHare Zahl aber ist kürzer^ und dürfte also besser 
sein. Man darf nur das Wort theilen ausschliefslich der Division vorbetolleii 
und statt Theilen durch Subtraction zerlegen setzen, so ist die Beneiiming 
tkeUhare Zahl voOsIMidlg und ausschfiefslich bezeichnend. 
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III. Zwei ganze Zahlen,, welche mit keiner ganzen Zahl ;>i beide 
zugleich aufgehen , und die also einander rücksichtlich ihrer Theilbarkeit oder 
ihrer Theiler fremd sind, wie z. B. 8 und 15, 163 und 238 u. s. w., nennt 
man gewöhnlich relative Primzahlen. Natürlicher wäre es, sie geradezu, 
nach ihrer vorhin bezeichneten Eigenschaft, thülerfremde Zahlen zu nennen. 
AUe Stammzalden sind einander theilerfremd. ' 

IV. ZwMen oder mehreren Zahlen, welche mit andern ganzen Zahlen 
:^i zfiffleich aufgehen, z.B. 105 und 154, die mit 7; 66 und 103^ die mit 
•>, 3 und 6; M)^ 105 und 195, die mit 3, 5 und 15 aufgehen u. s.w. pflegt 
man gewölmlich nicht eigentlich eine besondere Benennung beizulegen. Nä^ 
tilrlich wäre es indessen, solche Zahlen, im GegenBatz zu den theUerfremdek 
Zahlen, t heilerverwandte Zahlen zu nennen. Hie^^emfaX^ tkeilerveru^andt 
und theilerfremd dürften andern, ganz gebräuchlichen, zu ähnlichen Zwecken 
zusammengesetzten Beiwörtern, z.B. den Beiwörtern sinnverwandt und sinn^ 
fremd y als nachgebildet zu betrachteil und also yratmnatisch nicht zu ver- 
\verfen sein. , 

y . -Diejenigen ganzen Zahlen > 1 , welche in zwei oder mehrere 
ganze Zc^en zugleich aufgehen, nennt man ihre geineinschaftlichen Theiler 
und iUe gröfste unter ihnen größten gemeinschaftÜcfien Theiler^ Kümer 
M,[ive .GefHeiniheiler und größter Gemeintheiler ; nach dem Vorbilde ,£. B. des 
Wotie» Gemeingut. 

VI. Für mehr als zwei Zahlen reicht die Benennung (heilerfremd 
nicht aus,* um alles was nölhig ist auszudrücken; die Benennung relative 
Prifnxahl ebenso wenig. Denn es köniien Zalilen^ Wenn ihrer mehr als zwei 
sind, ohne gemeinschaftliehB Theiler sein, während sie gleichwohl nicht re« 
laUvä Primzahlen sind. Zum Beispiel die 6 Zahlen 198 = 2.3M1, 165 cr=x 
3^i^.lJ, 255 = 3.5.17, 154 = 2.7,11, 2?8=;=2^:i.I9 und 7l5 = 5vUvl3 
haben keinen getskeinscha filichen Theiler: gleiebwohl i&iJteine zu der andern 
relativ^ Primzahl, sondern 198 hat mit 165,?55. und 228 den Theiler 3;, init 
154 und 228 den Theiler 2, mit 165, 154 und 7i5 den Theiler 11 g^mieia 
u.^w^ Man kann also solche Zahlesi weder .theilerfremd noch relatiye Prim« 
sabltö nennen. Die Benennung für sie ergiebtsich aber aus(VO ^on adbat 
fi^||f)lt9li nemlich keinen Gemeinfhäler und müssen folglich geineinfAeiUr-: 
fin^ßfi4>bi^sw. Zwei Zahlen, wenOtM« theilerfremd sind, sind auch gemein«- 
theilerfremd, und dah^r< gen^ fa7jei|i«J;Ziibleft.tdie:BMeliiiimg Üeiltufitemä. 
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Mehr als zwei ZaUen dagegen bönneii gleichzeitig '^emeintAeUerfif'emd und 
tAeilerverwandt sein. 

VII. Haben mehr als zwei Zlshlen Gemeiniheiler, wie z.B. 198, 165, 
255 und 328, die alle init 3 aufgehen, so werden sie gemeifitheUerverwakit 
heifsen mflssen. Dergleichen Zahlen sind ifetürlich auch iomer iKmtet^mlt4 
wandt. Fflr blofs zwei Zahlen genflgt theilertef wandt ; d^ ^d sie ns, 
so sind sie auch gefneintheilerverwandf. 

• ■ 

VIII. Zwei ganze Zahlen, deren Summe oder Differenz mit einer he-; 
stimmten dritten ganzen Zahl aufgeht, wie z. B. die Zahleü « und r in der 
Gleichung z = (3u + r, deren Summe oder Differeqiz z±^ mit def MA u 
aufgeht, und die man gewöhnlich nach ($.10* VIII.} zu einander mtahdfiff, 
Modul u congruent nennt, könnte man deutsch ssu einander nä(flk ^M 
TAeiler u tkeilbar nennen. Day Wort zu w&rde das 2ueinanderl|iii^ulWli 
der beiden Zahlen andeuten. 

IX. Je nachdem Zfihler und Nenner eines Bruches tkeiterfremi oder 
tkeilerverwandt sind, nennt man gewöhnlich den Bruch irreduc^et*^ oder 
reducUely und das Wegschaffen der Gemeintheiler von Zähler und Nenner Re^ 
dmeiren des Bruchs. Gegenbildlich zu den allgemein gebräuchlichen Benennun- 
gen echter und unechter Bruch, könnte man irredvcible Bräche reine, l^educilde 
unreine nennen. Statt reduciren könnte es heifsen: einen Bmdi atfhebett 
oder, wenn man will, reinigen. 

X. Sind die ganzzahligen Factoren mner Zahl untheilbar oder Stamm- 
zahlen, SQ heifsen sie folgerichtig Stanmrfafitoreu. 

Besser als bildliche oder willkürliche Benennungen sind unstreitig: Ober* 
all, und folg^ch auch, und sogar ganz besonders in der Math0mafik, solche 
Benennungen, die ihren Gegenstand möglichst gradezu bezeichne^; denn sip 
begünstigen weniger die Verwechselungen. Es ist zweifelsohne überall giiti, 
die Dinge bei ihrem rechten Namen zu nennen. 

Soditnn iind wohl unstreitig Benennungen aus der Sprache^ selbst, in 
welcher man sidi ausdrückt^ schon im. Allgemeinen besser, als Benennungen 
aus andern Sprachen; denn sie verstärken die Deuttichkeit und Versttndlieii^ 
keit ^^ Rede. Sind die Bwennungen aus der eigenen Spradie eiem eo. ba» 
zeichnend, oder bezeichnender als die franden, so ist es gradezu unrecH^^t 
letztem statt jener zu setzen; denn es kann dann nur aus Verachtung der 

6 
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eigeneA Sprache geschehen; und zn dieser haben die Devischen wohl ebenso 
wenig, wie irgend ein anderes Volk, Ursach. 

Es ist zwar nicht unwahrscheinlich, dafs alle fremden Benennungen, 
«neb in der Mathematik, durch deutsche sich ersetzen lassen; und wären selbst 
ttjr biUwt^ Benennungen zu fii|den , so wären sie , als spracheigen , ^eich- 
wiqÜ noch besser^ als die fremden, insofern diese ebenfalls, wie z. B. die frem- 
den Wörter Prodact, Factor, Sinus, Cosinus, positiv, negativ, rationtd, irratio- 
nri, Factorielle, Facultät, Differential, Integral u. s. w., nur bildlich sind. In- 
dessen ist es gewift gift, die Yerdenlschung solcher Ausdrücke mehr der 
Zeit zu überlassen, weil das, was nicht zugleich m sieh entschieden besser 
ist, ifti das Fremde, dnreh seine Heimathlichkeif allein vieDeicht nicht Recht 
jllmig ' lurt, das in Besitz begriffene Fremde zu vertreiben. Wo dagegen vdifig 
hptehtnende deutsche Benennungen ganz bereit zur Hand sind, haben sie 
wlUhe Bleehij die Stelle der fremden einzunehmen. 

Dafs Obrigens etwa die Einfahrung weniger oder gar noch nicht ge- 
w&hnKcber Benennungen das Studium einer Wissenschaft erschweren werde, 
ist nicht jku fOrcbten, sobald nur die neuen Worte ihre Gegenstände mehr beim 
rechten Namen nennen, als die alten, oder aiuch nur fOr Ähnliche Begriffe 
schon gäng und gebe sind. Das Ungewriinte darf nur allein dann zurflckge- 
wiesen werden, wenn es in «ich weniger gut ist, als das Gewohnte; niemale 
wenn ts besser isL 

In diesen Erwägungen liegen die Gründe zu den Aufstellungen des 
gegenwärtigen Paragraphs. Die Abacht, deutsche Worte, welche bezeich- 
nender sein mögen, als die pfewöhnlichen fremden, fttr einige Gegenstände 
der vorliegenden Abhandlung statt der fremden zu setzen, ist übrigens auch 
deft Erfolgen, die die ErAihrung längst ergeben hat, nicht entgegM. Auch 
in*:dter Hflthemafik sind in der neuem Zeil schon statt vieler fremden Worte 
deutMbe äemlich affgemein angenommen worden ; z. B. Unterschied statt Dif- 
fM^nz, Yielfacfaes statt Multiplum, Yerhälfnifs statt Proportion, Reihe statt Pro- 
gression, Dreieck, Viereck, Vieleck, Kegel, Kugel, statt Triangel, Quadrahgel, 
Polygon^ Ckmns, Sphaere u. s. w. Es ist sko' hier in diesem Paragraph nur 
etwas geacbeheii, was dem erfakrungsmufsig wirkKoh stattfindenden Bestreben 
gimäfs ist: nichts, was ihm entgegen wtre. Daher werden wir un« der hier 
an^estettteit Benemrangen in Dem was folgt statt der sonst gewöhidichen 
bcidieMn. 
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§* 13. 

Eriflaterung. * 

A^ Eine ganze ZM drückt die Gröfse der Menge von einzeiBi^ 
Dingen aus, welche man, indem man sie zusammenfafst, in irgend einer ^p 
ziehung als unter einander gleich betrachtet. Die Zahl für ein einzdines Dmg 
ist die ßinheil. jfAfflsm sind die Zeichen für ganze Zahlen^ wenii die GrOlse 

der Mengen bestimmt isl^ Buchstaben, oder j)etiebige andere Zeichen sind 

• ■. . -■ 

es, wenn die Gröfse der Mengen unbestimmt ist. 

B. Für den Begriff der Gröfse der Mange an sich, oder 4er JhiU, 
ist es offenbar völlig gleichgültig, welche Ji\n%^ ei. sind, deren Ht/ßftf^ Um 
Zahl vorstellt. In diesem Sinne ist es nicht angemessen, eine ZaU, ahne 
Rücksicht auf die Dinge welche sie zählt, unbenannte Zlihl, und dngegAi 
die GesanuBiheit der Dinge sHbei, weldie die Zahl ■wtmmenfaftty^ J i l^j ii i^A 
ZM zu nennen. Die Dinge selbst können niemals eine Zahl sein; es kqiin 
immer nur heifsen: eine Zahl benannter Dinge. Der Begriff der Zahl ist 
abstract, oder von den Dingen, auf welche er angewendet nird, iAge^ogen. 
Er liegt nicht in den Dingen, sondern wird auf sie angewendet. 

C. Es können aber nicht blofs Dinge, die in irgend einer Beziehung 
als unter einander gleich betrachtet werden, vi zählen sein, soqdem ,es köjDi- 
nen auch Dinge, wenn sie beliebig theilbar atnd, in Thfiie zu tM^ien sm, 
die ihrerseits unter sich in irgend einer Beziehung als gleich hetrachtM' wer- 
den. Es ist also zunächst auch noch auszudrücken nöth|g, in ncievi^le gleiclte 
Theile etwa ein Ding , welches als Einheit betrachtet wirf, zu Ihelleft^ sei ; ufAd 
daui, wieviele solcher TheUe genommen w*apden adlen» Da m hier wifdema 
nur auf die Gröfse von Mengen ankommt, ^endipli erslKdi auf die Jitenge 
der gleichen Theile, welche ein einzelnes Ding ausmachen sollen, und dann 
zweitens auf die Menge dieser Theile, welche zu nehmen sind, so kann bei- 
des ebenfalls durch die Zahl geachehen. Wie mn die ZdUm^ weUie Jhier 
das Verlangte anzeigen , zu einander stellen will , ist willkürlich. Man schreibt, 
wenn z. B. eiü Ding in b gleiche Theile zu theflen ist und a solcher Theile 
genommen werden sollen, wo dann a und b Zeichen ^an^^ Zahlen si^d, 

1. 7 oder auch u:4, . ^, 

und iMimt iiiiei. ZaMM-Auvdnidc Bmdk, a 4eR 2EdftAw/ 6 de« J fa<Mi' 
des Brad». « , * 

6» 
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D. Brüche und ganze Zahlen reichen fär alle Fälle, welche in der 
Rechnung vorkonunen können, voUstänJUg aus; denn auch Irrationales, so 
wie Transcendentes, sind nur Grenzen gewisser nach diesem oder jenem Ge- 
seti sich richtender Brüche; und selbst Imagin&res geht nur erst aus der 
Rechnung mit Zahlen hervor. 

Da nun Brüche eben sowohl Mengen zählen, als ganze Zahlen, nem- 
lieh Theüe von Dingen, die als neue Einheiten betrachtet werden, so kann 
man füglich die l^deuttmg des Worts Zahl verallgemeinern, und es eben 
sowohl ganze Zahlen, als Brüche ausdrücken lassen. Mengen von Einheiten 
heifcen dann ganze ZaUel^ Mengen von Theilen von Einheiten Brüche; beide 
gleidllBAftig Zahlen. Dafrstellbar sind Brüche durch ganze Zahlen immer. 

i& Da -^ nach (C) a gleiche Theile bezeichnet, deren b die £)in- 
l^it jMmachen, so drückt y einen dieser Theile aus: denn für einm solchen 
theil ist d6r Zähler a der Theile gleich 1. Also bezeichnet a.-r dasselbe, 

I 

wie -7^9 und lolglich ist , 

F. Auch kommt offenbar Dasselbe heraus, ob inan die Einheit in b 
Theile tb^ilt und a solcher Theile nimmt, oder ob man a Einheiten als ein 
(BanM0 betraditet und dieses Ganze in b Theile theilt: denn, so wie a Ein^ 
heiten d^s tianze a zusammensetzen, so setzen auch , nach der Theilung des 

Ganzen a in i Itioile, a, einzelne Theile der Einheit, jeder = -r« den 

Men Th^i «7^ des Ganzen a zusammen. Also kann man sich y statt als a 
Ste Theile d^r Einheit, andi als den bten Theil des Ganzen a vorstellen. 

GL Wenn -j- mit der ganzm Zahl c zu muUipüaren ist, was durch 
6.^ auwadrücken seih wird, so folgt znnftdist aus (3.) 



I • 



3 a 1 



b 



das heifst, rechterhand: ä Dinge oder Einheiten, jedes =^9 sind «mal zu 
nehmen. Aber die ganze Zahl ca drückt eben soviel Einheiten aus als cmml 
*ift^D}0se0 ist kda ixubeipeisender aond^m ein willkürlicher Sati. Erst delis 
ir4i=:ac sei, oder dafs amal c eben so viele Einheiten enthlk, als^cmal «, 
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ist ein des Beweises bedürfender Satz. Es ist derjenige (§. 6.)? und er ist 
dort bewiesen. 

Also kann statt (3.) auch geschrieben werden: 

4. c.-T- = ca. -V-. 

1 1 

Aber eben so wie y, mit der ganzen Zahl a multiplicirt, soviel ist 

als y (3.), ist anch y mit der ganzen Zahl ca mnltiplicirt soviel als y. 
Also ist 

0. ca.y — -j- = c.y. 

17. Wenn der dte Theil der Einheit weiter in c gleiche Theile ge- 
theilt wird , so machen c solcher Theile y aus. Nimmt man also statt c j^eiier 

Theile, ihrer hmal c, so bat man das b fache des Resultats y . Dieses aber 

ist = 1. Also machen dmal c, oder, was dasselbe ist, bc jener den vom 6ten 
Theile der Einheit die Einheit aus. Eben das ist mit dem Acten Theile der 
Einheit der Fall, also ist 



Auch ist demnach 



6. -jT- : c = T~ . 
bc 
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denn y ist =a.y (2.), also ^:c = a.j^:c = a.^ (6.) =^ (2.). 

/. Wenn t— mit c zu multiplieiren ist, "welches ^dordi c.t- auszu- 
drücken sein wird, so ist erstlich wegen y-^^fl.y- (2.), ^•r- = ^*ö*r- 

11 1 

= a.c.7— . Aber r— kann man sich nach C6.') als -r- äwidirt durch c 
bc oc ^ ^ 

1 1 

vorstellen. Da nun hier t— oder y^ dividirt durdi r^ wieder zunächst cum/ 

11 1 1 

m neAm^n ist, so giebt c.t^ =&= y. Also ist Q^c.t^ = a.y und dieses 

ist =y (2.). Aber es ist a.c.^ = a€.^ = t- (2.): also ist 

8 -^ c= — • 

das lieifst : glmKm Faeloren tm Z&Uer und Nenner cinei? Urachs AiA^n ncA 
ok;^ Diese nfihere Erörterung wegen des Aufheben der Factoren in Brächen 
war dea Folg wii» weg« «StUg» "* "^ «* ' 
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§. 14. 

Lehrsatz. 

I. Jede ganze Zahl geht nothwenJRg mit jedem ihrer ganzzahli^ 
gen Factor en auf, das keifst: wenn man die Zahl durch den Factor di- 
vidirt, so ist der Quotient eine ganze Zahl; oder auch, wenn man den 
Factor unederMt von der Zahl abzieht, so bleibt zuletzt Null. 

II. Jede gmisze Zahl, dk m mme amdere ganze Zahl aufgeht, ist 
einer ihrer Factoren. . 

III. Wenn der Quotient, z. B. der ganzen Zahl z , dividirt durch 
die ganze Zahl a , m^e ganze Zahl w ist, so geht u in % nothwendig auf. 

Beweis von I. Es seien u^^ ir,, tij, •... ti„ die verschiedenen ganz- 
auAIigen Factoren der j^zen Zahl z^ so dafs 

1. z = ^1*^*^ •••• v„ 
ist. Qa die u sammtiich ganze Zahlen sind, so ist z. B. anch u^.u^.^.^u^ 
eine ganze Zahl, folglic)i ist, wenn man dieselbe durch r bezeichnet 

2, « = «i.r. 
Aus (2.) folgt, dafs der'Faptor iiirmal in z enthalten ist, also, rmal davon 
abgezogen, der Rest Null bleibt, oder dafs u^ in z aufgeht. Gleiches gilt von 
jedem andern Factor von z. 

Beweis von II. Wenn «i in s aufgeht, oder, z.B. r mal von z ab- 
gezogen. Null läfst, so ist z aus rmal u^ msammengesetzt, und folglich tii ein 
Factor von z. 

Beweis von UI. Wenn 



3. -f = u^ 
u 

setzt, so ist nach (§. 13. 5. /.) 

4. II. — oder u.w = = z. 

Wenn also nun w eine ganze Zahl ist, so folgt ans (4.), dafs u eine ganze 
Zahl von Haien in z enthalten ist, also in z anhebt. 

§. 15. 

Lehrattz. 

1. ir«yi irgend ein Factor n^ mmer ffmmen Zaki 

1 • U = ^1 • V^ « V3 •• • * • Tu 

in eine ganze ZaM z nicht OMfywkt, so gtkl^mtk m eeSßkmtkt inm 0tf. 
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II. Wenn n m z aufyehl, so geht auek Jeder F^Mtor v von n 
m z auf. 

Beispiel zu I. Der Factor 3 der Zahl tr = 78 = 2.3.13 gehl 
in die Zahl z = 1430 = 2.5.11.13 nicht anf; und auch w ='78 geht in 
1430 nicht auf, obgleich die ttbrigen Factoren 2, 13 und 26 in 1430 aufgehen. 

Beispiel zu H. Die Zahl w = 286 =2.11.13 geht in « = 1430 
= 2.5.11.13 auf. Und auch alle die Factoren 2, 11, 13, 22, 26 und 143 
von 286 gehen in 1430 auf. 

Beweis von I. Man setze 

2. r2.r3.94 . . . . 9n = y^ 
so dafs in (1.) 

3. n = v,.y und r = T" CS- *4. I.) 
ist. Ferner sei 

4. — = Wi und 

Vi 

5. — oder -^~ (3.) = w. 
Hau multiplicire (5.) mit y, so erhalt man 

6. w;y = y. -5- = -21^ = -^ ($. 13. /.). 

Daher ist, (6.) in (4.) gesetzt, 

7. Wi = wy. 

Nun geht nach der Voraussetzung Vi in z nicht auf. Also ist zufolge (4.) 
Wi nicht eine ganze Zahl. Gingen dagegen ti in ;s auf, so wäre nach (5.) 
w eine ganze Zahl. Aber auch y (2.) ist eine gatize Zahl, und folglich 
auch w y, welches nach (7.) gleich Wi sein soll. Also wäre eine ganze Zahl 
einer nicht ganzen Zahl gleich. Aus diesem Widerspruch folgt, dafs, wenn 
irgend ein Factor Vi von u in z nicht aufgeht, auch m selbst nicht in z auf- 
gehen kann. 

Beweis von II. Wenn 11 in ;s aufgeht, so ist w (5.) eine ganze 
Zahl; desgleichen ist, wenn Pi irgend einen Factor von ti bezeichnet, y in (3.) 
eine ganze Zahl. Nun ist nach (§. 13. /.) 

8. ti.~ oder m.w = — = z und 

U H 

9. V.— oder Vi.yC3J) = -^ = u: 
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also, w#im «an (9«) in (8;) setzt , 

10. z = v^yw. 
Da nun nach der Voraussetzung w und y ganze Zahlen sind, so ist auch yw 
eine ganze Zahl, und folglich ist der Factor v^ von u eine ganze Zahl yw 
von Malen in z enthalten^ und geht folglich in z auf. Gleiches g^t von jedem 
andern Factor von ti. Also geht jeder Factor von u \vl z auf, wenn u selbst 
in z aufgeht. . 

§. 16. 

Lehrsatz. 

Wenn mne ganze Zahl z mit einer andern ganzen Zahl u auf" 
geht, so ist der Quotient der Division der nemliche, man mag z auf ein '^ 
mal mit u dividiren^ oder erst durch irgend einen der Factor en Vi von u, 
darauf den Quotienten dieser Division durch irgend einen andern Factor 
V2 von u, defi Quotienten hievon durch einen dritten Factor V3 von u u. s. w. 
Nur mups die zweite Art der Division so lange fortgesetzt werden, bis 
alle Factoren v von u erschöpft sind. Alle bei dieser zweiten Art der 
Division sich ergebetiden Quotienten sind der Reihe nach ganze Zahlen. 
Die Ordnung, in welcher tnan bei dem zweien Verfahren die Facto- 
ren V von u zu Divisoren nimmt ^ ist willkürlich. Auch bleibt der 
Satz unverändert derselbe, wenn die Factoren v von u, alle oder einige, 
unter einander gleich sind. 

= 2.2.3 auf einmal dividirt, giebt 7. 
= 21, V = 7, 

= 7. 

/ 

= '^ 

= 7 u. s. w. 
Immer ist der letzte Quotient der nemliche, und alle darauf fahrenden Quotien- 
ten sind ganze Zahlen. 

Beweis. A. Da nach der VoraussetzUfig z mit 

WO die V beliebige theilbare oder untheilbare Factoren von u sein können, 
aufgehen soll, so geht zufolge (§. 15. II.) z auch m\ Jedem dieser Factoren 
V von u auf. 



Beispiel. z = 


= 84, 


durch ti= 


= 1 


Andrerseits ist 
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42, 


41 
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B. Nun sind t^i, riTj, ViV^v^^ .... sämmtlich Faotoren von u,^$o 
sind, wenn man 

3 z z ^ z z 
— ==^M^i, = fr?2 9 =*^3 9 •••• ^^ = Wi •• 



z z 

•^*9 • • • • rr = — = to. 



setzt, alle die Quotienten w ganze Zahlen. 

C. Die beiden vorletzten Gleichungen in (3.) geben, wenn man sie, 
die erste mit v^v^v^ .... r^t^, die zweite mit V1V2V3 .... Vk multiplicirt , zu- 
folge (§. 13. /.) 

4. z = V1V2V3 .... t^A—it^A«! und 

also, (4.) durch CS) dividirt, 

6. ^ = 1 = ^i^^^s-^^n^rm^i _ m-j, ^^ ^3 ^, 

und dieses mit w^ multiplicirt, wiederuqi nach (§. 13. /.), 

Vk . 

D. Da nun k jede der Zahlen 1, 2, 3, •••• n sein kann, so giebt (7^) 

V.^ ' Vs ' V4 *' Vn " 

Hieraus folgt 

Erstlich, dafs jeder der Quotienten w der Division vt)n ;s durch die 
Factoren v von u (3.) durch einen derjenigen Factoren v von 11 theilbar iaU 
die bis dahin noch nicht zur Division gekommen sind; denn die sämmtlichen 
Quotienten in (8.) sind ganze Zahlen (i^O- ^^ behauptet es der Lehrsatz. 

Zweitens, dafs, wenn man zuerst z durch v^ dividirt, welches den 
Quotienten w^ giebt (3.), darauf diesen Quotienten Wi durch v.^^ den daraus 
nach (8.) hervorgehenden Quotienten u^s durch ^3 u. s. w. bis alle Factoren 

V von u zur Division gelangt sind: dafs dann der letzte Quotient w^ der 
nemliche ist, welcher sich zufolge (3.) ergiebt, wenn man z auf einmal dorch 
rir2t?3 v„ = u dividirt; deii^Lehrsatze gemäfs. 

E. Übrigens ist es gleichgültig, in welcher Ordnung die Factoren 

V TOB u bei dem zweiten Divisionsverfahren zur Division gelangen, da die 
Factoren ri, r^^ rj, .... v^ von u zufolge (§. 6.) nach Belieben ver» 
wedkgelt werden dOrfen, Auch ändert sich an dem Beweise nichts, ^ Fa»- 

7 
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toren v von ff mOgen, einige oder alle, unter einander gleich oder ungleich 
sein; was die übrigen Behauptungen des Lehrsalzes sind. 

Abm. Der Beweis ergiebt sich insbesondere aus der Verglüchung in 
(C) zweiier Quotienten w von s, dividirt durch Factoren von u, in welchen 
der Divisor des einen einm Factor von u mehr enthält, als der andere. 

§. 17. 
Lehrsatz. 

Der Lehrsatz (g. 16.) von der GleichAeit der Endresultate, es mag 
eine ganze Zahl z durch eine andere ganze Zahl u auf einmal, oder 
erst durch irgend einen Factor von u, der Quotient davon durch einen 
zweiten Factor von u, der Quotient davon durch einen dritten Factor 
von u dividirt werden u. s. w. bis alle Factoren von u erschöpft sind, 
gilt nicht blofs fttr den Fall, wenn u in z aufgehl, sondern auch dann, 
wenn u in z nicht aufgeht; jedoch dann nur auf folgende Weise: 

l. Dividirt man nämlich in diesem Fall z zuerst durch irgend 
einen Factor Vi von vl^ und zwar so, dafs das was bleibt entweder der 
echte positive oder der echte negative Rest (§.8. IV. o.) ist; hier^ 
muf den so gefundenen unterndchsten oder übernächsten Quotienten 
(§. 8. IV. 6.) durch irgend einen zweiten Factor V2 von u, unter der 
gleichen Beobachtung; den hieraus hervorgehenden Quotienten durch 
einen dritteti Factor V3 von u, wiederum unter derselben Beobachtung, 
und so weiter bis alle Füctoren van u erschöpft sind, so kommt man, 
und zwar immer unter der Bedingung, dafs bei den stufenweisen Di- 
visionen stets entweder der positive oder der negative echte Rest ge^ 
nommen wird (nicht willkürlich bald der eine, bald der andere), zuletzt 
duf denselben Quotienten, der sich findet, wenn man z durch u auf 
einmal dividirt und auch hierbei, eben wie bei den stufenweisen Divisio- 
üen, gleichfalls den positiven oder den negativen echten Rest nimmt, 
Je nachdem der eine oder der andere bei den stufenweisen Divisionen ge- 
nommen wurde. 

Bezeichnet man, indem 

1 • U ' V| V2 V3 • . • • Vn 

gesetzt wird, die bei den verschiedenen tkeilweisen Divisionen bleibenden 
Reste, je nachdem sie die positiven oder die negativen echten Reste 
sikd, durch Ti, r,^ Tj, .... r„, und dutch ti, r2, ta, .... r», die zugeMhri^ 
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gen unternächsten und übernächsten Quotienten durch qi^q^^q^^... q„ 
und durch qi, q«, (fs, . . • . q„; femer den positiven echten Beat der Di- 
vision von z mit u JttrcA R, den negativen echten Rest dieset* Divimefh 
durch 9t, die zugehärigen unternächsten und übernächefen Quo- 
tienten durch Q und Ol» so dafs die Gleichungen 



2. 



q, = qjV,-f Fl, I <li = qjVj — fj, 

q» = qjVj + Ts? 3 ) (\i = <)3Vj — r„ 

qj = q4V« + r4, \ <|j = <|4V4— r«, 



und 

4. z = Ou-f R «od 

5. I = Ou — Ä 



vernchiedenen oben hesdunebenen Dtvtstonen vorstellen und die Quo- 
tienten q, und q, O, durch die Bezachnungen (§. 8. IV. *.) ausge- 
drückt, nichts anderes sind alt 

q, = (z + :Vi), 
q» = ((z+:vi)+:vj), 
6. (qj = (((z+:Vi)-f:v04-:v,), 



und 



q» = ((((2!+*Vi)+:v,)-j-:vO.... + ;v„), 

7. Q = (z-f :«), 

<)i = (z — :Vi), 

qj = ((z — :Vi) — :vO, 

8. <q3 = (((z — :Yj) — :yO — :v,), 



■■V 



qn = ((((z— ;vi) — rvj) — :V3).... — :v), 

9. 0. = (z-:u), 

M /a/>< ^^A ifa^> was bisher von dem Lekrsmlze ousgesproeheH itf/nl 
Zeichen durch die beiden Gleichungen 

10. Q = q. mnd 

11, 0==q«9 

cMbr «tiM iltircA Ae d^tifen Gleiehmigen .^ i" 

7 ♦ 
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12. (z + :u) = ((((a + :v0 + :v,) + :v3) .... 4-:v„) und 

13. (» — :u) = ((((z — :vO — :v2)-f :vj) ....— :v„) 

II. FF<mit u in z aufgeht ^ wie in (§. 16.}, «o ^nJ alle Reste r, r, 
R und 9f, INull. Hier, wo u in z nicht aufgehen soüy sind die Reste nicht 
Null, sondern R und 9i werden wie folgt durch r und r und durch die 
Factor en y von u ausgedrückt: 

14. R = r„ViV2V3....v„«i4-rn-iViV2V3 .... v„.2 + r„-2V,V2V3 .... V„.3 ••• 

15. .71 = Tn Vi V2 V3 .... Vn— 1 X tu—l Vi V2 V3 .... V„«2 "T *'n-2 Vf V2 V3 .... Vn^«3 . . . 

... + r3ViV2 + r2Vx+rx, 
oder auch, wenn man 

16. Vi = Vi, V1V2 = V2, V1V2V3 = V3 .... V1V2V3 .... v„.i = V„_i 
setzt, durch 

17. R = r„V„.i + r„.iV„.2 + rn-^V„.3 .... +r3V2-f r2Vi + ri und 

18. SK = r„V„^i+r„«iV„^2 + ^^-2V„_3 .... +t3V2+r2Vx4ti. 

III. a. Der letzte Quotient q^ in (3.) ist gleich dem letzten 

Quotienten q„ in (2.) wenn u in z aufgeht. Geht u in z ntcA/ ati/^ 

so ist 

19. q„ = qn+1. 

b. I/ä/"^^ iTian in (3.) die Factoren y tinJ u in derselben Ord" 
nung auf einander folgen, wie in (2.), so kann keiner der Quotienten 
q gröfser sein, als der ihm correspondirende Quotient q, sondern nur 
entweder ihm gleich, oder um 1 kleiner. 

c. Geht der erste Factor Vi von u in z nicht auf, so sind alle 
Quotienten q jeder um l gröfser, als die correspondirenden Quotienten q. 

d. Geht der erste Factor Vi von u in z auf, desgleichen der 
zweite Factor V2 in den ersten Quotienten q^, der dritte Factor y, 
fit den zweiten Quotienten q, u.s. w. bis zum mten Factor y„ von u, so 
sind die Quotienten q^, q29 q39 .... q^ alle den Quotienten qi, q2, qs, .... q„ 
gleich; alle folgenden Quotienten q dagegen sind sdmmtlich Jeder um 1 
gröfser als die correspondirenden Quotienten q. 

Beispiel. Es sei 

20. z = 17017 und u = 360 = 2.2.2.3.3.5. 
o. Man nehme zuerst zu Factoren v von u folgende: 
21. Vi = 2, Tj = 2, »3 = 2, 1^4 = 3, ^5 = 3, ve = v„ =*5, 
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so geben die Gleichangen (3. a. 3.) 

17017 = 8508.2 + 1, [17017=8509.2 — 1, 

8508 = 4254 . 2 -f 0, \ 8509 = 4255 . 2 -r 1 , 

4254 = 2127.2-1-0, 14255 = 2128.2-1, 

^'i. < 2J27 = 709.3 + 0, ^^- \ 2128 = 710.3 — 2, 

709= 236.3 + 1, J 710= 237.3 — 1, 

236= 47.5 + 1, [ 237= 48.5 — 3. 
Es ist also 

jy,=8508, y, = 4254, ^,= 2127, y4==709, ^» = 236, ^« = ^„ = 47, 

'^ •fr, = l, ■r2=0, r, = 0, r« = 0, r^ = I, r6 = r„ = l. 

jqi = 8509, q, = 4255, q, = 2128, q« = 710, q, = 237, q« = q, = 48, 

• jt, = 1, t,= l, t3=l, r«=2, t5=I, r6 = r„ = 3; 
desgleichen g^ebt hier (4. u. 5.) 

26. 17017 = 47.360+97 nnd 

27. 17017 = 48.360 — 263, 
also ist 

28. = 47, R = 97, 

29. n = 48, « = 263. 

Aus (24. and 28.) nnd aus (25. und 29.) zeigt sich, dafs, wie es 
nach (10. und 11.) sein soll, Q = g^ (=47) und Ci = q, (=48) ist. 
Ferner ist nach (16. und 21.) 

30. Fi = t>, = 2, Fj = t>it?,=4, Fj = »ir,»j = 8, F4=^r,»,»jr4=24, 

Vi = ViVi..Vs = 72, F6 = p,r2...r6=360, 
also geben hier (17. und 18.), gemäfs (30. 24. und 25.), 

31. Ä= 1.72 + 1. 24+0.8+0.4+0.2+1=72 + 24+1=97 (wie 28.) und 

32. 31=^3.72+1.24+2.8+1.4+1.2+1 

= 216+24+16+4+2+1 = 263 (wie 29.). 
Desgleichen sieht man aus (24. und 25.), dafs es sich mit den q und q so 
y erhält wie es der Lehrsatz in (HL o. b. o.) behauptet. 
b. Nimmt man zu den Factoren v von u folgende: 
33. »1=12, r, =:5, »3 ==:»„= 6, 
so geben die Gleichungen (2. und 3.) 

! 17017=1418.12+4, I 17017 = 1419.12—11, 

1418= 283. 5+3, und 35. | 1419= 284. 5— 1, 
283= 47. 6 + 1; I 284 =\ 48. 6— 4; 

und es ist hier 



,> 
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36. 



37. 



y, = 1418, q, = 283, q, = q, == 47, 
r, = 1, r, = 3, r3 = r„= 1; 

q, = 1419, q, = 284, q, = q, = 48, 
fj = 11, fj = 1, rj = r„ = 4. 
Also ist zunächst wieder aus (36. und 28. , 37. und 29.) q„ = (?, (= 47) 
und q„ = 0, (= 48). 
Sodann ist hier 

38. ri = Pi = 12, F, = r,p,= 60 und F, = tt = 360, 
und (17. und 18.) geben nach (38. 37. und 36.) 

39. R = 1.60 + 3.12+ 1 = 60+36+ 1 = 97 (wie 28.) und 

40. 91 = 4.60+1.12 + 11 = 240+12+11 = 263 (wie 29.). 

Alle q (37.) sind wieder, gemäfs (III.), um 1 gröfser, als die correspondirenden q. 
Beweis A. Man snbstituire die zweiten der Gleichungen (2. und 3.) 
in die ersten, so erhfilt man 

41. z = yi»(»j + rjt>, +ri und 

42. z = qjCifj — XtVi — r,. 

Hierin setze man die Werthe von y, und ^2 aus den dritten der 
Gleichungen (2. und 3.) , so ergiebt sich 

43- Z = .^3 ^i^t ^y + r^ r, V2 -f- ^2 »1 + n und 
44. Z = qji?ii?2t?3 — ViViVi'—x^Vi — r,. 
Setzt man hierin weiter die Werlhe von ^j und <|3. aus den vierten 
der Gleichungen (2. und 3.)) in das was sich ergiebt die Werthe von ^4 und 
q« aus den fünften der Gleichungen, und so weiter, bis zu q^ und q» aus den 
letzten der Gleichungen (2. und 3.), so erh&lt man 

45. Z=3y^t?ir2r3....r„-[-r„t?ir2f73....r««i-f ^n-it?it?2r3..,.r„^... 

... -fr3rir2 + r2r,-f-r, und 

46. Z = c\nViV2Vi....v„ — x„ViV^v^....v„^i — t:„_i »i »2 »3 . . . . r„_2 • • • 

. . •. — *t3i^ir2-^t2^i-^ti , od« auch 

48. Z==q^ti — [Tnrir2t?3....r„_i-f r„«ir,ra»3--"t^n-2«- • 

B. Nun sind, wenn in (2. und 3) z-,K Vi in z aufgeht, die echten 
Reste Ti und x^ gleich Null und die Quotienten f 1 und q^ sind einander gleich. 
Geht auch ^2 ui qi auf, so) sind die Reste r^ und t2 i^ti//^ und auch die Quo- 
tienten qn und qn sind einander gleich. Und so weiter. >. 
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Geht dagegen Vi in z nicht auf, so sind die Reste r^ und Vi nicht 
Null; aber sie können auch nicht gröfser sein als v^ — { (§. 9. IL), und der 
Quotient qi ist um 1 gröfser als der Quotient y^ (§. 9. VII.). Geht t^ in q^ 
nicht auf, so sind die Reste Tj und X2 nicht Null und können nicht gröfser 
sein als v^ — 1, und q^ ist um 1 gröfser als ^2. Und so weiter. 

In keinem Fall also ist ri^Vi — 1, rj^Tj — 1, r3>>r3 — 1, ... 

... rn>v^~\ und ri>ri— 1, r2=r2— 1, ta^rj— 1, r« = t?„ — 1. 

Die r imd t können zum Theil oder alle Null sein, aber die gröfsten Werthe, 
welche sie haben können, sind v^ — 1, »2 — 1, v^ — 1, .... r„ — 1. 

C. Die kleinsten Werlhe also Dessen, was in (47.) mit y„w durch 
das Pluszeichen und in (48.) mit q„i^ durch das Minuszeichen verbunden ist, 
sind Null, die gröfsten Werthe dagegen sind in (47. and 48.) gleichmäfpg 

49. (r«— I)t?ir2r3....r„.i+(t?„.i— I)t?ir2t?3....r;,.2+I«^^^ 

und Dieses thut, wenn man die angezeigten Mulliplicailfenen ausführt, 

t^l t?2 1?3 . . . . r„ -|- t?if?2^3'««-^n— l"r ^1^2^3-«»»^n— 2 •• •• "Y ^i^2^i "{' ^^1^2 "|" ^1 

— ü| VtiP^ .... r„_i t?| t?2 1?3 . . . . t^n— 2 • • • • t?x t?2 t?J t^i t?2 t?i t 

= t?i t?2t?3 • • • • t^n 1 

50. =tl — I. 

Jedenfalls also sind die Summen der Glieder, die in (47. und 48.) mit 
q^u durch das Pluszeichen und mit q„ti durch das Miifbszeichen verbunden 
sind, nicht kleiner als Null und nicht gröfser als u — 1. 

Bezeichnet man demnach diese Summen durch s und a,^ so dafs in 

(47. und 48.) 

51. z = y„ti-|-^ und 

52. z = qn^ — o 

ist, so ist s ein echter positiver Rest und a ein echter negativer Rest der 
Division von z durch u; denn diese Reste haben jene Eigenschaft ($. 9. II.). 
q^ und q„ sind die Quotienten der Division. 

^. Dividirt man dagegen z durch ti auf einmal und nimmt die echten 
pimUhen und negativen Reste, so erhalt man nach (4. und 5.) 

53. « = Ou-j-JB und 

54. z = D.u — 9t. 

Es giebt aber bei jeder Division nur einen echten positiven und nur einen 
echten negativen Rest: also mufs nothwendig 

55. Ä = * und Ä = a 



• 
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und mitbin asufolge (51. und 53.) und (52. und 54.) 

56. Vnti + Ä = Qu^B und q„ii— iX = ÖUn— Ä 
sein; und daraus folgt q^n=Qu und q^ii = 0»ti, also 

57. 9n ^= Q und 

58. q„ = Ö; 
wie es der Lehrsatz in (10. u. 11.) bekiuptet. 

E. Aus den Werlhen von s und a in (47. u. 48.), die zufolge (55.) 
= Ä und 9i sind, folgt 

59. R = r^ViV^v^ .... t^n-i+^'-^i'^i^at^i •••• «^n-2+..-- + r3rir2+r2t>i+^i 
und 

60. JX = tn^ir^^j ....r«.i4-r«-.it^it^2t?3 .••• «?n-2+-...+r3i?it?2+^«'i+^ii 
welches die Ausdräcke (14. u. 15.) des Lehrsatzes sind. 

F. Da in idlem Fällen q^=zQ und q„ = £X und, wenn u vol z auf- 
geht, also R und 91 Null sind, zufolge (4. u. 5) |p = 0, hingegen wenn u 
in « nicht aufgeht, 0= 0-j- 1 ist (§.9. VII.), so ist auch, wenn ii in z 
aufgeht, qn^=<\n'i und wenn u nicht in z aufgeht, q„=y„-|-l; gemäls (19.). 

G. Was für u oder V^ (16.) gilt, gilt noth wendig auch für ein Pro- 
duct V^ nicht aller r, sondern nur einer beliebigen Anzahl m der Factoren 
V von ti. Also auch, wenn man einerseits der Reihe nach mit den in F^ ent- 
haltenen m Factoren dividirt, was auf die Quotienten q^ und q^ führt, ander- 
seits z auf einmal durch F^, was die Quotienten Q^ und £l„ giebt, kann 
nur, wie in (10. u. 11.), 

61. Öm = qm ,und n^ = q-, 
oder, wie in (III. a.), 

62. q^ = q„, oder q,„ = y^-f I 

sein. Da nun m jede der Zahlen 1, 2, 3, n sein kann, und folglich q„, 

und q^ alle die Quotienten q und q in (2. und 3.) ausdrücken, so folgt, dafist 
kein q gröfser sein kann als das ihm correspondirende q, sondern nur ihm 
gleich, oder um 1 kleiner; wie es (III. &.) behauptet. 

H. Geht der erste Factor Vi von Uy mit welchem man z dividirt, in 
z nicht auf, so ist q4==^i-|-l (§. 9. VII.). Aber, wenn Vi in z nicbtvaof^ 
geht, geht auch V^=^v^V2Vi....v^^ für eine beliebige Zahl m von Factoren 
V, in z nicht auf (§. 15. I.). Also ist für die Quotienten tXn, und Q^ der 
Division von z durch F^, i:im = (?m + l (§- 9. VIL> Es ist aber immer 
^^=i^,^ und qm=Qm (61-)? »^so ist auch notbwendig 

, 63- q« = qm-\-U 
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Hieraus folgt, da m jede der Zahlen ly'Q^ 3, .... n sein kann, dafs, wenn 
der erste Factor v^ von ti in s nicht anfgfhl, alle Quotienten q jeder um 1 
gröl^er sind als die correspondirenden Ouotienten Oi Dies behauptet (III. cX 

/. Geht F^ = rit?2t?3....f?^ in z auf, so gehen, nß<^ti,^S.4^^ IL)^ 
auch alle die Factoren F^_i = rj i?, i?3 . . . . t?^_, , fT^^^ = t?i t?2 1?3 . . . . v^^^ , . . . 
... F2 rr= t?i,t2;i uj!MJi J^iTT=A Vö*^ F^ lu « auf. Also sind'^ll^^^^ie i^^uQÜ^n^^^ 
Qm, Öm-1, dm-2, .... Ol dcn Quolieulen 0^, ti^^,., 0^.^, .... tx/der 
Reihe nach gleich ;. und da Q immer gleich q und £l if^mer gleich q ist, so 
sind'aucV die Quotienten ^l,^m-iV V.-Vflr/ der Reihe 'näiA' den Quö'fienti^ä 
<|m 9 <|m-i 9 qi gleicü. 

Der hier vdrau^geselzte Fall, idafs F^ = Vi v^ 1^3 . . i . tr^ in ^ '^hufgeht^ 

' • > ■ " \' *i 

ist aber i2^r^ wenn zuerst v^ in s aufgeht, darauf v^ in dea'Quotienfen ^^1 = — ^ 

ff . . : • C» 

V3 in den Quotienten ^2 ==^ — u. s. w. : denn z enthält aManh nothwendig alle 
dieFsictoren rj, r,, ^3, .!.. r^, also — =q\ noch die j^actoren 1^2,' ^3, ..V.'t?^, 
21 = ^2 noch diei^Mtoren «j., ^4, ,;.. t?^ ti. 8^ w.: AW?; Wiennirk/^ « auf- 
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geht, ^2 in ^4=-^-, r, in ^2 = ^^9 ^nd so weiter bis zu q^^^ so sind alle 

die Quotienten ^i, ^29 ^39 •• Vm der Jfleihe nach ,4e|i Q^oli^t^ni^i^jij^^qj,^^^ 
*>' <\m gleich. 

Geht F^^i = rit?2r3 .... r^r^_,.i nicht mehr in z auf, so gehen, ge- 
mäfs (t^. 15. L), auch F^+29 I^m+a? • .. F„ nicht in z anf, und dann gilt fflr 

die iiiit' F,+,, r;^2, ..^. »^n correspondirenden Qi^ttötiteh-y^li.r^i^^^ 
... q^ und qm+19 <|m+2V--^. q, wieder das, was/ sicÜ tili (A^üfnäi^ iiMdtalH 
dafs aUe ^q um t gröfadr sind, als die correspondiröiüdeftrf • J ; : ^^ ^'.»l^V '^wh 
'' 'Dieses züsanmiyngenommen ist, was (HI. </.} > l^haiqiteL ^ ^^l> '^ ^'^1 

Anm. Der Beweis von (I. u. II.) des Lehrsatzes, von (-A. bis ir.)^ 
beruht insbesondere auf dem Umstände, dafs, wie es die Rechnung mit HOife 
von (§.9.3 ergiebt, die Summen der in (47. u. 48.} mit qnU und q^ii durch 
-|- und — verbundenen Glieder nicht kleiner als Null und nicht gröfser als 
«v^^l^ßein können. Der Beweis v<m (III.) des Lehrsatz^ . yqn {ß^ bis /.), 
aüÄiBt^^C^S. d;>a.<^'l^)ASii Hidfe und beruht nächstdjoin da^^itfv. <'*^>-4<>ll<i^i9K!e 
iSftr vi^t= r; gül, «Bcb Mr F„ gelten, mufs ; w© mjed« 2j|l||, vfi^^vt^^b^^^n 
setK'kaBn.' '>v .'.•<•.■...:.■.■ . •».»,. .•.-,■. ^v.-Aw j.T<\sv.*'V»vi- a>-\V~H 

8 
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§. 18. 
Lehrsate. 



Wenn Z| , Zj , Z3 , .... z„ beliebige positive oder negative ganze ZaA'- 
fen' sind, und es ist 

• '^■•- 1. Zi + Z2+a53----+»/.-l = Zo ■ 

t 

oder auch, da die z sowohl positiv als negativ sollen sein können, 

'" . ■. ^ 

2, Zi-\-Zi-\-Zi....Z„_i-\-Z^ = ö, 

sp geht Jede ganze Zahl, welche Gemeintheiler aller z bis auf eines ist^ 
auch noch in dieses eine auf und ist folglich ein Gemeintheiler aller. 

,: Beweis. Einer der GemeintheUer z. B. von z^, «2» «25 ««-1 sei 

die ganze Zahl ii und es sei 

so. sind nach der; Voraussetzung Wi^ w^^ w^^ — w„^i sfimmtlich ganze 
Zahlen. 

Mviidirt man niin die Gleichung (1.) mW, u, w ergiebt sich 
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»is ;uii> o«^ . .■ ■x4.n' -Jüi-a, ::jl4. ili .....1, 

alsov Vefartt^i) In' C^O subslituirt wird, 

5^. M7i-[-*^2+*^3 •.••+W?n-1 = M^« =^ -^ 



.' : 1 ' : i 



■ ; 4l?^i: *?*! ?^tji t^3V-vv^»-i ^^^^ säxüxnAidi ganze Zahlen, und die 
Verbindung gauz^ posijtiver oder negativer Zahlen durch Zußammenzfihlen ist 

ebenfiilk fisue! gant^ Zahl Also ist vermdge (5.) nothwendig auch 11^^=^ — 
eine ganze Zahl, Und folglich geht nothwendig der Gemeintfaeiler u aller 4» 
bis auf das eioQ ^,^:«ach in (Ueses eine auf ($14. IIL), und ist folglich ein 
Gemeintheiler aller z. 

.[ .\ "i- T. : iü' i r)\ .: 

■ * all, 

5. 19. 

ii^ -r *s [i \n\x\ u ■ i- . : . . . 

1 .-("..•?•' Lehrsatz. 

A - ' ' 1^ mtei-biUe^^igen theibaren oder untheilbaren, ungkiehm ganzen 
ZMe9t^'^^ei'% diegrvfi^re, t^ die kleinere. Man dMdire )E| durek St 
üfOl'-iiMMr ä^ echten positiven oder negativen Heet r^ deseem 
Werth zeichenfrei also <Cz2 ^^9 oder auch den unbedingt echten, oder 
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den kleinsten Rest. Hierauf dkridire man die kleinere Zahl z^ durch 
den Rest Fi und nehme wieder beliebig den lachten positiven oder 
negativen oder den kleinsten Rest r^, .dessen Werth zeichenfrei 
also <Cri ist. Man dividire Vi durch r^ auf gleiche Weise und nehme 
den Rest t^, der <Cr2 ist. Man dividire T2 durch r^ auf gleiche Weise 
und nehme den Rest r« j der <C t^ ist. Fährt >/nan so immer weiter fort, 
so ergiebt sich Folgendes. 

I. Zuletzt kommt man immer nothwendig auf einen Rest r„, 
welcher Null ist. :. r.ü^ 

II. Der vorletzte Rest r„_i ist immer der gröf^te Gemein^ 
f heiler ton Zi und Zj, so wie von z^ und t^^ und von' allen aitf einan- 
der folgenden Paaren von Resten; desgleichen von d^r GeHämmi-^ 

heit der Zählen Zi, Zj, Fi, t^, r^. r««/, nidkt 'Mer höthw'ehäSg MM 

zweien oder mehreren unter ihnen ^ die nicht unmiitettiir^ auf üinändi^ 

folgen. Diese können auch gröfsere Gemeinäkeiler haben. 

■'• . ..." • ' ' . •''.'..> 

III. Ist der vorletzte Rest r„.| gleich l. so sind die zwei Zah- 

len Zi und z^ , desgleichen z, und der erste Rest W , so. wie auch alle 
jß zwei auf einander folgenden Reste nothwendig theilerfrenkdj def^. 
gleiclien ist dann die Gesammtheit der Zifhlen Zi^ Z2^ r^^ j^,, .... iL^ 
gemeint he Her fremd; nicht aber sind nothwendig zwei oder mekrissie 
dieser Zahlen, die nicht unmittelbar auf einander folgen, t heiler fremd» 

lY. Sind umgekehrt die beiden Zahlen z^ und. Z2theif4,f fremd, 
S4P ist der vorletzte Rest x^i nothwendig gleich }'^ und ß^c^ z^ ^n4 
der erste Rest Fj , sammf alten Paaren auf einander folgender Mestle^ 
jedoch nicht nothwendig die nicht unmittelbar auf einander folgenden^ 
sind t heiler fremd. Gemeintheiler fremd aber ist die Qesanuntkeit 
der Zahlen Zi, z^, f,, r2, .... r„_i. ^. . 

y. Sind die beiden Zahlen z^ und Zj theilere er wandt , find 
man dividirt sie, so wie alle Reste f^ mit ihrem grdf st ew Gemein^ 
theileY, der war*' (II.) der vorlelite Rest r^^t ist,- welcher in sie 
aliein aufgeht, so gilt vtm den Quotienten derselben, was in deA FmUe^ 
(IV.) von den Zahlen z/, z,, Fi, f,, f„.i selbst gilt. »• 

Beweis L A. Die veFSchiedenen in dem Satz beschFiebenen Di- 

Ytekmen werden. duFdi j .w . . *\ .-1 'A .:-^.,;- ;.■■<; jt\ •J-|lllH^ 

8* 
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S. i9. Fonn. l~4. 



1. 



«1 


<^*,±r„ 


«l 


— ©r,+r„ 


r. 


— OJr.+r„ 


• • • 4 


er,±r,. 


••-4 = 


- @r,_, + r,_,, 


r»_j ^ 


— @r,_,+r._,, 



)t 



ausgedrückt, wo die r die zeichetifreien Zahlenwerthe der JRe^fe heseieb- 
nen, für welche dann nach Belieben die Zeichen -f oder — gelten können. 
Ä. Die zeichenfreien Zahlenwerthe, welche die r ausdrücken , sind, 
s^Ib^t dann, wenn man nicht die nnbedingt echten Reste nimmt, jedenfalls 
kleiner als die zugehörigen Divisoren, da die r jedenfalls eckte Reste sein 
sollen; das halfst: es ist, den zeichenfreien Zahlenwerthen nach, 

2. ri<s^, r2<ri, r^^r.^ n<r3, 

C Die zeichenfreien Zahlenwerthe von ri , Tj , Ta , .... nehmen daher 
notTiwendig immer fort ab; keiner kann gröfser als der vorhergehende, oder 
auch nur ihm gleich sein, sondern nur kleiner; also wenigstens um I. Daraus 
folgt, dafs man zuletzt nolhwendig auf einen Rest r„ kommen mufs, der A7iu//isL 
Denn wie klein auch schon der zeichenfreie Zahlenwerth eines r sein mag: 
es "kann, wenn dieser Werth noch nicht Null sein sollte, durch forlgesetzte 
Division ein noch kleinerem r hervorgebracht werden; so lange, bis die Grenze 
i) der Kleinheit erreicht ist. Dieses ist was (I.) behauptet. 

Beweis von II. D. Da zufolge (I.) der letzte Rest r„ immer noth- 
weiidfg IVnli ist, so redodrt sich die letzte der Gleichungen (I.) immer auf 

3. r_, = fHr_., 
weldies ausdrückt, dafs r„«2 ein Vielfachem von r„_, , nemlich das ^fheke 
von r,_, ist und dafs also r„«i in r„.2 aufgeht. Also ist r^.i ein Gemein^ 
ti^eiler von r^i und r^-.^, und zwar der gröfsle Gemeintheiler, da in r„.i 
keine grfifsere Zahl aufgehen kann, als nie selbst. 

K, Hieraus folgt, vermOge der vorletzten Gleichung in (^1.) und ver- 
mlUfe Tf' 1^0? dafs r«.| auch in r.^ aufgehen mufs. Donn da es in den 
beiden ganzen Zahlen r,^i und r„.i aufgeht, so mufs e$ iremiige jener vor- 
letzten Gieicbong 

4. r,.3 = GJr,.,- r^, 

zafolge (f. if^^) Buch in die ganse Zahl r^^ airfgt'hiMi. Also ist r^_, aach 
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ein Gemeintheiler von r^^^ und r„.j, und zwar iec grdfsts; denn hätten 
r^i.) und r^2 einen gröfsem Gemeintheiler als r„.t9 ^ möfste derselbe, rev^ 
möge (krsMen Gleichung (4.) ümfolge (§-1^0 ^^^^ ^^ r„_i aufgehen ^ was 
nioht möglich ist, da keine Zahl in eine kleinere aufgeht. 

jp. Daraus, dafs r^i der gröfste OemeintAeiler von r„^ und r««2 
ist, folgt weiter, vermögt der vorvorletzten Gleichung fl.), nemlich aus 

und aus (§. 18.), dafs r„^i auch in r^^ aufgehen und also, eben so wie von 
r^_2 und r^_3, auch von r„«3 und r„_4 ein Gemeintheiler sein mufs, und 
zwar wiederum der gröfste; denn hätte r,_3 und r^^ einen gröfseren Gemein- 
theiler als r^^i, so müfste derselbe vermöge der nemlichen Gleichung (^6.} 

und CS- 1^0 ^^^ ^^ ^n^'i aufgehen; also hätten r„^ imd r»^^ einen gröfsem 
Gemeintheiler als r„_i; was nach (ß,) nicht der Fall ist* 

G. Auf ,ganz gleiche Weise folgt aus den weiter vorhergehenden 
Gleichungen in (i^r ^^^^ ^n^i ^nch der grö/ife Gemeintheiler von r„^ und 
rn-59 von r„«6 und r«^ u.s. w. und zuletzt von r^ und rj ist. Sodann folgt 
aus der zweiten der Gleichungen (1 .} , und immer aus gleichen Gründen , dafs 
r,.i audi der gröfste Gemeintheiler von z^^ und r^ ist, und aus der ersten 
4er Gleichungen (^1.), dafs r,^i nicht minder der gröfste Gemeintheiler von 

4^1 und «2 ist* 

Der vorletzte Rest r„^i ist also immer, unter allen Umständen, der 
gröfste Gemeintheiler von ;S| und j&z? 9p wie von Z2 und r^, von Ti und r, 
von r2 und r3, und Oberhaupt von jedem Paare unmittelbar aufeinander 
folgender Reste. 

Ä Daraus folgt femer, dafs r„_i in allen den Zahlen «i, «2, r,, 
^2, ...' T;,.! 2ti^/^'iTA aufgeht, und dafs es also ein Gemeintheiler derselben, 
und zwar der gröfste ist, da in der letzten dieser Zahlen r„^i keine gröfsere 
Zahl aufgehen kann, als sie selbst. 

Es kann aber allerdings gröfsere Theiler als r„_, geben, die in zwei 
<^r mehrere mcht unmittelbar auf einander folgende Reste aufgehen. Denn 
wenn es auch keinen gröfsern Theiler als r„^i giebt, der> z. B. in r^» und 
Ts zugleich aufgeht, so kann es doch einen gröfsem Gemeintheiler von Ts imd 
(^mal Tj geben, welcher, der Gleichung r^^rz&r^-^^r^ gemäfs, zugleich in 
r« auijgeht u. s. w. ' 

Dieses zusiuiiieli iat was iJV) bebaiqrtM. 
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Beweis von UI. /• Da nach (IL) der vorietate RmI r^t ^ 
graste GemeinUieUer Yon.^i und «^v von z% und Ti^ von ri und r, und weiter 
von aUed Paaren unmittölbar auf einandei" folgender Reale isk» so M^^ dafii? 
in dem Fall wenn ri,^| = 1 ist, alle die genannten Zahlenpaare > Init keiiUtr 
gröfsem Zahl als 1 aufgehen uiid mithin thüterfretnd sis^d. Auch hat jetzt die 
GesanunUi^it der Zahlen z^ Zi^ r^, ^^>.* «^- « ^ir-i h,eix»en gröfsern. CemekUkeiler 
als 1, und ist folglich gemeintheilerfremd. Nicht aber sind nothwendig nicht 
unmittelbar auf einander folgende von jenen Zahlen theilerfremd ; aus dem- 
selben Grtinde wie in (W). Dieses ist was (III.) behauptet. 

Beweis von IV. K. Sind z^ und «2 iheile^fremdf &o sind es ver- 
möge der ersten Gleichung in (1.) auch «^ und r^^; denn hätten z^ und r^ 
einen gröfsem Gemeinlheiler als I, so müfsfe derselbe zufolge (§. 18.) 
auch In z^ üufyehen, ymA iTblglich hfitlen dann Zi und z^ einen gföfs^n (rcf- 
meintheiler als I ; der Voraussetzung entgegen. 

£/. Daraus^ dalli hier' )&2 und r, nothwendig theilerfremd sind, folgt 
weiter, vermöge der zweiten ^er Gleiiihungen (2.), ganz fmf dieselbe Welse 
wie hl (ÜC.), dafs atfeh ttoihwendig r^ und r^ theilerfremd sind. Hieraus 
foljjt^ vermöge der rfriV/^rt Gleichung (1.), wieder auf dieselbe Weise, dafs 
ä^ch r^ und r^ theilerfremd sind; und so welter fort, bis zu r^^.a Uüd ^n-i • 

iff • ^ Es folgt also zunächst, dafs, wenn z^ end z^ theHeif reisid ' sind, 
das Gleiche auch mit allen den Zahlenpaaren z^ und r^., Vi und Tj, r, Und f, 
bis zu r;,_2 und r„_i der Fall ist. 

2V. Nun ist aber, was auch r^.^ sein mag, nach ([II.) r„_i ifnmer 
der yräj/Me Gememlheiler von z^ und rst in dem gegenwärtigen' Falle, wo 
Zi und Zi theilerfremd sein sollen, haben sie keinen gröfsern Gemeinlheiler 
ab 1: also ist in diesem Fall auch nothwendig r„^i^=^ 1. 

Dieses behauptet der Lehrsatz in (IV.). Das Übrige von (i^O folgt 
ahnliefa wie für (UI.)- 

Beweis von V. 0. Dividirt man z^ und z^ mit ihrem §rüfkim Ge^ 
jweintheiler. r^i^ der zufdge (II.) zugleich der gröCste Gemeintheilep aller der 
Zahlenpaare z^ und i^i, Vx und r^, r^ und rj bis zu r,,., und r,.^ ist nd 
folglich in sie aUe'iaufgeht, so haben alle die Zahlen nun kernen Geotetn* 
UMilei: mehr; folglieh sind. aUe: die QvoHenten paarweise theilerfremd, Und mi^ 
bin in demselben Falle, wie wenn ^, und z^ theilerfremd wären. Also gib 
von diesen Quotienten Dasselbe, was in dem Falle (IV.) von den Zahlea 
^19 ^n ^1? ^2? ^/i-i selbrib«gilL Diesea ^hanptet (¥.)»; 



$. 19. Form. 7^9. 63 

Anm. 1. Die Beweise der verschiedmen Theile des Lehrsätze» be*^ 
mhen insbesondere darauf , dafs^ wenn zwei Zahlen in einer Gleichnng mit 
drei Gäedem einen Theiler gemein haben, derselbe nach ($.18.) aneb in 
die dritte Zahl aufgehen mufs. 

Anm. 2. Wenn man den gröfsten Gemeintheiler r„_^ zweier g^e- 
benen Zahlen z^ und z^ nach dem lje\iTSdXt^ ausrechnen will, so wird man 
wohl thun, nicht sowohl immer die echten positiven , oder immer die echten 
negativen Reste zu nehmen, sondern vielmehr immer die unbedingt echten 
oder kleinsten Reste. Denn da von jenen nach ($. 9. II.) die zeichenfreien 
Zahlenwertbe nur nothwendig kleiner als der ganze Divisor, von den tin- 
bedingt echten Resten dagegen die zeichenfreien Zahlenwerth^ nach (§. 9. IY.3 
nothwendig kleiner als die Hälfte des Divisors sind, so werden die Reste 
der verschiedenen Divisionen, wenn man die kleinsten Re^te nimmt, . schneller 
abnehmen und man wird, also damit eher zum Ziele gelangen. 

Es sei s^. B. ;S| = 9012 und ^2 = &^39, so ist die Rechnung nach den 
drei verschiedenen Arten folgende: 



7. 



/ 9012 - 


= 1.6459+2553 




1 
1 


6459 = 


= .2.2553-1-1353 


/ 9012 :^ 


= 2^:6459 — 3906 


i 2553 = 


= 1.1353-1-1200 


l 6459 = 


= 2.3906 — 1353 


Vl»53 c: 


= 1.1200+153 


13906 = 


»3.1353— 153 


/1200 = 


= 7. 153+ 129 


g ■] 1353 = 


= 9. 153— 24 


\ 153 = 


= 1. 129-j- 24 


\ 153 = 


= 7. 24— 15 


J 129 = 


= 5. 24+ 9 


J 24 = 


= 2.1 -l^— 6 


f 24 = 


=.2. 9+ -ö'. 


1 15 = 


= .3. l'l.Ö^^h' :-'3 


9 = 


c: 1. 6+ .3 


V 6 = 


=t 2. : ■■.^a-t-r-i; 


^ 6 = 


= 2. 3-j- 


■ •" 


- • 


■• 


/90I2 = 


= 1.6459+2553 






i 6459 = 


= 3.2553 — 1200 


- 




i 1 2553 = 


= 2.1200+ 153 


1 
* 


. « 


9. rV 12(X) = 


= 8. 153. -r 24 




• 


J (53 = 


= 6. 24+ 9 

1 






. . . . 1 ■24 = 


= 3. 9— 3 






1 \ 9 = 


= 3. 3+ 


\ 



\* 



In (7.) sind durcbw» die positiven «eAAm Reste, in (8.) dMnegiUiven 
echten tkeaie^ und in (9.> jdie unbedingt echtm Keele genommen. Die letzte 
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RediniiBg ist, wie sich «eigt, lUe kürzeste. Dw^röfste GemeintAieUer von 
;8i und z^' )iittd von allen Resten ri, r^, T), . • . . f^v^^. tso"vrie eÜBslPMore 
unmütetbgr u\d Einander folgender Reste ist hier r^^i =f3<.. i Abei 3 ist^ mehl 
der gröfste Gemeintheiler nicht unmitlelhar auf einandei* ^ 'folgender^ ^Resle. 
Z. Bw die beiden Reste 1 2üO und 24 in X?- u^d PO ba)>ew nicht »q^s 3 son- 
dern 24 zum gröfnien Cremeintheiler. ,. 'w.n • i •« \ . 



I J 
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iLehrjatz; :*• ■' ■ * .'i^')}; \ ••.'•'■•."•. •••)!)</ 

I. Wenn eine ganze Zahl ti zii jeder der beiden belieöij/en ' gäh' 
zen Zahlen z^, Z2 theiler fremd ist, so ist sie es auch zu ihrem Pro'^ 
duitez^Zj; gleichviel ob z^ und Zj ungleich odef^ einander gtete)^'* 
fhiiterveiruiändt' oder theilerfremd sind. 

II. Wenn eine untheilbari oder Sfammzähl p ^tn keirie dir b^^ 
dem ganzen Zählen Zi und z^ aufgeht^ so geht sie äuök in ihrProduct 
Z|Z2 nicht auf, gleichviel , ^ wie vorhin, was z^und Zi' seiH^^tM^eti: ' ^' 

Beispiele. No.l. Die Zahl w = 8 ist zu jeder der Zahlen Zj^=\b 
Qad)^iS2 = 2i theilerfremd: zu dem Product 2^4b;2 =Tä..21 == 315 is^ sie es 
gleichfalls. . ;..<:.. 

No. 2. . Die uiitheiljbare Zahl 1 1 geht in keine der beidekii il^ahlen %i 
= 24 und «2 =^ 81 auf; und in ihr Prodacl . «i z,. =? 24.81 = 1944 eben- 
falls nicht. : / 

Beweis von L A. Die Zahl u kann weder gkich t^ hoii^ gleich 
Zt sein, denn sonst wä^e sie zu ^i oder zu z^ nicht thmlBrfremd. $ie kann 
also nur kleiner oder gröfser sein, als die eine oder die andere dev beiden 
Zahlen Zx und 2^, z. B. als z^. 

B. Je nachdem u kleiner qder gröfser ist als z^^ setze man: 

u = ©«, + p,, 
z, = ©Pi±p,, 



:l.*'''.\"^'-. 
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«1 

»•2 


— @r,±ri, 

— @r,±r4, 


<4 1 

oder 2. i/ 









• *••••... i . . 

Pn-4 = ®P«-3 + P,.-2, 
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m> die t* titod die q simmtBch entweder t^o^m^ oder fuyative, oder um^ 
^(Knjlt eehte Reste bezeichnen; jedenfalls aber echh Reste. 

C. Zufolge (§. 19. I. und IV.) ist hier nothwendig, da z^ und u thei- 

lerfremd vorausgesetzt werden, nächst 

• * ■ -" • . 

3. .^n = f^ »ind (}„ = 0, auch 
.4. r,_i = ±l und p,_i = ±1, 

« p 

SO diifs sich, die beiden letzten Gleichungen in (1. u. 2.) auf 

Ar 

redoGiren. 

D. Nun multiplicire man die sämmtlichen Gleichungen ^1. und 2.)) 
sogleich anf (5. und 6.) Rücltsicht nehmend, mit z^^ so erhält man 

r,«2 Ä= ©r,« ±r3«a, 1 (f^z^ = @(»2«2±P3«29 

7 / nZ^ =^ ©r3«2 + r4«2^ g y e2«2 = ®(>3«2±(»4««^ 



r<i ^ und 0. < ^, , ^ 



^i.-3«a = ©»•i.r.a«2±«2 f (>n-^*i = ®Pn-a«2±«29 

r»«2«2 = @«2; \ P«-2*l = ®52. 

£7. Hätten nun in dem Falle z^ >u, auf welchen sich die Gleichun- 
gen (7.) beziehen, u und das Product z^z^ einen GemeintAeiler yl>>l, so 
mflfate dersdbe vermöge der ersten der Gleichungen (7.), nach ($. 18.), auch 
in riZ2 amf gehen, also in uz^ und riZ^ zugleich, mithin vermöge der zweiten 
Gleichung (7.), nach ($.18.), auch in r^z^^ folglich in TiZ^ und r,^, ^y^- 
gleich, folglich auch vermöge der dritten Gleichung (7.), nach (§. 18.), auch 
m r^Z2^ und so weiter; folglich zuletzt vermöge der vorletzten der Gleichungen 
(7.) auch in str,, mithin in u und Z2 zugldch^ was der Voraussetzung ent- 
gegen ist, also kann ein Gemeintheiler von u und ZiZ2^ z. B. X, mcA/ gröfeer 
sein als 1. 



F. Hatten in dem Falle z^<n, aufweichen sich die Gleichungen (8.) 
beliehen, u und das Product z^Z2 einen Gemeintheiler ^>t^ so mflfste 
derselbe vermöge der er^eit der Gleichungen ^.), nadi ($. 18.)) auch in 
(»1^3 Mifyehen, also in z^Z2 und (»i^rj Mf^feM> mithin VenMge der z\ 

9 
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Gleichung (8«)? w^ ($.18.)i auch in p,«) und fcdglidi in Qifn^ und ^^^^^^^ 
gleich, folglich anch vermöge der driiien Gleiehnng (8.)^ nach (§«18.>Viii 
ff%X2^ und so weiter; folglich zdetzt vermöge der vorletzten der GleichnngM 
(8.} auch in sr,, und mithin in u und Z2 zugleich; was wieder der Yorava- 
Setzung entgegen ist, so dafs auch hier ein Gemeintheiler X von m und ZiZt 
nicht gröfser als 1 sein kann. 

G. Es können also in keinem Fall u und das Product ZiZj einen 
Theiler X >> 1 gemein haben , insofern u und Z2 einen solchen Gemeinflieiler 
nicht haben oder theilerftemd sind. Dafs u und z^ ikeiierfiremd sind ist in 
fC) bedungen worden, weil ohne das nicht nothwendig die vorielzten Reste 
r^^i und ^„^i gleich 1 sein und folglich von den Gleichungen (7. und 8.) die 
vorletzten nicht Statt finden würden. Also folgt, dafe ti, m der Voraus^- 
Setzung, es sei sowohl zu Zi als zu z^ tAmlerfremd, andi nothwendig m dem 
Product Z1Z2 von z^ und z^ fheilerfremd sein mufs. 

Beweis von II. A Eine untheitbare Zahl p hat keinen andern Thei- 
ler ;> 1 als eich eelbst. Sie ist daher zu z^ und z^ immer theilerfremd, wenn 
sie nicht etwa selbst in z^ oder z^ aufgeht. Also folgt aus (L), dafs die 
untheilbare Zahl p, wenn sie nicht selbst in z^ oder in z^ aufgeht, anch in 
das Product Zi%2 von z^ und z^ nicht aufgehen kann; wie es (IL) bdk«iptet 

/• Übrigens findert sich an dem Beweise offenbar nichts, es ihögen 
z^ und Z2 einander gleich oder ungleich, zu einander theilerverwandt oder 
theilerfremd sein; dem Lehrsatz gemäfis. 

Anm. Der Beweis beruht zunächst auf dem Umstände, dafa znfolge 
($. 19.) die Gleichungen (4.) nur dann nothwendig Statt finden, wenn a 
itäA Zi und z^ theOerfremd sind; aufserdem auf dem Lehrsatz (^. 18.}. 

§.21. 

ErIäYi(eriing. 

■ . . ■ * 

' ■ ■ ■ .■ • . . 

^ Jede theilbpre ganze Zahl z Lann z. B. durch 

z = a^'b^cyd^ .... n" 

ausg^dfQqkt werdeUi wo die Factoren a^ b, c, d ,. .„• n von z entweder theil- 
bare, unter einander theilerverwandte, oder tbeilerfremde, oder ajuch uirtbeilhare 
gaoM Zablw; siein Jsöfmeny^e Exponeniw o, /?^ ;/, ^ . .. v aber notiwmH^ 
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Denn eine theilbare ganse ZaU « ist nichts anieres als das Product 
anderer ganzen Zahlen^ die selbst wiedennn theilbar, unter {eanandi^r tbeiler^ 
verwandt, oder theilerfremd, oder auch untheilbar sein kdnnen. . DiefenigiBn 
imtei; diesgii Faetoren^ w^che einander ^ieicA sind, wie z. B. aUe die, welche 
gleich; absind, geben für sich, in einander iQultiplicirt, eine Potmz mit jgsmz- 
aafaligett positiven Exponenten. Z. B. y?enn a. p^mal als Factor vorkon^mt,^ so 
9«tptal|t ,4«rau£; die Potenz a''/ hf wew es ßund vorkommt, gieht die Potenz 
b^ u. «^w^9 und das Pfoduct;aller dieser Potenzen macht die Zahl z aus. 

§. 22. 
. i: . Lehrsatz. 

I. Wemi von einer t/amsen Zahl z, die imcA (§. 21.) immer dureh 

1. z = a^Vc^cl' .... n' 

ausgedrückt werden kann, keiner der Fuctoren a, b, c, d, n niit ei- 
ner andern beliebigen ganzen Zahl u t heiler verwandt ist, so ist auch z 

■ • • • . ' • ■ « 

sdbstmit ü nicht theilerverwändt, sondern zu u theiler fremd. 

, IL Wenn von einer ganzen Zahl 

2. z =:a^b^cyd'^ .. . n»' 

keimer der -Pactoren a, b, c, d, n mit irgend einem der Factor en ai, 

bi, C|, kl einer andern ganzen Zahl 

ö» u = ai Ot Ci . • • • iCt 

tJ^^lervfrwandl ist^ so sind auch z und u seihst nicht thdUrperwandt, 
ßofßdem zu einander theilerfremd. ,. 

IIL Wenn die Factoren a, b, c, .... n und tii^ b,, Ci^ «^.«^ k, 
der beiden Zahlen z und u (2. u. 3.) sämmtlich Slammzahlen sind, und 

küner der Factoren a, b, c, n ist irgend einem der Factoren a^, b^, 

C|, k| gleich, so sind z und ix zu einander theilerfremd. 

Beweis von L Ä. Da nach der Voransselznn^ a fn (1.) zu u 

theÜ^tfremd il^V so ist es nach (§. 20. L) auch das Product a.ä oder 4f. 

Folglich sind a und a^ beide zu u theilerfremd. Also ist es nach (§. 20. L} 

auch ihrProi/fic^ a.ä^ oder o'. Also sind a an4 t^ beide ^nn theilerfremd, 

und folglich ist es auch ihr Product a.^:=^M\ Und eo weiter: Also ist 

zuletzt o" zu ti theilerfremd. 

9» 
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B. Aus gleidieii GrOnden mnd, d^i i, c, d, . . . . n sfimmdich der 

VorauseeMnmg nach zu u theilerfiremd sind, auch 6^, c^, d^^ n'^ w%m 

HbfiSlerfremA. U. s. w. 

C. Da weiter z. B. a"" und b^ beide zu u tbeilerfremd sind, 80 ist ee 
nach (§.20. I.) auch ihr Product aCb^. Und da demzufolge a*6^ und i^ 
(jB.) 6€tife zu ti theilerfremd sind, so ist es nach (§. 20. I.) auch ihr Pradmet 
af'b^c^. So ist weiter, aus gleichen Granden, ifb^e^d^ u. s. w. und folgfieh 

zuletzt z=: ifb^c^d^ n'' nothwendig zu u theilerfremd; wie es (I.) 

behauptet. 

Beweis von II. D. Da nach der Voraussetzung in (IL) keiner der 
Factoren ai , 6i , C| , — ki von u z. B. mit dem Factor a von z theiler- 
verwandt ist, so ist nach (I.) auch u seihst mit a nicht theilerverwandt. Aus 
demselben Grunde ist u auch mit keinem andern der Factoren von z theiler- 
verwandt. Also ist kein Factor von z mit u theilerverwandt und folglich nach 
(i.) auch z selbst nicht; gemäfs (IL). 

Beweis von III. Nur einander gleiche Stammzahlen sind theilerver- 
wandt; denn keine Stammzahl hat einen andern TheUer >>1, als sich selbst. 
Nun soll in (III.) keiner der Stammfactoren von z irgend einem der Stamm- 
factoren von u gleich sein: also ist keiner der Factoren von z irgend einem 
der Factoreb von ti. theilerverwandt , und folglich sind nach (Il.)oer imd n 
selbst einander nicht theilerverwandt, sondern theilerfremd. 

Anm. Der Beweis von (I.) beruht auf der wiederholten Anwendung 
des Lehrsatzes (§. 20. L). Der Beweis von (IL) beruht auf der Anwendung 
von (I.) zunächst auf die einzehien Factoren von z; der Beweis von (ID.) 
beruht darauf, dafs hier die Facloren von u und z von selbst in dem in (H.) 
vorausgesetzten Falle sind. 

§23. 

. . . ' 

Lehrsatz. 

Ifer jfröfsfe Gemeintheiler zweier tfunzen Zahlen z und u i^t 
das ProdMct aller derjenigen Stammfactoren, welche z.tm4 u 

aemein haben. 

. -^ ' } •«■'-. «... 

Beispiel. Per grö&te Gemeintheiler von, .^ , 

1., e = 8*.7M1.13M7^ und « = 3'.7M7'..19^ - 



ist 
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2. 3^7^I7^ 

JVtir 'die Stammfactoren von (2.) kommen in z und u zuglmch vor. 

Beweis. A. Man bezeichne das Product aller Stammfactoren, welche 
z nnd n gemein haben, durch v, die Producte der übrigen Stammfactoren in 
z und in n durch sr^ und ti|, so dafs also 

ist Hier ist — ^—^ nichts anderes als der Bruch — ^ im Zähler und Nenner 
durch die gleiche Zahl r multiplicirt. Also ist nach (§. 13. /. 8.) 

4. ±- ^^ 



U W| 

B. Nach der Voraussetzung sind in v alle diejenigen Stammfactoren 
von u enthalten, die zu^eich in z vorkommen. Also sind alle Stammfactoren, 
die Ui noch sonst enthält, von allen, die noch in Zi vorkommen, verschieden. 
Deshalb sind denn zufolge C§. 22. IIL) z^ und Ui in (4.) theilerfrefnd; das 
heifst, sie haben keinen Factor >>1 weiter gemein. Folglich ist v, nemlich 
das Product aller Stammfactoren, welche z und u getnein haben, der gröfste 
Gemeintheiler von z und u; wie es der Lehrsatz behauptet. 

§. 24. 
Lehrsatz. 

Wenn eine ganze Zahl z mit dner andern ganzen Zahl u auf' 
geht, so müssen unter den Stammfactoren von z nothwendig alle Stamm- 
factoren von u ohne Ausnahme vorkommen. 

Beweis. A. Es sei 

1. z = a'^b^c^d^ .... n\ 

yio a, b, c, . . . . n Stammzahlen sind. Käme in u irgend ein iStammfactor 
o vor, der keinem der Stammfactoren a, b, c, .... n gleich wäre, so ginge 
V in keinen dieser Factoren auf, also zuerst in a nicht Deshalb geht denn 
r nach (§,20. IL) auch in a.a^=a^ nicht auf; folglich auch nicht in a.i^ 
= 0^ u. s. w. , und folglich nicht in a*". Auch in b geht v nicht auf, folglich 
aus gleichen Gründen auch in b^ nicht. Eben so nicht in c^ ^ d^^ .... ii% 
also auch gemäfs (§. 20. IL) in a"6^ nicht, und auch nicht in a^b^.c^ = 
^b^c^ u. s. w. , mithin auch in z selbst nicht. 
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B. Wenn nun aber z mit dem Factor v von u nicht aufgeht, so 
geht auch nach (§. 15. I.) u selbst in z nicht auf. Es ist also, wenn u in 
z aufgeht^ nicht möglich, dafs u irgend einen Factor v habe, der Ton allen 
Stammfactoren von z verschieden w4re. 

§. 25. 

Lehrsatz. 

I. fVenn eifie ^atize Zahl u in das Pro du et Z|Z2 zweier ganzen 
Zahlen Zi und Zj aufyeht , und sie ist zu einer derselben, z»B. zu z^, 
theilerfretndj so miifs sie nothwendig in die andere Zj aufgehen. 

II. Ist dagegen u zu keiner der beiden Zahlen z^ und Z2 theHer^ 
frsmd, so kann u in das Product z^z, aufgehen ^ obgleich weder in Zi 
noch in z^« 

Beispiele. AVi. zu I. ti = l6 geht in a:,i^2== 75. 144 = 10800 
auf und ist zu 52:1 = 75 theilerfremd. Deshalb mufs u^=^\b In 22^2 = 144 
aufgehen. 

iVo. Ä. zu II. ti = l2ü ist weder zu 3:4=75 noch zu z^ = 144 theiler- 
fremd und geht in a;iar2= 75. 144= 10800 auf, obgleich weder in 75, noch in 144. 

Beweis von I. A. Da u in das Product z^z^ aufgehen soll, so 
müssen nach (§. 24.) in diesem Product alle Stammfactoren von u ohne Aus- 
nahme vorkommen. Nun sollen z^ und u theilerfremd sein, das beifst, es 
soll in z^ keiner der Slammfactoren von u vorkommen. Also mflssen alle 
Stammfactoren von u ohne Ausnahme in z^ allein vorhanden sein, und folg- 
lich mufs u selbst, welches das Product seiner Stammfactoren ist, nothwendig 
in z^ aufgehen. 

Beweis von II. B. Sind u und z^ nicht theilerfremd, so hat z^^ 
mit u Slatnmfocloren geinetn ; angenommen nicht alle. Enthalt nun das Pro- 
duct Z1Z2 die vet^scbiedenen Stammfactoren von n zuisammen nur gerade so 
oft, als sie in ti vorkommen, welches schon hinreicht, damit u in i^idr, auf- 
gehe, so enthfilt "Z2 nicht mehr alle Stammfactoren von U, indem' Zi schon 
einige duVon wegnimmt. Also gcfHt in diesem Falle ntick (§. 24.) * nicht mehr 
fn Z2 Bfuf, eben so Wenig wie Sn Zi^ obsthon gleicTiwohl in fir/aro. 



.\ 
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S. 26. 
Lehrsatz. 
Wenn eine ganze Zalil z mit jeder der verschiedenen Zahlen Ti, 
Vt, V], .... V« aufgeht, eo geht sie auch mit ihrem Product 

1 • U ■ ' V| Vj Vj • • • • y n 

Hfl/", Jedoch nothwendiff nur dann, wenn kdne der Zahlen v einen Stamm- 
faetor mit der andern gemein hat. 

Beispiel 1. Die Zahl z^==^lb^iyO geht mit jeder der drei Zahlen 
8^ 21 uad 25 auf, deren keine einen Stammfactor mit der andern gemein hat. 
D^halb geht sie nothwendiff auch mit ihrem JPro^c^ 8.21.25 ;=4'i(K) auf. 

2. Die Zahl 5( = 75600 geht mit Jeder der drei Zahlen 12, 35 und 
105 auf 9 welche Stammfactoren mit einander gemein haben, nicht aber mit 
ihrem Product 1 2 . 36 . 1 05 = 45360. 

Beweis. A. Da nach der Voraussetzung z mit v^, v^^ if%^ .... i?« 
aufgehen soll, so mässen nach (§.24.) unter den Stammfacloren von z alle 
Stammfactoren von t^i, r,, V3, . . • . v„ ohne Ausnahme, also alle Stammfac- 
toren von u sein. 

B. Es geht also nothwendig z eben sowohl z. B. mit Vi auf, als u. 

Seist man daher 

2. z =^ ViZi^ 
so ist Zi eine ganze Zahl. 

C. Sind nun alle Stammfacloren jedes der Factoren v von denen der 
übrigen verschieden ^ so wird durch die Division von z durch v^ keiner der 

Slammfactoren von v^, v^, v„ weggenommen; mithin enthält «1 in (2.) 

noch alle diese letzteren Stammfactoren vollständig. 

D. Nun ist zufolge (2.) 



z v,z 



3. JL ^ — Li±i — = — ju_ — (§.13. /, a) 

und es kann :Ci , da es noch alle Stammfactoren von r, , 93, v„ enthält, 

durch ^2 dividirt wwden, so dafs, wenn man 

setzt, «2 oine ganze Zahl ist. Und zwar enthält wieder z^ noch alle Stamm- 
factoren von 1^3, t?4, v„ vollständig. 

E. Vermöge (3. u. 4) ist weiter 



5. 



^ ^'i^t ^« 



WO . wiederum «s init IS aufgeht. 
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F. Fährt man so fort, so findet sich zuletzt 

Z Zn—l 



6. 



U Vn ' 



WO z„^i noch alle Stammzahlen von v^ enthalten mufs und folglich mit v uufgehL 

Also ist — nothwendig eine gante Zahl; das heifst, z geht nothwendig 
mit dem Product ti = r^ ro 1^3 — v^ auf; wie es der Lehrsatz behauptet. 

G. Sind dagegen nicht alle Stammfactoren jedes v von dem jedes 
anderen v verschieden, so kann es sein, dafs z. B. schon bei der Division vott 
z durch Vi in (0.) Factoren von z weggenommen werden , die auch noch 
für ein anderes r^ z. B. für r, nöthig sind, und folglich sind dann in (4.) nicht 
mehr nothwendig alle Stammfactoren von r, , t^a , r« , .... v„ in z^ enthalten. 
Mithin geht dann in diesem Fall Zi schon nicht mehr nothwendig mit Tj auf, 
und folglich auch z nicht mit n. 

§. 27. 
Lehrsatz. 

Zwei ganze Zaiilen z und y können einander nicht andere gleich 
sein, ah wenn die eine alle die Stammfactoren der andern ohne Aus* 
nähme enthält^ und auch keine mehr; so dafs also eine ganze Zahl 
nur auf eine einzige Art durch die Multiplication aus Stammfactoren 
zusammengesetzt werden kann. 

Beweis. Wenn z = y sein soll, so mufs y in z und z m y auf'- 
gehen. Damit y in z aufgehe, mufs vermöge (§. 24.) z alle Stammfactoren 
von y enthalten; also keinen weniger als y. Und damit z in y aufgehe, 
mufsy alle Stammfactoren von z enthalten; also y keinen weniger als z; folglich 
z keinen mehr als y. Es mufs also z alle Stammfactoren von y enthalten, keinen 
weniger und keinen mshr als y, und umgekehrt. Folglidi kann eine ganze Zahl 
nur auf eine einzige Weise ein Product von Stammfactoren sein. Andere Stamm- 
factoren geben Zahlen, die nicht mehr in die vorige aufgehen und folglich auch 
nicht ihr gleich sein können. 

§. 28. 
Lehrsatz. 

L Eine ganze Zahl ist immer gerade, das heifst^ sie geht mit 2 
auf, wenn entweder nur einer oder wenn mehrere ihrer Factoren gerade 
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sind. Die Zahl kann nur dann ungerade sein, das keifst, nicht mit 2 
anfgehen, wenn kein einziger ihrer Factor en gerade ist. In diesem 
Falle aber ist z nothwendig ungerade. 

II. Alle Stammzahlen , aufser der einzigen Stammzahl 2, sind 
ungerade Zahlen. 

III. Jede gerade Zahl kann durch 

1. 2ran-fO + 2, +4, +6, +in, oder auch 

2. 2mn-fO + 2, ±4, ±6, .... ±(in — 1) 
ausgedrückt werden^ tto n Jede beliebige Zahl und m in (1.) jede gerade, 
in (2.) Jede ungerade Zahl sein kann. In (1.) ivird durch 2mn + m eine 
und dieselbe Zahl doppelt ausgedrückt; in (2.) nicht. 

IV. Jede ungerade Zahl, also auch Jede Stamm zahl > 2, 

kann durch 

3. 2mn+l, +3, +5, ±(ni — I), oder durch 

4. 2ran + l, +3, +5, + m 

ausgedrückt werden^ wo njede beliebige Zahl und m in (3.) Jede gerade, 
in (4.) Jede ungerade Za/d sein kann. In (4.) wird durch 2mn + m 
eine und dieselbe Zahl doppelt ausgedrückt; in (3.) nicht. 

Beweis von I. A. Wenn einer oder mehrere Factoren der Zahl z 
gerade sind, also mit 2 aufgehen, so müssen diese Factoren unter ihren Stamm^ 
factoren nothwendig die Stammzahl 2 haben. Also kommt 2 unter den Stamm- 
factoren von z ein- oder mehreremale vor. Kommt aber der Stammfactor 
2 auch nur einmal vor, so geht z mit 2 auf. Also ist die Zahl z immer 
gerade, sobald nur einer oder auch mehrere ihrer Factoren gerade sind. 

B. Ist kein einziger Factor von z gerade, das heifst, geht keiner der- 
selben mit 2 auf, so kommt in keinem, und folglich auch in z selbst nicht, 
der Stammfactor 2 vor. Mithin geht dann, und nur dann, z mit 2 nicht auf 
und ist folglich nothwendig ungerade. 

Beweis von II. C. Eine Stammzahl >>2 kann deshalb keine gerade 
Zahl sein, weil sie sonst mit 2 aufgehen, folglich einen Theiler >1 haben 
müfste, und mithin keine Stammzahl sein würde. 

Beweis von III. D. Dafs alle die durch (l.u. 2.) ausgedrficktea 
Zahlen gerade sind, ist ofiFenbar; denn sie gehen alle mit 2 auf. 

Dafs es keine andern geraden Zahlen weiter gebe, als die, welche 
durch (1. u. 2.) ausgedrückt werden, lafst sich am kürzesten an 

Werlhen von m zeigen. 

10 
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a. Es sei zuerst für gerade tn^ z.B. m = 6, also 2m =^ 12, so 
werden aUe gerade Zahlen 0, 2, 4, 6, 8 etc. der Reihe nach wie folgt ans- 
gedrQckl : 

0.12, 0.12 + 2, 0.12 + 4, 0.12 + 6, 

1.12 — 6, 1.12—4, 1.12 — 2, 1.12, 1.12 + 2, 1.12 + 4, 1.12 + 6, 

^ ^2.12 — 6, 2.12 — 4, 2.12 — 2, 2.12, 2.12 + 2, 2.12 + 4, 2.12 + 6, 

3.12 — 6, 3.12—4, 3.12 — 2, 3.12, 3.12+2, 3.12 + 4, 3.12 + 6, 

Für die erste horizontale Reihe ist n=:0, und die Zahlen, welche in dieser 
Reihe stehen, werden durch 2»i.0 + 0, 2, 4, 6 (=r/i) ausgedrückt. Für die 
zweite horizontale Reihe ist n = l, und die Zahlen, welche in dieser Reihe 
stehen, werden durch 2iw.l±0, +2, +4, +6(=»i) ausgedrückt. Für die 
dritte horizontale Reihe ist n = 2 ; die Zahlen, welche in dieser Zeile stehen, 
werden durch 2yn.2 + 0, +2, +4, +6(=m) ausgedrückt; u. s. w. Allgemein 

also drückt, für irgend ein n, 2mn + 0, +2, +4, ±m jede mögliche 

gerade Zahl aus. Dabei ist die letzte Zahl jeder Reihe dieselbe, wie dio 
erste der nächstfolgenden Reihe: also drückt 2mn±m eine und dieselbe Zahl 
doppell aus. 

b. Es sei für ungerade m, z. B. »i = 5, also 2r/i= 10, so werden 
alle geraden Zahlen 0, 2, 4, 6, 8, etc. der Reihe nach wie folgt ausgedrückt: 

0.10, 0.10+2, 0.10 + 4, 

1.10—4, 1.10 — 2, 1.10, 1.10 + 2, 1.10 + 4, 

6. <(2.10 — 4, 2.10 — 2, 2.10, 2.10 + 2, 2.10 + 4, 

3.10 — 4, 3.10 — 2, 3.10, 3.10+2, 3.10 + 4, 



Hier ist der Ausdruck der Zahlen in der ersten Zeile 0.10 + 0, 2, 4 
(=m — 1), derer in der zweiten Reihe 1.10 + 0, +2, ±4(=jw — |), derer 
in der dritten Reihe 2.10 + 0, ±2, +4 (=r/i — 1); und so weiter. Allge- 
mein also drückt 2i»ii + 0, +2, +4, — +{m — 1), mit irgend einem Werlh 
von n, jede mögliche gerade Zahl aus. Dabei aber kommt, in dem gegen- 
wärtigen Fall eines ungeraden m, anders wie in (5.) für ein gerades m, 
keine Zahl zweimal vor, und keine wird also doppelt ausgedrückt. 
Dieses ist zusammen, was (HI.) behauptet. 
^' E. Auf eine ähnliche Weise läfst sich zeigen, dafs die durch (3. u. 4.) 

ausgedrückten Zahlen, welche offenbar alle ungerade sind, weil keine mit 2 
aufgeht, alle ungleichen ungeraden Zahlen sind. 
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a. Es sei zuerst für gerade m, z. B. wieder »1=6, also 2m =12, so wer- 
den alle ungeraden Zahlen J^ 3, 5, 7, 9, . . . . der Reihe nach wie folgt ausgedrückt: 

0.12+1, 0.12 + 3, 0.12 + 5, 

1.12 — 5, 1.12 — 3, 1.12—1, 1.12+1, 1.12 + 3, 1.12 + 5, 

7. p.i2 — 5, 2.12 — 3, 2.12-1, 2.12+1, 2.12 + 3, 2.12 + 5, 

3.12 — 5, 3.12 — 3, 3.12 — 1, 3.12+1, 3.12 + 3, 3.12 + 5, 

Die Zahlen in der ersten horizontalen Reihe werden durch Ow+0, 1, 3, 
5(=:f/i— 1) ausgedrückt; also ist für sie n==0. Die Zahlen der zweiten 
Reihe werden durch 2jii.1 + 1, +3, +5(=m— 1) ausgedrückt; also ist für 
sie n = l. Die der dritten Reihe werden durch 2y/i.2+l, +3, +5(=m — 1) 
ausgedrückt; also ist für sie 11= 2; und so weiter. Für irgend einen Werth 

von n drückt also 2mii + l, +3, +5, ±(rn — l) Jede mögliehe ungerade 

Zahl aus, und zwar keine zweimal; denn in (7.) ist keine der Zahlen dieselbe. 
b. Für ungerade m sei wieder m = 5, also 2f/i=10, so werden 
alle ungerade Zahlen 1, 3, 5, 7, 9,... wie folgt ausgedrückt: 

0.10+1, 0.10+3, 0.10+5, 

1.10 — 5, 1.10 — 3, 1.10—1, l.lO+l, 1.10+3, 1.10+5, 

8. {2.10 — 5, 2.10 — 3, 2.10—1, 2.10+1, 2.104-3, 2.10+5, 

3.10 — 5, 3.10 — 3, 3.10—1, 3.10+1, 3.10+3, 3.10+5, 

Die Zahlen der ersten horizontalen Reihe werden durch 2»i.0+l, 3, 5(=«i) 
ausgedrückt, und es ist für sie n = 0. Die Zahlen der zweiten Zeile werden 
durch 2III.1 + 1, ±3, ±5(==m) ausgedrückt, und es ist für sie n=l. Die 
Zahlen der dritten Reihe werden durch 2//I.2+ 1, +3, +5(=f/i) ausgedrückt, 
und es ist für sie n = 2; u. s. w. Also drückt allgemein 2mn+l, +3, 
+ 5 , .... ± »» für irgend ein n jede mögliche ungerade Zahl aus ; und zwar 
je die letzte in den verschiedenen Reihen zweimal y denn je die erste in den 
nächstfolgenden Reihe sind dieselben. 

Dieses ist zusammen was (IV.) behauptet. 

Anm. F. Für die ungeraden Stammzahlen setzt man am gewöhn- 
lichsten 171 = 2 und drückt sie also nach (3.) durch 

9. 4» + ! 
aus; denn mehrere Eigenschaften der durch 4it+l bezeichneten Stammzahlen 
sind, wie sich weiter unten ergeben wird, von denen der Stammzahlen 4ii— 1 
wesentlich verschieden. 

10» 
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§. 29. 
Lehrsatz. 

Es werde die beliebige ganze Zahl z durch ihre Stammfactoren 

a, b, c, d, n auegedrückt, nemlich nach (§.21.) durch 

1. z = a^b'^cyd^ n% 

wo a^ ß^ Y^ d^ V ganze positive Zahlen sind. Alsdann geht 

L Jedes Glied der Reihe j welche das Product 

2. P = (^f-a-f-a^...+a«)(l+b+b^...+b'')(l+c + c^...^-cy)... 

... (I-fn4-n\...+nO 

entwickelt giebt, in z auf. Auch hat z keine andern Theiler aufser 
diesen Gliedern. 

II. Die Anzahl der Theiler von z ist, die Einheit und z mit ein^ 
geschlossen , 

3. r = (a + l)(y3 + l)(,.+ l) .... (v+1). 

III. Ist T (3.) eine gerade Zahl, so sind ^r Thmler von z kleiner 
und ^T Theiler gröfser als die Quadratwurzel aus z. Ist r tin- 
gerade, so sind ^(t — 1) Theiler von z kleiner und ^(r— 1) Theiler 
gröfser als die Quadratwurzel von z. Die Zahl z ist in diesem Falle 
eine Quadratzahl; alle die Zeiger a^ ß^ y^ .... v sind dann nothwen- 
äig gerade, und der eine noch übrige Theiler von z, der durch 

4. )/z = a*« b*^ c*y . . . . n**' 
ausgedrückt wird, ist die Quadratwurzel von z. 

IV. Die Summe aller Theiler von z ist 

^ a«+* — 1 hß^^ — 1 cr+^—i n*^^-^— 1 

a — 1 b — 1 c — 1 n — 1 

Beispiel 1. Es sei 

6. « = 2^3^5 = 360, 

also 

7. a = 2, * = 3, c = 5, a = 3, /?= 2, y = 1. 

Alsdann ist nach (1.) 

8. P = (i + 2+4+8)(l4-3 + 9)(l + 5), 
und dieses giebt, entwickelt: 
9. P= 1 + 24-4+84-3+6 + 124-24+9+18+36+7:2 + 5+10+20 

+ 404-15+30+60+120+45+90+180+360. 
Jedes Glied dieses entwickelten Products geht in z = 360 auf and es giebt 




M. ±1 


o 




2—1 






2. 


Es sei 


SO 


dafs 




13. 


' ist^ 


, so 


ist 


in (1.) 



S. 29. Fonn. 10 — 18. 77 

keinen andern Theiler von z aufser diesen Gliedern. Die Anzahl r der Thei- 
lep ist 24, und (3.) giebt, wie gehörig, 

10. T == (3+l)(2-fl)(l+l) = 4.3.2 = 24. 
T ist hier also gerade. Die ^r = 12 Theiler 1, 2, 4, 8, 3, 6, 12, 9, 18, 
3, 10, 15 sind kleiner als die Quadratwurzel von z, welche zwischen 18 und 
19 liegt; die übrigen 4^1: = 12 Theiler sind gröfser als ^z. Die Summe s 
der Theiler beträgt 1170, und wie gehörig giebt (5.) * 

44 . 2* — 1 3» — 1 5»-l _ 15 26 24 _.- .^ ^_.,^,. 

•i A • R A ~~" 1*9*4. 1 O • 1 1 / U. 

12. z = 2*. 3' = 144, 
a = 2, * = 3, = 4, ß — 2 

14. P = (l+2 + 4-j-8+16)(l+3 + 9), 
und dieses giebt, entwickelt: 

15. P = 1+24-4+8+16 + 3-f 6+12 + 24+48 + 9+18+36 + 72+144. 
Alle Glieder dieses entwickelten Products sind aufgehende Theiler von ;s=144, 
und es giebt keine andern. Die Anzahl t dieser Theiler ist 15, und (3.) 
giebt, wie gehörig, 

16. T = (4+0(2+1) = 5.3 = 15. 
r ist hier ungerade. Die ^(r— 1) = 7 Theiler, I, 2, 4, 8, 3, 6, 9 sind 
kleiner als die Quadratwurzel von ä, welche 12 ist ; die \{r — I ) = 7 Theiler 

16, 24, 48, 18, 36, 72 und 144 sind gröfser als die Quadratwurzel aus 5 
Der letzte, löte Theiler ist 12, nemlich 

17. iz = 2*. 3* = 2^3 = 4.3 = 12. 
z ist hier eine Quadratzahl. Die Summe der Theiler ist 403, und wie ge- 
hörig giebt (5.) 

18. , = -^5^..^£_L = ^.^ = 31.13 =403. 

Beweis von I. A. z kann nicht mit andern Stammzahlen als a, 
b, c, dy .... n aufgehen (§. 14. II. u. §. 24.). Es geht aber nach (§. 14. 1.) 
mit a, b, Cf .... n und mit allen Potenzen von a, b^ Cy .... n auf, deren 
Zeiger nicht höher sind als a, /9, /,.... 1/, und mit keinen andern; so wie 
mit allen Producten dieser Potenzen; denn alle diese sind Factoren von z. 
Es kommt daher nur darauf an, die verschiedenen mögliehen Producte jener 
Potenzen zu finden. 
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B. Wfire zuerst blofs 

19. z^af'b^, 
so w ären die sammllichen möglichen Theiler von z die Potenzen o*^ = 1 , a\ 

Ä% «', fl** von a, und ä"=1, ä*, J% ä% .... 6'' von b, nebst allen 

möglichen Producten derselben. Man findet dieselben alle, nemlich die Pro^ 
ducte und A\e Potenzen selbst, wenn man l-fö-f«^ •••• + «" mit l-f^-f*^.** 
. . , ^ fc/» multipticirt. Denn zuerst Imal 1 -f « -j- «^ • • • • -f «" giebt alle Potenzen 
von a, welche vorkommen können. Darauf ftmal 1-f a-f-^^-«** -f ^ S^^^^ ^^ 
möglichen Producle jener Potenzen mit b, so wie b selbst. Ä^mal l-fii-|-a^... 
. • . -f a" giebl alle möglichen Producle der vorkommenden Potenzen von a mit 
ft', so wie b^ selbst. Und so weiter. Die Multiplication von 1-f Ä-f ^^••••"1"^" 
mit 1-}-A-j-*^**«*-f *'' g^6l>' ^Iso alle möglichen Producte der hier vorkommen- 
den Potenzen von a, mit allen vorkommenden Potenzen von b, und zugleich 
die Potenzenvon a und b selbst; also Alles, was gesucht wird. Mithin sind die 

verschiedenen Glieder des Productes (1 -{-«-{-^^••••+^) (' + *+*^---f-*^) 
sdmmtlich Theiler von z = a''b^ (19.) und es giebt keine anderen. 

C Es sei ferner 

20. z = a°bf^c^, 
so gehen offenbar in z zunächst alle Theiler von (f b^ auf, und keine anderen 
mit nur a oder b zu Stammfactoren. Sie gehen aber alle auch dann noch 
in z (20.) auf, wenn man sie noch mit c, mit c^ , mit c^ u. s. w. bis e^ mnl- 
liplicirt; jedoch nicht mehr, wenn sie mit einer höheren Potenz von c als c^ 
multiplicirt werden. Also findet man die sdmmtlichen Theiler von z (20.), 
wenn man diejenigen von z (19.) mit \^ c, c, .... c^ multiplicirt. Die sAmmt- 
liehen Theiler von z (19.) waren die Glieder des Products (l-f-Ä-[«^--.-f fl*) 
(l'\-b'\-b\...-\'b^) (J?.), also sind die Glieder des Products (t-fa-f^'**««"f ^) 
(I-|-ft-l-6-....-^-*^)(l + c4-c^...-f-^>') sfimmlliche Theiler von z (20.), und 
es giebt keine andern; denn es können keine höheren Potenzen von'c vor- 
kommen als c^: die Theiler 1, c, c\ .... c^ selbst aber, mit welchen z eben- 
falls aufgeht, finden sich in dem Product durch das Glied 1, welches in 
(1-| a-j fl^...-} a")(l+6+*^.'.. + *0 vorkommt, ebenfalls. 

D. Ganz auf ähnliche Weise folgt, dafs man, im Fall 

21. z = ifb^c^d^ 
ist, alle möglichen Theiler von z findet, wenn man der Reihe nach alle Th^- 
ler von z (20.) mit 1, d, d^, . ... d^ multiplicirt, folglich, da jene Theiler 
nach (C.) die Glieder des Products (I +a-}n^. ..+««) (l+*+**.,..ff-*'') 
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(l4-c + c^««»«+^0 sind, wenn man dieses Product noch mit l-{-d'\'d^....'\-d^ 
multiplicirt ; nndj so weiter; so dafs also zuletzt die Glieder des Products P (2.) 
alle möglichen Theiler von z (1.) sind; wie es (F.) behauptet. 

Beweis von II. E. Die Anzahl der Glieder des ersten Factors 
1-f Ä + ö^.««»-}-«" von P (2.) ist a-jl- Multiplicirt man diese Glieder mit 
den ß'\'i Gliedern des zweiten Factors 1-|- 6 -|ä*. •..-}- A'*, so liefert ^Vrfe* 
Glied dieses zweiten Factors a-j-l Producte, also giebt die Multiplication der 
beiden Facloren überhaupt (a-fOC/^-f 1) Glieder; und zwar sind alle diese 
Glieder unter sich verschieden. Denn die ersten unter sich verschiedenen 
a-fl Glieder, welche aus der Multiplication von 1] «-] a^....-f a" mit 1 ent- 
stehen, enthalten kein bj die zweiten a-f 1 Glieder, welche aus der Multipli- 
cation von l'\-a'\'ä^ ....-^-0!" mit b entstehen, enthalten sämmtlich b, aber 
keine höhere Potenz von b; die dritten a-j' ^ Glieder, welche aus der Mul- 
tiplication von l-f«-|"Ä' ••••-[-«" niit 6^ entstehen, enthalten sämmtlich ä-, 
und keine höhere Potenz von b u. s. w. Also sind die {cl -\- 1) {ß -\A) Glieder 
sämmtlich von einander verschieden. 

F. Multiplicirt man weiter die sämmtlichen (a-|-')(/^"l ') Glieder, 
welche das Product (l + a-f a'....-fa") (I -[6-f-6^-f ••..-} *^) enthält, .und 
welche sämmtlich Theiler von z sind, mit den y-f 1 Gliedern von \'\-C'\-c^... 
..•-f^^ so entstehen, da jedes dieser Glieder («-j- 1 ) (/?+ 1 ) Glieder liefert, zu- 
sammen («-f i )(/?-{- 1 ) (y+ 1 ) Glieder, die alle wieder von einander verschieden 
sind, weil die ersten unter sich verschiedenen («-{!) (/?-}- 1) Glieder gar kein 
c, die zweiten (a-j l)(/34- l) von c herkommenden Glieder sämmtlich c als 
Factor, die dritten («-|t )(/:?-{ I) von c^ herkommenden Glieder sämmtlich c^ 
als Factor enthalten, u. s. w. 

So folgt dann, wenn man weiter mit der Multiplication der Factoren 
von P (2.) fortfährt, dafs die Anzahl der Glieder dieses Products gemäfs 

(3.) T = (a-f l)(/9-|-l)(y+0 •••• (^+0 ^st; und alle diese Glieder sind von 
einander verschieden. Das ist was (II.) behauptet 

Beweis von HI. G. Da z (1.) mit allen Gliedern des Products P 
(2.) aufgeht, so ist, wenn z^ irgend eines dieser Glieder und z^ den Quo- 
tienten von z dividirt durch z^ bezeichnet, 

wo Z2 eine gatize Zahl ist. Hieraus folgt, dafs auch der Quotient z^ in z auf- 
gehen und folglich nothwendig ebenfalls eins von den Gliedern des Products 
P sein mufs. Zn jedem Gliede des Products P gehört also nothwendig ein 
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zweites f welches, mit ihm multiplicirt, z giebt. Aber die Glieder des Pro- 
ducts P sind alle unter sich verschieden (F.) : also können in (22.) Zi und s^ 
einander nicht gleich sein , es wäre denn , dafs z^ mit ^cA «e/A«/ multiplicirt 
z gdbe und also ;s eine Quadratzahl wäre. 

Ist dies nicht der Fall, so ist nothwendig Zi entweder kleiner oder 
gröfser als ^z. Zu jedem Zi<^^z gehört aber, wegen z^Z2 = z (22.), ein 
Z2Z>i^ Also giebl es in solchem Falle gerade eben so viele Glieder <i}^z 
als Glieder > ]^z^ und folglich von jeder Art ^t. 

Ist dagegen ein Glied vorhanden, welches, mit sich selbst multiplicirt, 
z giebt, so bleiben noch t — 1 Glieder übrig^ und diese sind dann alle, ent- 
weder <iiz oder >^^z. Von diesen % — 1 Gliedern gilt wieder dasselbe wie 
vorhin; und folglich sind ihrer ^(r — 1) kleiner und ^(r — 1) gröfser als y^z. 
Das übrig bleibende eine Glied ist =]/r. 

H. Aber die Zahl r der Glieder selbst entscheidet, ob ein «i statt 
finden könne, welches, mit sich selbst multiplicirt, z giebt. Ist nemlich t 
gerade^ so ist ^r eine ^/ina^^Zahl und folglich bleibt, da nach QGS) ^r Glieder 
kleiner und |t Glieder gröfser als ]^s sein müssen, kein Glied übrig, welches 
gleich ^z sein könnte. Die Zahl % (3.) ist aber nach (§. 28. 1.) immer gerade^ 

wenn auch nur ein einziger ihrer Factoren «-j-1, /?-fl, y-fi^ v\\ 

gerade, also nur ein einziger der Exponenten «,/?,;/, v ungerade ist. 

In solchem Falle also giebt es keine Quadratwurzel aus «, die eine ganze 
Zahl wäre. 

Ist dagegen r ungerade, so ist \{r — 1) eine ganze Zahl, und da als- 
dann \{t—1) Glieder kleiner und i (t— 1) Glieder größer als y^z sind (6r.), 
so bleibt ^m 67?Vrf übrig, welches, mit sich selbst multiplicirt, z giebt. Es 
ist aber r nach (§. 28. 1.) nur dann ungerade, wenn keiner der Factoren a -}- 1 , 
/?4-I, Y'\-^^ — ^+ ' gerade, also wenn keiner der Exponenten a, /3, y, ... 
. . . ?' ungerade ist. Also ni/r in diesem Fall giebt es eine ganzzahlige Qua- 
dratwurzel von z. Dieses zusammen ist was (III.) behauptet. 

Beweis von IV. /. Die Summe der sämmllichen Glieder des ent- 
wickelten Products P (2.) ist der Werth des Products selbst. Nun ist 

23. l-fa-j-a^J ö^...-{-a« = -?—^=lL, 

' ' ' ' a — l ' 

denn multiplicirt man hier rechts und links mit a — 1, so ergiebt sich 
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tvie göbörig. Eben so ist i-j ft + Ä* . . . . -f M = ^^^ ', l4-c^c»....cy = 

■ , i • . . • ■ ■ ■ t ' 

-^r-7-9 n.4« w. Also, lafst $ic)i Pf dessen fT^^M in (5.) durchs bezeichnet 
wurde, wie folgt aasdra<^enT 



25. 



• • • • 



^ a-1 ^^1 ■ c^l •'•• w-1 ' 

wie (IV.) es behauptet. 

Anm. Die Hauptmomente in dem Beweise sind, dafs der Ausdruck (1) 
von X mit keinen höheren Potenzen von a^ b, c, .... n aufgeht, als mit 
denen, deren Exponenten a, /9, /, .... v sind; sodann, dafs alle diese Poteh- 
xen in- den Gliedern des Products P (2.) vorkommen; und endlich, dafs alle 
Glieder des Products P von einander verschieden sind. 

§.30. 

Lehrsatz. 

Jede Menge von Einheiten, also jede ganze Zahl z^ kann, wenn 
a eine beliebige andere, kleinere Menge von Einheilen bezeichnet, durch 

1. z =^ Xm a -J- Xqi.| a -[- x,n— 7 ® I" Xp,_3 a .... -|- X| a -|- Xg 
ausgedrückt werden, wo die x sämmtlich ganze Zahlen und sämmtlich 
kleiner als a sind, m ist ebenfalls eine ganze Zahl, deren Gröfse sich 
nach % Und a richtet. Die x können für ein -^ und dasselbe % und z jedes 
nur einen Werth hüben. Bästimmt man für die verschiedenen Werthe, 
welche die x haben können, und deren a — 1 sind\^ ausschUefsUche , will'- 
kürliche Zeichen, und dann noch für Null ebenfalls ein Zeichen, so 
kann z durch diese Zeichen, blofs der Reihe nach hinter einander ge^- 
schrieben, ausgedrückt werden, ohne a selbst zu sehreiben. Dieses Mittel 
Mengen von Einheiten auszudrücken, giebt die Zahlensysteme. Die 
Zachen für die verschiedenen möglichen Werthe von x sind die Ziffern, 
und die verschiedenen Potenzen von a werden als eben so viele versckiem 
dene Einheiten betrachtet, deren Werthe die Stellen der Ziffern schon 
ausdrücken. In 4eoi üblichen dekadischen Zahlensgßtem enth^t a zehn 
Einheiten, und die a — 1 Ziffern 1, 2, 3, 4, 3, 6, 7, imd 9, f^bst dem 
Zteiehen für NuUp reiche^ hin, jede Menge z ponfüf^keiten, also Jede 
gßnsfe Zahl auszudrücken. 

Beweis. A. Welobe Menge von Einholen Ancb'«MUialtM mag: 
ai wird! iHunec '^Mchr vtiedeiMte MiütipliMtioö^ vom m MU^äeh wäbsü^ sobrid 
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a mehr als eine Einheit enthfilt, s^ einer Zahl aT" su gelangen sein^ ^ia^ w€|n|i 
man sie noch einmal mit a multiplicirt, eine Zahl giebt, welche gröfser ist 
ab z. Denn durch wiederholte Multiplieation mit a kann man ilie Menge d^r 
Einheiten in dem Product bis in's Unendliche yargröfseriL ;« 

B. Ist nun a*^ diejenige Potenz von a, welche noch klaner als z 

ist, aber, noch einmal mit a multiplicirt, eine Zahl giebt, die größer ist als z^ 

so wird sich z durch 

2. s = or^ a"" -f rj 

ausdrücken lassen, wo x^<ia und ri<iär ist. Dran wär^e x^ gleich 9 

oder >«, so wäre ar^ «'" -f r^ gleich Ä'"+*4"ri9 «ko grüßer als «, gegen 

die Voraussetzung; r| aber kann immer <ia'^ gemacht werden, da. mw iw 

n*^ so oft von z abziehen darf, als es möglich ist. 

C. Da also r^<ia!^ ist, aber möglicherweise ^ä*""* sein kann, so 
wird sich aus gleichen Gründen r, wieder wie folgt ausdrücken lassen: 

3. r, = x^^, äT-' 4- r, , 
wo wieder x^^^ nothwendig <ia und r2<;«'"~* ist. Eben, so wW weiter 



*■ . 



gesetzt werden können, bis man zuletzt auf eiB r kommt, welches kidner ab 
a selbst ist und folglich in die Reihe der x gehört, die aUe <ia sind. 

JK Substituirt man die Ausdrücke (2., 3. u» 4.) itt eiUander, so er* 
giebt sich der Reihe nach 

«.= 4?^rf"+rj,. • / . ^ 

5.. {z..^ jr^«''4.jr^iii'"-^4^Är^,a'-'4'r5, 
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* = a?i«.«'"4-a?^^ia«-*4-ap^,4r-M-a?^-,Ä'^^'^... 4 *i» + ^ö--^ 
Der letzte dieser Ausdrücke von z ist der (^1.) des Lehrsatzes. 

Ei Bestimmt man nun für dicvti— 1 verschiedenen Werthe, Veltäie 
X haben kann, eben- io ^^e irasschliefifliche , versdii^ene Z^icheh ' 'oder 
Äfjffern, >z. B. ftr das dekadische System die Ziffern 1, ?, 3^4, 5, 6, 7,'^, 
und 9" imd fOr Niffl Mib* ietchett kS\ so kanA zuMdist n-^UetVüts durch ^ 
bezeichnet werden; denn für z=^a sind in (iS) allt x, mft Atisttirhme'Vbn 
0?!^ gl#tehJ!<«^; ^^k•«'»er ia^^ oder x^a-^x^ hier t-,ar4-0.t, 

titii):.wemotnn:.Mtin}aR aeUNifr ab eine^iicile «BUdI helraoMpt^ ^i^^ 
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der einfachen Einheilen enthält, so kann nan blofs schreiben I.14 O«!? oder 
susanunengezogen 10, wo schon die iS/^/e der 1 ausdrückt, dafs die nächst 
A<Ubei:^JEin||mil gemeint sei. 

Eben so sind für z= 4^ alh x, mit Ausnahme von x^^ gMckNull, 
und« x^ ^\fX == 1. Also H.z = ^«^iä'+O. J -f = 1.1 -f 0.4 -f 0, wofür 
sqaamHi^ge^egeA ^lofs 1(X) geschrieben wi^rden kann, da die Stelle der \ 
schon anzeigt, welche Potenz von a gemeint sei. Und so weiter. 

Sind nun die verschiedenen x nicht Null., so multipliciren sie der Reihe 
nach die verschiedenen Einheiten oder Potenzen von a, deren Exponenten 
schon von den Stellen der Ziffern angezeigt werden; denn keine Ziffelr, da sie 
^nr ein einziges Zeichen ist, nimmt mehr als eine Stelle ein« 

Also. läfst sich jede Menge z von Einheiten blofs durch die hinter einander 
geschriebenen Ziffern oder Mengen der verschiedenen Potenzen von a ausdrücken. 

F. Um zu zeigen, dafs für ein- und dasselbe z und a^ die x jedes 
nur einen Werth haben können, setze man, es könne ein- und dasselbe z^ 
anfser vrie in (10) ^^^^ durch 

ausgedrückt werden, wo die y von den x in (1.) verschieden ^ind. 
Man ziehe (6.) von (t-) ab, so ergiebt sich 

In diesem Aasdruck gebt rechlerband Alles bis aaf x» — Vo mit a auf, also 
mufs nach (§. 18.) auch ar» — y^ mit a aufgehen. Dies aber ist nicht ander^ 
möglich, als wenn a?o — Y» gleich 2VttW ist, da a?„ und y" beide nach iJerVor- 
Msselsnng <;« sind tmd also auch *o— yp<!« »s*- Also mirfg nothwendig 
jr^ giiäeh a\, sein. 

Laßt man aro—>;,; als NuB, atis (7;) wieg und divldit^ was Übrig bleibt 
dnrölioiiJo' ergiebt sich 

■ 8. 0-=^ (ar„--r-)«*~'+c*«-.--r«-i>Ä-^+(*,»-i-^y--2)«*-* .... 

--•■•■■ •• •....4-(*i--y,)«,4-l»,'— Jri, ■• 
uiid Ineraus folgt, galiii ans demselben Grunde wierorMn^dtfo Mtäi y^ gldeh 
sti srftt'ttwift. ■• •• ■■ ■■■■■■■ •■■'•••' ■ • -' ■■-■■■ 

■■ Lftfst man WteAer «i^^y^, ab Ndl, aus (8.^ veg 'ttid '*vHirt; "Wis 
flMg bleibt' dar<A tt,'flO folgt fmier, 4afe-atldi yi s^ekfk ii^ üein nniti. Und 
80 weiter fir alle ü:'«nd ^^ ^bls «« y;;i=a;;,>»«MbMi <J¥b6 Mnüed^fOir eiii- 
Üd dMitilM » «ÜA« tte » M'(!l.>'Hes «M*»* «<Mm><WM«'M>e«. '" 

11» 
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S- 31. 

I. Jede ganze Zahl ist die Summe dieser oder jm$r Poienis^ 
der ZiM 2; und zwar nur auf eine Art. 

II. Jede ganze Zahl ist Jße Summe dieser oder Jener Potenzen 
der Zahl 3, weniger der Summe dieser oder Jener Potenzen det^s^befi 
Zahl 3; und zwar wieder nur auf eine Art. 

Beispiel zu I. Es ist 83 = 64 + 16 +2 + t = 2*^-2*+2* + r; 
74=64+8+2= ^4-2^4-2» ; '' 181 = 128+32+16+4+t =="2^+2*+2*+2*+2* 
u. s. w. 

Zu II. Es ist 83 = 81 + 3 — 1=3*+ 3'-3^ t4 — 8t— Ö+ä— i 
= 3*:^35+3t_3»; 181 = 243 — 81+27 — 9-1 1 = 3* — 3*+3'— 3^+3". 

Beweis von L Au Nach (§.30.) kann jede ganze Zahl durch 
1. ' « =. ar^a'" + ar^.ia'"-* + a?^^2a'^' •••• +arifl + j-ü 
ausgedrückt werden, wo a willkürlich ist und alle x<ia sifii. 

Setzt man also das willkürliche n = 2 , so können die x nur 1 oder Ö 
sein. Also wird jede Zahl z durch 

■'2. « = ^.2-+ar,.,.2'--M-a?_,2'"-^ ..7.^^3+.aro 
ausgedröckt , wo die x nie gröfser als 1 , jedoch diese oder jene x auch 
Null sein können. Also wird jedes z blofs durch einmal genommene Potenzeii 
von 11 = 2 ausgedrückt/ unter welchen diese oder jene /^Afm können. Jedes 
z ist also die Summe dieser oder jener Potenzen (nemlich derer, die nicht 
fehlen) von der Zahl a = 2. 

ß. . Femer können; für eii^- und dasselbe ;s und a die :r (2.) nach 
(§.30.) jedes nur einen Werth haben: also kann auch hier z nur at^ ein^ 
A^l, aus diesen, Q^^r. j|enea Po^n^en. von 2 zusammengesetzt werden^ 

Beweis von II. C. Setzt man in (1.) a = 3 , $o könneii r .d^§, ^ 
weil sie <lia seiin sollen, nur 0, 1 oder 2 sein. Diejenigen:, welche oder 
1 sind, geben die Potenzen voii a«;=3 entweder gfir nicht, oder blofs ein* 
m^L ^ F^r ,d|i9j,eni^€in ,, ^vf^e^ \ 2 mn müssöa , «etfise man .,2=^i.T-i:wF'0 -^U 
Dadurch geht das Glied, welches 2 zum Coefficienten hat, mit eiMPi;. seiner 
Th^l^.;|^,!die nächst Ji((he^ ]'QteM,;eoii a, , abo «u dem. nftehsttxffbpndenen 
Gliche atf^t^ Ai^l ai^dero Tbeil ^ber koiwnt dann nur einfach, Knd zwar -qegatjfv 
YO^., ^^J^ «fffl^W .^V^ei twfeiiiander folgende .GUedet in (l^r ^«3*+;:^.3^'~'? 
wären, sf|.,,Y^pffH«i4^(,^. sj^ 3.-riil i#t«||: 3[ 8chr«fib|^ r.M 

^ 1 1 
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nicht 0, sondern 1, so bekommt 3* zum Coöf&denten 2 und man kann wie 
Yoriun verfahren. Ist w^ schon ?^ so kann man zuvor schon statt dessen 3 — 1 
statt 2 sebten, u. s. w.. Ms es nöthig ist, bis zum erfften Gliede a?i»a** hinauf, 
welches, wenn x^ = 2 wäre, 3.0* — «'" = a"*^* — a'^ geben würde. Also 
lassen sich überall die Co£ffidenten 2, wo sie vorkommen, wegschaffen, und 
es lassen sich die x blofs auf -ff , — 1 und reduciren, also so, dafs z 
blofs durch eine Summe dieser oder jener Potenzen der Zahl 3, weniger der 
Summe dieser oder jener andern Potenzen derselben Zahl 3 ausgedrückt wird. 
D. Dafs solches nur auf eine Art geschehen kann, folgt daraus, 
dafs in (2.) die x nach (§: 30.) allgemein für ein- und dasselbe a und z 
jedes nur einen Werih haben können. 

§.32. 
Lehrsatz. 

Wenn man eine beliebige gegebene ganze ZaklZ nack (§. 30. 1.) 
durch 

dmsäMieklyUndnumeebet 

2. nA== ®s-f-r, 

wb s ^enfiäts ff^eben, n willkürlich aber zu s theilerfremd und 
t<Cb ist^ eo gishtZX^.') ^il der Zahl s auf, oder nicht au fy Je nachdem 

3. "z = x„ r^ + nx„«i r"-'4-n' x^2 ^""'-{-n'x^^ji'""^ - . 

. . . 4- n""% r^-f**"*"*^ ^+^'"^ 
mit s aufgeht, oder nicht aufgeht. 

Beweis. Ä. Wenn man von (2.) z. B. die Arte Potenz nimmt, so 
ist jiaob($.ll. No.50 

4. itM* = ®*+r*; 
also der Reihe nach 



•. • ■ .: . ■. ' • -j 
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■i 



»■-4., .=^. ®*-f-r, 
liM* ==''®«-j-r*. 



5. 



nM» i= ®*4-r». 



-v . . .. « ■ I ■ . .. . ■ • ; ■ ! 
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f. 33). 



1.1, 
i ' f 



< A Nun multiplicire man (1.} mit n"*, so ergiebt sich 

SelBt man hierin die Ausdräcke vonn^li n^A^, v^J^,.,...^sq erhAit man 

7. «"Z = a?« (®«+r") 



•2 
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oder, nach (§. 11.)? 

8. nrZ = ®*+*mr- + «ar,.i /•"-'+ n* a?^-2 r' 

oder auch, dorok (3.) ausgedritckt, 

9. n'^Z = ®*-f «. ' t 

C. Geht imn hier s mit ^ auf, so gehen die beiden Glieder (bs und 
z mit 8 auf. Also mufs alsdann nach (§. 18.) avch da» 4b*iMa Glied .nr.tS 
mit ^ aufgehen. Aber n ist nach der Voraussetaung zu s tAeiierfremä, also 
auch n*". Mithin geht von den beiden Factoren n*^ und Z der Factor 9;" 
nkkt mit « aut Dieserhalb mufs zufolge (§. 25. I.} nothwejoidig der andere 
Factor Z mit s aufgehen. Also folgt, dafs, wenn z (3.) mit s aufgeht^ 
auch Z (1.) mit s aufgehen mufs. 

J9. Geht in (9.) z nicht mit s auf, so kann auch Z nicht mit ^ auf- 

gehen, denn sonst wäre :, sowie = ®, eine ganze Zahl, also auch 
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m = — , eme ganze Zahl, — dagegen crin BhiohkUid 

einer ganzen Zahl kann ein Bruch nicht gleich sein 

Dieses zusammen ist was der Lehrsatz behauptet. 
Anm. Der Beweis beruht auf (§.11, 18. und 25. 1.). 

§. 33. 
Aufgabe 

Ob eine gegebene ganze Zahl Z nnt einer andern gegebenen Zahl s 
aufgehe y vermittels anderer, von 2r and 1^ Abingender Zahlen z m fiad«^ 



j 
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dte, lYflbrend sie A/mmt sind als Zy die Eigenschaft haben, dafiiy je-naehdem 
sie mit s aufgehen oder nicht aufgehen, da&r Gleiche auch mit ^ geschieht.' 

Aufld^snng. A. In ($. 32.) zeigte sich, dafs 
mit ä aufgeht, öder nicht aufgeht , Je nachdem die Zahl 

in deren Ausdrucli 

3. nA = ®*-f r 

n eine willkürliche zu « theilerfremde Znhl ist, mit ^ aufgeht oder nicA/ aufgehl. 

B. Dieser Satz liann zur Auflösung der gegenwärtigen Aufgabe dienen. 
Denn da r in (3.), wenn man es den echten positiven oder negativen Rest 
zu ^ sein IflDst, JedenfUIs «C^f und wenn man für r den unbedingt achten 
Rest zu s nimmt, sog^r <Ci^ ist, und mw von den Multipliettorea dcÄr or ih 
(2.) wiederum nur die echten Reste zu s zu nehmen brtoeht: sa sind cUe 
Multiplicatoren der x in (2.) immer kleiner als in (1.), und folglich ist immer 
z Ideiner als Z. Der Ausdruck (1.) für Z aber drückt nach (§. 30.) jede 
beliebige Zahl aus, und es ist nicht nöthig, dafs man grade, wie im dekadi* 
sehen System, A=^\{i setirt, sondern es kann für A winkürlich eben sowohl 
10'= 100, 10^ c=: 1000 und so weiter genommen werden. §etzt man A = 10, 
so sind die x blofs einfache Ziffern << 10. Setzt man ^=100, so sind 
die or Zahien von 2 Ziffern und << 100. Überhaupt sind die x, wenn man 
J[f£= 10* setzt, Zahlen Von k Ziffern, aber jedenfalls <A. Für das deka- 
dische Zahlensystem heifst die Gleichung (3.) allgemein 

4. n.lO* = ®Ä+r, 
und in dieser Gleichung sind die beiden Zahlen Ar und n willkürlich. 

C. Da nun z (2.) um so kleiner sein wird, je kleiner r und n sind, 
insofern nicht k wiederum die or^^ehr grofs macht, so wird man die willkdiH- 
liehen n und k so anzunehmen suchen mflssen, dafs die r und n möglichst 
klein sind. Am vortheilhaftesten ist es offenbar, wenn r und n beide =^ 1 
sein können; und gut, wenn wenigstens eins von ihnen = l ist. 

D. Wenn s eine theilbare Zahl ist, so darf man eigentlich nur unter* 
suchen, ob diejenigen Stammzuhlin , oder diejenigen Potenzen von Stamme 
zahlen, welche die Factören ronf e sidd, in Z aufgehen oder nicht. Dehn 
wenn alle diese Factor^ vnZ atafgeben, so geht auch s in Z auf ($.26.). 
•och'faiadeM'nicbfs^ auch V M/" «teiNdtf in -Kedhndng^^ i^ brtoge^i, wenn mtan 
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nur fOTiii Zahlen setsl, die mit ^ keiQea Theiler gemeui liaben. Vor AUeü 
kommt es indessen auf die StßmmKoUen an. 

E. Auch kann, wenn ja z noch eine sehr grofse Zahl ist, auf die- 
selbe das Verfahren wiederholt angewendet werden, um zu noch kleineren 
Zahlen zu gelangen, mit welchen zugleich Z mit « aufgehe oder nicht aufgehe. 

Beispiele. 

'So. 1. Es sei 

* = 3 und s = y = S). 

Fflr diese beiden Werthe von s ist schon 

5. 10 == ®.3+l = ®.9+l; 
also n=iij Ä = l, r=t und in (2.) 

wo, wegen A=l, die j? die blofsen Ziffern von Z sind. Also geht die 

Zahl Z mit 3 und 9 auf, wenn die Summe ihrer Ziffhm mit 3 und 9 auf- 

gdit; wie bekamit. 

JNo. 9. Es sei 

s = 27 = y.. . • : 

■ * 

Hier ist 

7. 10^ = 37.27-^1 == ®.:>7 + I; 

also ist hier n = l, k=i und r=l, und folglich in (2.) wieder; 

• ■ 

wo aber, wegen. Ar=^ 3, die x die Zahlen sind, welche je drei Si^ferH von 

Z von der Rechten zur Linken ausdrac^en« Folglich geht Z mit 27 mf^ 

wenn die Summe Jener Zahlen x mit 27 aufgeht. ; . . i , : , 

Wäre z. B. 

9. Z = 25084365147, 

so wäre 

10. 5^ = 147 + 365 + 84-f!?5^=±:= 62T; 

Dieses x geht mit 27 auf, also mufs auch Z mit 37 atlfgehen; was auch der 

FaB ist. 

iVo. 9. Es sei 

, = 81 = 3*. 

Hier ist 

11. 10»= 12345679. 81 -fl = ®.81 4-1, 

also ist hier n== 1, * = 9, r = 1 und in (2.) wieder 

wo, i¥egen.*=;=,9, die ^,die;?i»hloÄ,^4,..:ffplchfi J« nrnnZ^^^^vM^M 
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von der Rechten zur Linken ausdrücken, und Z geht mit 81 auf, wenn die 

Summe dieser Zahlen mit 81 aufgeht. 

Da aber z hier schon wenigstens 9 Ziffern hat, und also sehr grofs ist, 

so mag man (4.) anders anzuwenden versuchen. 

Es ist 

13. 8.10 = ®.81 — 1, 

also n = 8, A=l, r= — 1. Dieses giebt zunächst in (2.) 

14. z = (— 1)" [a?„ — na?„_,-f n*ar„_, — n'ar„_j .... ±nr~'xi + n'^x„]. 
Sodann ist (nach §.11. Anm. gerechnet, nemlich die echten Reste q derMul- 
tiplicatoren der x genommen): 

» = 8, 

n' = ®.81 — 17, 

n» = ®.81 + 2G, , , 

.«* = ®.8l-35, also (>„.3 =-35, ^^^« ^»'ff«"^*" ^ ^^ 

15. {n^ = ®.8l-37, also (,„^ = -37, wieder dieselben ; nur ha- 
«« = ® .81 + 28, also (.„.s = + 28, '»*" ^>« entgegengesetzte 
n' = ® .81 - 19, also p„_e = - 19, Zeichen.) 
n« = ®. 81-1-10, 
»9 = ®.8l— 1, 

folglich ist in (14.) 

16. z = ±[x„ — 8.a?„_| — 17.a?„_, — 26.a:„_i — 35.a?,^-f37.a?,^ 

-}- 28 . ar^ -f 19 . ar„_7 -f- 10.x„^ -}-....] , 

wo die X die blofsen Ziffern der Zahl Z von der Linken zur Rechten sind. 

Wäre z.B. 

17. Z = 7943949936972, 

so wfire nach (16.) 

a = + [7 — 8.9— 17.4 — 26.3 — 35. 9-f37.4-f- 28. 94- 19. 9-1-10.3 

-f 1.6 — 8.9 — 17.7 — 26.2] oder 

21. » = ±[7—72— 68— 78— 315-fl48-|-252-|-171-f 304-6— 72-119— 52] 

= ±(614 — 776) = HF162. 

Dieses z geht mit 81 auf, also mufs auch Z (17.) mit 81 aufgehen; was auch 

der Fall ist. 

No. 4. Es sei 

* = /. 

Hier ist 

19. lO' « 143.7—1, 

12 



also Q„ = 


= -f 8, 


also p„_, = 


--17, 


also (»„_, = 


= + 26, 


also p„_j = 


= — 35, 


also p„_, = 


= -37, 


also (»„_s = 


= + 28, 


also (>„_6 = 


= -19, 


also p„_7 = 


= + 10, 


also (>„._8 = 


= - 1; 
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also ti(=l,i:=3 und r=l und in (3.) 

/v\)» tS ' — •!?() -^ «P^ "T- «P] •■*" il/j • • • • jh W^ 9 

WO die or die 3siffrigen Zahlen in Z von der Rechten rar Linken sind. 

Wäre z.B. 

21. Z = 80939417280533, 

so wäre zufolge (20.) 

22. z = 533 — ?80-f-4l7~939 + 80 = 1030—1219 = — 189. 
Dieses z geht mit 7 auf; also auch Z. 

Wollte man (4.) anwenden, so könnte man setzen 

23. 5.10 = ®.7+l; 
also wäre n = 5, k=\ und r=l. Dieses giebt für z in (2.) 

Nun ist 

in = ®.7 — 2, n* = ®.7 + 2, n' = ®.7 — 2, 
n' == ®.7 — 3, n* = ©.7+3, n» = ®.7 — 3, u.s.w. 
»3 = @.7— I, n^ = ®.7+l, »^ = ®.7— 1, 
also in (24.) 

z = ÄT^ — 2a?^«i — 3a?„., — j?„.3-f 2a?«^4 3a?„^5 + ^m-€ oder 

26. Z = ^,„ ^m— 3T ^m— 6 •''m— • • • • ""^2 (^m— 1 — ^m— fT" ^w— 7 • • • •) 

3 ( J^m-2 ^«•-►S "T ^m— 8 • • • •/ 9 

WO die X die einfachen Ziffern von Z sind. Dieser Ausdruck giebt z. B. fflr 
die Zahl Z (310 

^ = 8 — 3 + 1— 8 + 3 — 2(0— 9+7 — 0+3) — 3(9 — 4-1-2-5) oder 

27. z = +l-2(+l)-3(+2) = +1-2-6 = -7. 

Dieses z geht mit 7 auf; also auch Z. 

^o. 5. Es sei 

^ = 11. 
Hier ist 

28. 10 = ®,U— 1 und 10^ = 0.11 + 1, 

also n—l und r= — l für Ä=l, r = -j 1 für *=2. Mithin giebt (8.) 

WO die or die einfachen Ziffern von Z sind 9 und 

WO die .r die zwdziffrigen Zahlen in Z von der Rechten zur Linken be- 
deuten. 

Z. B. für 

31. Z = 37201458690434819 
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giebt C29.) 

32. *=-3+7-2-f-()-l+4-5+8-6+9-0+4— 3-f4— 8+1-9 

= — 37-J-37 = 
und (30.) giebt 

33. z = 19 + 48-I-43 + 90-J-86+454- 1+72+3 = 407 
und, toiederhoU angewendet, 

34. z = 4+7 = 11. 
Diese z gehen mit 11 auf; also geht auch Z (31.) mit 11 auf. 

No. 6. Es sei 

s = 13. 

Hier ist 

35. 10' = 77.13— 1 = ®.13— 1, 

also n=l, Ä = 3, r = — 1, mithin nach (2.) 

vO« Z ' • ÄTy — «P^ -T— Ä?2 ■""" •*'3 • • • • ^r M/fn ^ 

WO die X die dreiziffri^en Zahlen in Z von der Rechten zur Linken sind; 
eben me in No. 4. für ^ = 7. 

Will man (4.) anwenden, so kann man setzen: 

37. 4.10 = ®13 + 1, 
also n = 4, Ä=l, r = -}-l, folglich in (2.) 

38. z = a:^+4j?^«|-J-4\a?^.2+*'-^m^3 ^ 

und da 

39. ]n' = ®«+3, n* = ©* — 3, n« = ®*-|-3, u. s. w. 

ist, 

z = ^m+4^m-i + 3a?^_2 — a?^3 — 4a?^«4 — 3a?„^ oder 

40. a? = (a?^— ^m^3 + ^m-6 — ^m-9....)^-4^(^m-l — ^m-4 + ^»«-7-.-.) 

"t" 3 C^m-^ ~ ^m— 5 "T ^m^-8 • • • •) 9 

WO die X die einfachen Ziffern von Z sind. 
Wäre z. B. 

41. Z = 5891476201146758014, 

80 Würde (36.) 

42. « = 14 — 758 + 146 — 201+476 — 891 + 5=641 — 1850 = — 1209 
und, wiederholt angewendet, 

43. z = 209 — 1 «= 208 

gabin. Hiagegen (40.) wflrde geben : 

12* 



92 $.33. Form. 44—52. 

z = 5—14-6— 14-6 — 84-4-f4(8 — 4+2 — 14-7— 0) 

4-3(9 — 74-0 — 44-5 — 1) oder 
44. z = 21 — 10 + 4(17—5)4-3(14—12) = 114-48 + 6 = 65. 
Die z (43. und 44.) gehen mit «=13 auf; also auch Z (41.). 

iVb. 7. Es sei 

8 = 17. 
Hier kann man setzen: 

45. 10^ = ®.17 — 2, 
also 

46. n = 1, & = 2, r = — 2. 

Dieses giebt in (2.) 

z= Xii — 2xi-\ T.a:2 — 2^a:^-\-2*x^ oder 

z = Xii — 2xi4-4a?2 — 80^3 — a?4 + 2j?6 — 4Xfi-\-HxT\xs oder 

47. a;==(ar„ — x^-^Xg — x^2**»») — 2(a?| — ^5 +iF9... + 4(^^2 — ^e+^w-O 

O (•^3 ■"— X-j -p iT^j m • • »J^ 

wo die X die zw^ziffrigen Zahlen in Z von der Rechten zur Linken sind. 
Setzt man dagegen in (4.) n = 5 , k=\^ so erhält man 
48. 5.10 = ®. 17— 1 also r=— 1. 
Dieses giebt in (2.) 

z = — x„ -f 5 a?„_i — 5'a?„_j -|- 5' j?„_j — 5* x„^ .... oder 
49. z = — ar„4-5^m-i — 8j?m-i+6a?„_j-f4a?„_4— 3a?^,-f 2a?„_s 

WO X die einfachen Ziffern von Z sind. 

Es sei z. B. 

50. Z = 30879 J 540229761043805, 
so giebt (47.) 

z = 5-2.38-f-4.4 — 8.61 — 974-2.22 — 4.40-1-8.15 + 79 — 2.8-1-4.3 

oder 

z = 5-fl6-f-44+120-f-79-fl2 — (76-|-488-f 97+160+16) oder 

z = 276 — 837 = —561 

und, wiederholt angewendet, 

51. sf = 61 — >5 = 51. 
Hingegen (49.) giebt 

z = —3 + 0—64+42 + 36 — 3+10-28 — 0+10—16+54 + 28 — 18 

+ 2—0 — 4 + 15-64 + + 20 oder 

52. z = 217 — 200 == 17. 

Beide Z (51. n. 52.) gehen mit « = 17 auf; also gdit aadi Z (50.) mit 17 tuf 
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No. 8. Es sei 

^ = 19. 

Hier kann man in (4.) n = 2, k = l setzen. Dieses giebt 

53. 2.10 = ®19 + 1, also r = 1, 
folglich in (2.) 

z = a?„+2^m.i+2^^^.2 + 2^^„-3+2^a?«^ .... oder 

Es sei Z.B. 

55. Z = 13413966072992, 
so giebt (54.) 

z = 14-6+16+8 — 9 — 54+42 — 30-J-0-7 — 4 — 36— 72 + 6 oder 

z = 79 — 212 = —133 

und, wiederholt angewendet, 

56. z = 1 + 6 + 12 = 19. 
Dieses z geht mit 19 auf; also auch Z. 

F. Es wfirde nätzlich sein, nach dieser Art eine Tafel, wenigstens 
fär alle Stammzahlen, etwa bis 1000, zu berechnen. 

Ffir eine solche Tafel wflrde es immer am besten sein, in (4.) n steU 
= 1 zu setzen. Ein anderer Werth von n kann zwar, wie sich an den obi- 
gen Beispielen zeigt, in einzehien FflUen nätzlich sein, aber wenn man eine 
voraus berechnete Tafel der Multiplicatoren der x in (2.) hat, nemlich eine 
Tafel der echten Reste der Multiplicatoren r~, nr^'^^^ ||2^m-2 ^j^ ^u s, so 
ist es gleichgältig, was r in (4.) fOr n=l ist: immer sind die Reste <i^s. 
Aufserdem aber hat man, wenn immer n=l ist, noch den Vortheil, dafs, 
wenn Z nicht mit s aufgeht, z auch denselbeti Rest läfst wie Z, so dafs 
man also in solchem Falle auch noch sogleich den Rest der Division von Z 
mii s findet} was nicht unmittelbar geschieht, wenn n nicht gleich 1 ist. 
Ffir n = 1 nemlich giebt (9. §. 32.) blofs 

57. Z = ®s^z, 

und es folgt daraus, dafs, wenn man Z = &s-\-Qi und z=^®s-\'(f2 s^^^^ 
wo Qi und if2 beides die unbedingt echten Reste bezeichnen, 

58. ®^+Pi = ®* + ®*+p2 = ®^+(>2 

sein mub; was nicht anders sein kann, als wenn Qi gleich q^ ist, indem es 
nur einen unbedingt editen Rest zu s giebt. 
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Ferner wird es für die Tafel auch g^t sein, ia (4} k stets ßleicA 1 
zu setzen : denn in (2.) , welches sich für n = 1 auf 

59. z= a^mr^+^m-i*'""'4-^m-2r^^ + ^«-3^"^^ . • • +^ir+(Vo, 

oder, wenn man die unbedingt echten Reste r"*, r"""', r*^', durch (»«, 

(fm-if 9m—2 9 •••• bezeichnet, auf 

60. X = X^(f^ T^m^l Pm-I -f ^m-2 Qm^7 + *i Pl 4" *«> 

reducirt, sind die Mulliplicatoren f der x immer <i^s. Ist nun A:==l, so 
sind die x in (1.) oder (60.) die einzelnen Ziffern der ZahlZ, und z (60.) 
hat so viele Glieder als die Zahl Z einzelne Ziffern. Es kann also von dem 
(} nur das i bis 9 fache zu nehmen vorkommen. . Ist dagegen Ar >> 1 , so hat 
zwar z in (60.) weniger Glieder, aber die x sind nun mehrziffirige ZMen*^ 
eben wie die p; letzteres wenn s einigermafsen grofs ist. Mehrziffrige Zah-* 
len mit einander zu multipliciren , wird aber, selbst wenii es weniger c/3F 
vorkommt, doch immer schwieriger sein, als blofs die 1 bis 9fachen der mehr^ 
ziifrigen Zahlen q zu nehmen. Fflr eine Tafel ist das letztere aber nodi 
um so mehr passend, da sich auch recht gut die 1 bis Qfachen der q voran^ 
beredinen lassen und sogleich in die Tafel aufgenommen werden können, nicht 
aber wohl die 1 bis 100 oder die 1 bis lOOQfaehen u. $. w« Enthalt nvn 
die Tafel auf diese Weise sogleich die 1 bis 9fachen der (> , im Voraus be- 
rechnet, so ist far z (60.) gar keine Multiplicatiam weiter nötbig, sondern 
man kann die einzelnen Glieder der Reihe rechts in (60.) aus der Tafel on«- 
mittelbar ablesen und braucht nur die positiven wie die negativen Glieder za- 
sammen- und die beiden Summen von einander absuziehen. 

G. Fflr die Tafel also wfirde man n=: i und A:=l, folglich in (4.) blofs 

61. 10 = ®s^r 

SU setzen haben, welches, wenn ^>>10 ist, gradezu r = 10 giebt. Also 
sind dann die q in (60.) nichts andres als die unbeJ^ngt echten Reste der 
verschiedenen Potenzen von 10 selbst, zu s. 
Für die ürzahl ^ = 857 z. B. wäre 

10 = ®.«57-|-p, und 

10^ n= ®.857-f Pj - 

10' = ®. 857+^3 - 

^^' ^ 10* == ®.857-fp4 - 

10-* = ©•8374-^4 - 



Ci = 


= + 10, 


C2 = 


= +ioa, 


pj = 


- -f 1*3, 


*4 = 


= -2S4, 


<>8 * 


= —269, 



. • 
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Es wflrde daher, um zn finden, ob eine gegebene Zahl Z mit 857 
aufgehe oder nicht, nnd welcher Rest im letzten Fall bleibe, von den Ziffern 
der Zahl Z, von der Rechten nach der Linken zn, die erste mit -j-U), die 
zwate mit -f 100, die dritte mit -\-Wi, die vierte mit,— 284, die fünfte 
nüt — 269 u. s. w. zu multipliciren sein, und die algebraische Summe dieser 
Producte wflrde z (60.) geben. Je nachdem dieses » mit 857 aufgeht, oder 
nicht, geht auch die gegebene Zahl Z mit 857 auf, oder nicht; und wenn z 
nhkt mit 857 aufgeht, so ist der unAeäinffl echte Rest von z zu 857 der- 
sette, wie der von Z. 

Aber auch die 1 bis 9fachen der q (62.), die vorkommen können, 
braucht man nicht so wie sie sind zu nehmen, sondern auch von ihnen nur die 
unbedinjft echten Reste zu « = 857. So wQrde man z. B. fQr die Vielfachen 
von (>4=— 284 nicht —284, —568, —852, —1136 u.8. w., sondern viel- 
nuAtt nur — 284 , -\- 289 , -f 5 ? — 279 u. s. w. zu nehmen haben. Findet 
ngum nun diese Vielfachen in der Tafel, so ist für z (60.) ^ar keine SttdA' 
ptieation weiter nöthig, sondern nur die AddiäoH von Zahlen, die sich, ganc 
ausgerechnet, in der Tafel finden. 

Die Tafel wörde ffir die Stammzahl s = 857 Folgendes geben. 



/Nnmmer der Ziffern 
von der Rechten znr 
Linken. 



Werth der Ziffern. 
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1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

S 

9 

10 

11 

18 

13 

14 

13 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 
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• • 



• • 



• • 



• • 



• • 



• • 



• • 



• • 
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1 2345678 9 

+ 1+2+3+4+6+6+74-84.9 
-- 10 + 20 + 30 + 40 + 50 + 60 + 70 + 80 + 90 
--100 +200 +300 +400 —357 —257 —157 — 57 + 43 
--143 +286 -428 —285 —142 + 1 +144 +287 —427 
-284 +289 + 5 —279 +294 + 10 —274 +299 + 15 
—269 4-319 + 50 -219 +369 +100 —169 +419 +150 
—119 —238 —357 +381 +262 +143 +24—95 —214 
—333 +191 —142 +382 + 49 —284 +240 — 93 —426 
+ 98 +196 +294 +392 —367 —269 —171 —73 + 25 
+123 +246 +369 —365 —242 — 119 + 4 +127 +250 
--373 —111 4262 —222 +151 -333 + 40 -\-Ai3 — 71 
--302 —253 + 49 +351 —204 + 98 +400 —155 +147 
--408 + 41 —367 + 82 —326 +123 —286 +164 —244 
+205 +410 -242 — 37 +168 +373 —279 — 74 +131 
+336 —185 +151 —370 — 34 +302 —219 +117 —404 
— 68 —136 —204 —272 -340 —408 +381 +313 +246 
+177 +354 —326 —119 + 28 +205 4-382 —298 —121 
4- 56 -t-112 +168 +224 +280 +336 +392 —409 —353 
—297 +263 — 34 —331 +229 — 68 —366 +195 —102 
—399 + 59 —340 +118 —281 +177 —222 +236 —163 
+295 —267 + 28 +323 —239 + 56 +351 —211 + 84 
--379 — 99 +280 —198 +181 -297 4- 82 —396 — 17 
4-362 —133 +229 —266 + 96 —399 — 37 -W26 —170 
--192 4-384 —281 — 89 +103 +296 —370 —178 + 14 
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Wenn nun z.B. 

64. Z = 804739885214799049628954 

wäre, so hatte man wie folgt zu rechnen: 

Für die 



65. 
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der Rest -f ^^^ bleiben; und so verhält es sich auch. 

§. 34. 

Lehrsatz. 

Es seien u und v zwei beliebige^ zu einander theilerfremde 
positive ganze Zahlen. 

I. Setzt man in der Gleichung 

i. mv = nu-f r 
der Reihe nach 

2. m = 0, 1,2,3,4, u— 1 

tmd nimmt für alle r die positiven oder die negativen echten Reste, 
deren zeichenfreie Wertlie also alle <[u sind, so ist kein r dem an-- 
dem gleich, und die zeichenfreien Werthe von r sind nofhwendig 
alle die Zahlen 



3. 



0,1,2,3,4, u — 1, 



obwohl in anderer Aufeinanderfolge als die von m. 

Zugleich sind alle n<Cv, wenn v>>u ist. Ist v<Cu, so ist fstr 
diefenigen negativen r, welche mit v aufgehen und die sich dann m^ 
ter den Werthen (3.) von r befinden, n = v. 

Zu dem Werth von m gehört r = 0, und zu v = Q gehurt m ss o 
und n=:0. 



$. 34. Form. 4— 9. 97 

IL Ftir Jedes beliebige positive oder negative r m (1.), 
auch r = () nicht ausgenommen, so dafs dso r allgemein durch 

4, r = «u-f-Tü 
ausgedrückt werden kann, wo e eine ganze positive oder negative Zahl 
und rif eine der Zahlen (3.) ist, giebt es immer unzählige zusammen-- 
gehörige ganzzahlige Werthe von m und n, welche der Gleichung (1.) 
genugthun. Sie werden allgemein durch 

5. m = Au-j-niü und 

6. n = >lv-|- Do — « 

ausgedrückt, wo l willkürlich ist, das zu Fo in (1.) gehörige m^ aber 
hmner eine der Zahlen 

7. m,, = 0, I, 2, 3, . . . . u — 1 
und das zu r^ gehörige Do eine der Zahlen 

8. Do = 0, 1, 2, 3, ... . V — l 

bezeichnet, mit Ausnahfne von ro=— v für v<u, wo no = v ist. Aufser 
den durch (5. u. 6.) ausgedrückten Werthen von m und n giebt es aber 
keine andern. 

III. Unter den unzähligen Werthen von m und n (5. u. 6.), die 
mit r (4.) der Gleichung (1.) genugthun, giebt es für jedes r immer 
einen und nur den einen positiven Werlh m()<Cu von m und ein 
und nur das eine negative m^y — u, dessen zeichenfreier Werth n — m^ 
ebenfalls <C.n ist, aber nicht zugleich immer ein zugehöriges positives 
oder negatives n , dessen zeichenfreier Werth seinerseits < v wäre, son~ 
dem letzteres nur in dem Falle, wenn in dem Ausdruck (4.) von r, £ = 0, 
also der zeichenfreie Werth von r eine der Zahlen (3.) ist. In diesem 
einen Falle sind auch die zeichenfreien Werthe der zu nio und m^ — n 
gehörigen Werthe n^^ und n«, — v von n aus den Zahlen (8.), und wenn 
v<Cu ist, so ist für r= den Vielfachen von — v, die <Cu sind, no= v. 
Wir wollen die Werthe m(, und m^y — u von m, nebst dem zugehörigen n« — e 
und fko — e — V von n kleinste Wurzeln der Gleichung (1.) nennen. 

IV. Wenn man dasjenige positive m<Iu und das zugehörige 

positive n<; v, welche in (1.) zu dem Rest r= -f 1 gehören, und welche 

nach (III.) immer Statt finden, durch m^ und ni bezeichnet, so dafs also 

ftki und Hl zu dem Reste -f 1 ^^ kleinsten positiven Wurzeln der 

Gleichung 

9. mv 5= irn-f 1 

13 
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.lind, 90 werde» die kleinsten positiven und negativen Wurzeln 
der Gleickunff (1.) »u einem beliebigen Reet r durch 

10. m„=inir — TU und uIiT — (t-|-1)u und 

11. Do—« = »iT— TV und Dir—CT-f-Ov 
auegedrücfU, wo xn in (10.} daefenige Vielfaehe von u bedeutet, welekee, 
von vOaV abgeKogen, einen positiven Rest ini<Cu tdfst. in (11.} mufe % 
denselben Werth bekommen, wie in (10.}, wenn auch üoF — tv nickt 
eine positive Zahl <C v ist, 

Beispiel. Es sei 

12. i; = 15, tt = 22. 
Setzt man hier der Reihe nach »t = 0, i, 2, 3, . . . . 21, so ergiebt sidi 

^0.15 = 0.224- = 0.22— 11.15= 7.22-f-ll= 8.22 — 11 

1.15 = 0.22-1 15 = 1.22— 7 12.15= 8.22-{- 4= 9.22 — 18 

2.15=1.22-1- 8 = 2.22-14 13.15= H.22-fl9= 9.22— 3 

3.15 = 2.22-]- 1=3.22—21 14.15= 9.22+12 = 10.22 — 10 

4.15 = 2.22-1 16 = 3.22— 6 15.15 =10. 22-f 5=11.22—17 

13. \ 5.15 = 3.22-}- 9 = 4.22 — 13 16. 15 = 10. 22 -{20=11. 22— 2 

6.15=^4.22-1- 2 = 5.22—20 17. 15 = 11. 22-fl3 = 12.22— 9 



7. 15 = 4.22-f 17 = 5.22— 5 18.15 = 12.22+ 6 = 13.22 — 16 

8.15 = 5.22 + 10 = 6.22-12 19.15=12.22+21=13.22— i 

9.15 = 6.22-1- 3 = 7.22 — 19 20.15 = 13.22+14=14.22— 8 

10.15 = 6.22-1-18 = 7.22— 4 21.15 = 14.22+ 7 = 15.22 — 15 

Wflre dagegen 

14. V = 22, tt = 15, 

so vr&re 

/0.22= 0.15+ 0=; 0.15- 8.22= H. lö-f-U = l^- IS— ♦ 

1.22= 1.15+ 7= 2.15— 8 9.22 = 13. 15-f 3=14.15 — 12 

2.22?^ 2.15+14:^ 3.15— l |0.22= 14. 15-flOj^ 15.15— 5 

3.22= 4,15-h 6= 5.15— 9 U.22 = 16.15-j- 2 = 17.15-13 

4.22=f= 5.l5-f^l3;^ 6.15— 2 12.22=^ 17. l5-f 9=18.15— 6 

5.22= 7.15-i- 5= 8.15 — 10 13,22 = 19.15+ 1 = 20.15-14 

6.22= 8.15-1-12= 9.15— 3 14.22 = 20. 15-f 8=21,15— 7 

^7.22 = 10.15-f 4 = 11.15 — 11 

a. Wie (13. u. 15.} zeigen, sind di« positiven so wie die negativ«! 
Reste alle unter einander verschieden, und beide sind in (13.} die Zablea Q, 
1, 2, 3, .... 21 (=« — 1) und in (15,} die Zahlen 0, 1, 2, 3, .... 14 



15. 
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(=ti — 1). Desgleichen sind in (15.), wo v^u ist^ alle n ohne Ausnahme 
<Zv{= '22). In (13.) dagegen, wo r <ti, ist ßr den Rest r=— tt=— 15, 
n ±£s: 1 5 1:::^ t^. Dl« fibiigeii n sind ebönfalte alle <C v. Des^eichen gehört 
aberall zu »1 = 0, r=(), und zu r = gehört iw = und » = 0. Dieses 
zusammen ist was (I.) behauptet. 

^. Es sei für (12.) 

16. r ^ 141 = 6.11 + 9, also in (4.) a =6, ^ = 9. 
Die zu ro=i9 gehörigen m,, und fiy sind zufolge (13.) =5 und 3: also ist 
nach (5. u. 6.} 

|.^ jm = ±(1, 2, 3, ....)32-f 5 und 

J n = ±(1, 2, 3, ....) 15 + 3 — 6 = (1, 2, 3, ....)lo — 3. 

Man setze z.B. das willkürliche l in (4. u. 5.) =4, so ist nach (17.) 

^g (»1 = 4.22 + 5 = 93 und 
( n = 4.15—3 = 57. 

Diese m und n müssen also der Gleichung (1.) zu ^==^ 141 genugthun, das 

heifet, es mtifs 

19. 93.15 = 57.22+141 

sein; was auch der Fall ist 

Die kleinsten von den Werthen von m und n (17.) sind diejenigen 
für i = 0, also f/# = 5 < w und » = — 3, welches die Werthe i»« 3= 5 und 
% — € = 3 — 6 = — 3 selbst sind ; desgleichen sind es diejenigen für i = — 1 ^ 
abo «i = — 17 und n = — 18^ wo der zeichenfreie Werth 17 von «• ebenfalls 
<Cu ist Also mdssen auch die Werthe 5 und — 17 von m, und — 3 und 
— 18 von n der Gleichung (1.) zn dem Rest r&=r 141 genugthun, das heifst, 
es mufs 

20 1+ ^-^^ = ~ 3-22+141 und 
( — 17.15 = —10.22+141 
sein; was auch der Fall ist 

c. Es sei für (14.) 

21. r = —55 = —4.11+5, so dafs in (4.) e = —4, r^ = 5. 

Die «I ro=: 5 gdiörigen 1»^, und lig sind ztrfolg« (15.) == 5 und 7, also ist 

nach (5. u. 6.) 

^ i«i «ö= ±(h 2, 3^ >lä+5i und 



Lm «ö= ±{h^ 2, 3^ >lä+5i un 

( 11 = ±(1, ?y a, ....)22+7+4. 



Man sdw ^s ic^lMMlrlMto » In (4. tf. 5.)mü& -- 2 ,' so ist iMdl (22.) 

13» 
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gg im = — 2.10 + 5 =—25 und 

j» = —2.22 + 11= —33 

Diese m und n müssen derGleiohimg(10 zu r=— 55 genugthun, das heifst, es mufs 

24. —25.22 = _33,15 — 55 

sein; was auch der Fall ist. 

Die kleinsten von den Werlhen von m und n (22.) sind wieder 

diejenigen für iL = 0, also m = b<i^ und ii=II, welches die Werlhe von 

fif„=5 und ito — €=7 — (—4)= 11 selbst sind; desgleichen sind es diejenigen 

für >L= — 1, also i /i = — 10 und n= — II, wo der zeichenfreie Werth 10 

von m ebenfalls <iu ist. Also müssen auch die Werlhe 5 und —10 von m 

und 11 und — II von n der Gleichung (1.) zu dem Reste r= — 55 genugthnn, 

das heifst es mufs 

2g 1+5.22=4-11.15 — 55 und 

j— 10.22 =—11.15 — 55 

sein; was auch der Fall ist. 

Die Resultate in (6. u. c.) sind den Behauptungen in (II. u. III.} gem&fs. 

d. Für C^^O ^^^ zufolge (1^0 dasjenige m und n, welches dem Rest 
+ 1 entspricht, =3 und 2, so dafs also für (12.) 

26. m^ == 3 und n^ = 2 

ist. Nun sei, wie in (16.), 

27. r = 141, 
so giebl (10. u.U.) 

Uiiy = 3.14l— 19.22=+5, alsoT=I9undwi„=3.14l— 20.22 = — 17 und 

2®- jn,,= 2.l4l— 19.15 = — 3 und no = 2.141— 20.15 =— 18, 

und diese m,, und n,, müssen der Gleichung (1.) für den Rest r= 141 ge- 

nugthun; was auch zufolge (20.) der Fall ist. 

e. Für (14.) ist zufolge (15.) dasjenige m und n, welches dem Rest 
+ 1 entspricht =13 und 19, so dafs also für (14,) 

29. m, = 13 und n^ = 19 

ist. Nun sei, wie in (21.), 

30. t? = — 55, 
so giebt (10. und 11.) 

m^,=-13.55 + 48.15 = + 5, alsoT=-48 und mu=-I3.55 + 47.l5=-10und 

H,=-19.55 +48.22=4-11 nnd n,, =-19.55+47.22 = -.! 1, 

und diese tn^ und n^ müssen der Gleichung (1.) für den Rest r = — 55 ge« 

nugthun; was auch zufolge (25.) der Fall ist. 

Die Resultate Qd. u. e.) sind den Behanptungeii in (IV.) gemife. 



31. 
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Beweis. A. Gfiben zwei verschiedene m, z.B. m^ ond m^, beide 
Uj mit den dazn gehörigen Uß und n^ ein und dasselbe r, so dafs also 

32 ^^ß^ = W/jW + r und 

JUlyt? = Hytl + r 

wflre, so wärde daraus 

33. {inß — m^)v = {nß — n^)u 
folgen, und also mfifste m^ — m^ mit ti aufgehen, da t? nach der Voraus- 
setzung keinen Theiler mit u gemein hat (§. 25.) Dieses kann aber nicht 
sein, da niß und m^ beide <iu sind und folglich auch mß — Wy<;w ist. Also 
können keine zwei m, beide <iu, einen und denselben Rest +r lassen, und 
folglich sind alle zu m = t, 2, 3, ..•• u — 1 gehörigen r von einander 
verschieden. 

Die Anzahl der r ist aber der der Werlhe von m gleich, und folg- 
lich = f/. Zugleich sollen die zeichenfreien Werthe aller r<iu sein. Also 
sind diese zeichenfreien Werthe der r nothwendig alle die u Zahlen 0, 1, 
3, 3, u — 1 selbst ; gemäfs (3.) 

B. Der gröfste Werlh von n findet in (1.) offenbar für den gröfsten 
Werth von m Statt, also für »1 = 11— I. Man setze für »1 = 11 — 1 in (1.) 

34. (11— l)r = xU'\-r. 
Soll hier r positiv sein , so kann or nicht = v sein , selbst nicht für r = ; 
denn x=^v würde immer xu^=vu>{u—\)v geben. Folglich ist für po^ 
sitive r, x, also n, immer <C.v. 

Soll r negativ sein, so folgt aus 

35. {u — \)v = r.ti — r = (V'\'x)u~{xu4'V\ 

dafs nur dann 

36. n = r-f X 

sein kann, wenn 

37. xU'\'V<:iu 

ist; denn der absolute Werth xu-ft' des Restes in (^5.) soll immer <C.u sein. 
Die Bedingung C37.) ist aber nur für x = erfüllbar; denn für Jedes gröfsere 
X ist xU'\'V nicht <iv, sondern >u, was auch v sein mag. Nie also kann 
zufolge C36.) n>v sein. Es kann höchstens =^v sein, nnd dieses zufolge 
(37.) nur dann wenn v<^u ist. Nnn ist für ein beliebiges u—fihche von vt 

38. (u—fi)v = v.u — fiv. 
Ist nun r<Ctr, ao kann auch noch fiv<^u sein. Also für alle die Reste— r» 
— 2r, — 3tv •••• — A^0^ die Mdi urffo voiiLOfflmen, ist n^=iV. 
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Zusammen also folgt, dafa n ttar v^u immer <iv ist; desgleichen 
auch für v<iti, ausgenommen wenn der negative lUet mit v aufgeht; wie 
solches der Lehrsatz in (1.) behauptet. 

C. Ist wi = (), so giebt (1.) 

39. = nw-fr. 

Also mufs r mit u aufgehen (§. 18.). Dieses geschieht nur dann, wenn r=0 
ist, indem r jedenfalls <iu sein soll. Also ist für «t = (), r = (), und folglich 
vermöge (39.} auch n = 0. 

Ist r = 0, so giebt (1.} 

40. mv = nUj 

also mufs m mit u aufgehen (]§. 25.}. Dieses ist nur möglich, wenn »t = 
ist, indem m<:iu sein soll. Also ist für r = 05 m = 0, und folglich vermöge 
(40.) auch n = 0. 

So behauptet es (I.). 

D. Setzt man (5., 6. und 4.) in (1.), so ergiebt sich 

(iu-|-Wy)r = {Xv-\-n^^ — B)u-\-eu-\-r^^ oder 

41. //i„r = ii„ii-f"^o' 
Diese Gleichung entspricht der (1.) mit allen den Werthen (7.) von m„, (8.) 
von iio und (3.) von r^. Also thun alle die durch (5. u. 6.) ausgedrückten 
Werthe von m und n mit jedem beliebigen l der Gleichung (1.) ein Genüge; 
wie es (IL) behauptet. 

E* Gäbe es noch andere Werthe von m und n, als die, welche 
(5. u. 6.) ausdrückt, so könnten es nur solche sein, die durch 

42. m = XU'\-myy'\- fi und 

43. n = kv-\-n^^ — a-f y 

ausgedrückt werden, wo fi eine Zahl ist, die nicht mit u^ v eine Zahl, 4ie 
nicht mit v aufgeht; denn ginge ^ mit u auf, so wäre (42.) schon in (5.) 
und (43.) schon in (6.) mitbegriffen^ indem dort X willkürlich ist^ Setsl 
man nun (42. u. 43.) nebst (4.) in (1.), so ergiebk sich « 

{i.U'\-m,,-\'[i)u = (A.i;-j-ii„ — f-f i^)ti + *t4-fr,, o4er 
44. m^yV'\-fjbV = n^n ^ vu -{- r^. 

Hiervon ä« Gleichung (41.}, die nothweadig zugteick Statt findet, afag^ezogvn, giall 

45. [AV = vn. 
Dieses ist wieder woa möglich, wenn /« mit u uad v mit v aufgeht (§. 850* 
Und da dies nkht wein soUp m finden die ArndFütke (42. u. 43.}» vor m und 
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n nicht Statt: mithin gfiebt es aufser den Werthen von m und n, welche 
(5. u. 6.) ansdrfickt, keine andern f wie es (IL) behauptet. 

F. Da ^ in (5. u. 6.) willkärlicb ist, so kann es auch und — 1 
sein. Dieses giebt 

46. m = m,, und m = m,, — ti und 

47. n = Hy — fi und n = »., — € — v. 

Hier sind m,, und «t,, — u dieselben beiden m, (an zeichenfreien Werth beide 
<«) welche der Gleichung (1.) für Reste <w genugthun. Also thun dieselben 
beiden m auch der Gleichung (1.) für beliebige Reste r (4.) genug. Da- 
gegen sind die zugehörigen beiden Werthe »„ — e und n,, — e — v von n nicht 
nothwendig < r. Sie sind es nur, wenn « = 0, also r eine der Zahlen (3.) ist. 
Dieses ist, was (III.) behauptet. 

G. Multiplicirt man die in (IV.) vorausgesetzte Gleichung 

48. m^v = njti-fl 

mit r, so ergiebt sich 

49. m^rv = n^rU'\-r. 

Hiervon die Gleichung 

50. w^v = (n,— «)ti4-r^ 

die sich ergiebt, wenn man (5. u. 6.) in (1.) und das willkürliche l = Q setzt, 
abgezogen, giebt 

51. (fWir— iüy)t? = (n^r—{n^ — a))u. 
Dieser Gleichung gemSf$ mufs m^r — r/iy mit u aufgehen (§• 25.) und also 

52. f/i^r — wiy = TU 
sein, wo r irgend eine ganze Zahl ist. Ferner giebt (52.), in (51.) gesetzt, 

ruv = (»iT — (n,, — 6))fi, also 
53. TV = »if — (Hü — e). 
Aus (52. u. 53.) folgt (10. u. 11.) zunächst für ein positives m^i<iu, und dann, 
wenn man noch u und v abzieht, also t4-1 statt r schreibt, auch für ein 
negatives «lo, dessen absoluter Werth <w ist. 
Dies ist, was (IV.) behauptet. 

0. Anm. Ein Hauptpunct des Beweises ist das Mittel, durch welches 
in (ii.) gezeigt wird, dafs nicht zwei verschiedene Vielfachen von r zu « 
ffimche Reste lassen können. Es kommt sehr bfiufig zur Anwendung. Dann 
der Schluß, dafs die Reste, weil sie alle verschieden und >>r und <^ti sind, 
die Zahlen 1, 3, 3, 4, .••• ti— 1 selbst sein müssen. Auch dieser Schlufs 
kommt öfter vor. 
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§. 35. 

Lehrsatz. 

Es seien u und v zwei beliebige zu einander theilerfremde 
positive ganze Zahlen. 

Setzt man in der Gleichung 

1. mv = ®u-fr 
der Reihe nach 

2. m = l/i, 3, 4, i(u— I), wenn u ungerade, und 

3. m = 1, 'i, 3,4, .. .. ^u, wenn u gerade ist, 

und bezeichnet diejenigen Wert he von m, welche in (1.) positive Reste 
r;>^u geben, durch nij, m^^ 103, .... m«, die übrigen Werthe von m, 
welche positive Reste nicht >iu geben, durch ^1, ^, /tj, .... /i^r««!)«, 
oder iMiu-«9 *^'*' darauf für alle r, ifi« >iu sind, 

4. r = u — p, 
u?o nun also auch alle (>, eben wie die übrigen r, nicht gröfser als 
In sind, so dafs zusammengenomtnen 

Erstlich für ein angerades u: 

iDiV = ®u-fri, / ^^v = ®u — p, , 

m^v = ®u-fr2, l^v == ®u — p2 9 

5. } iDiV = ®u-fr3, und 6. {t^i^y = ®u — pj, 



mi(„.,)-,v = ®n-f r|.„.,)., \ fi^y = ®u — p«; 

Zweitens für ein gerades u: 

m^v = ©u-f-Ti, / .a^v = ®u — pi, 

m^v = ©u-frj, i^v = ®n — p5, 

7. J m^v = ®u-f Tj, und €. (fi^y = ®u — pj, 



in4„«,v = ®u-f r^«^, l /i,v = ®u — p, 

ist, so sind die absoluten Werthe der r und p zusammengenommen 
nothwendig 

9. Im ersten Falle (5. o. 6.) alle die Zahlen 1, 2, 3, ^ i(u— 1) und 

10. Im zweiten Falle (7. u. 8.) alle die Zahlen 1 , 2, 3, 4, . . . , ^u. 

Beispiele. 1. Es sei 

11. ti = 15, r = 22, 
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80 ist 

12- (1,2,3,4,5,6,7)1) = ®fi + 7, 14,6, 13, 5, 12 und 4. 
Von diesen Resten sind die ;^ :== 3 Reste, 14, 13 und 12 ^^n, also ist 
in (5. u. 6.) 

13. (l,2,3,4,5,6,7)r = @u + 7, — 1, +6, — 2^ -f 5, — 3 und +4. 
Die zeicbenfreien Wertbe dieser Reste r und q sind zusammen alle die Zahlen 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7; gemäfs (9.). 

2. Es sei 

14. w = 15, r = 4, 
so ist 

15. (1,2,3,4,5,6,7)17 = A^ii-f4, 8, 12, 1, 5, 9 und 13. 

Von diesen Resten sind die ;tf = 4Reste 8, 12, 9 und \6>\Uy also ist in 

(5. und 6.) 

16. (1,2,3,4,5,6,7)1; = ®tt + 4, —7, —3, +1, +5, —6 und —2. 

Die zeichenfreien Werthe dieser Reste r und () sind zusammen alle die Zahlen 

I, 2, 3, 4, 5, 6, 7; gemäfs (9.). 

3. Es sei 

17. tt = 18, r = 49, 
80 ist 

18. (I,2,3,4,5,6,7,8,9)t> = ®ii4-13, 8, 3, 16,11,6, 1, 14 und 9 
Von diesen Resten sind die x = 4 Reste 13, 16, 11 und l4>>^ti, also ist 
in (7. u. 8.) 

19. (1,2,3,4,5,6,7,8,9)1? = ©« — 5, +8, +3, —2, —7, +6, 

it, —4 und 49. 
Die zeidienfreien Werthe dieser Reste r und (> sind zusammen alle die Zahlen 
1, % 3, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 0; gemSfs (10.). 

4. Es sei 

20 « = 22, r = t5, 
so ist 
21. (1,3,3, .... li)e = @ti-f-l5, 8, 1, 16, 9, 2, 17, 10, 3, 18, 11. 
Von diesen Resten sind die x = 4 Reste 15, 16, 17 und 18 ;>i«(» also ist 
in (7. u. 8.) 

22. (l,2,3,....ll)r = ®u— 7, +8, -f I, —6, +9, -|-2, —5, 

+ 10, +3, -4, +11. 

DiexeidieDfraeD Werthe J&eser Reste r und (> sind zusammen alle die Zahlen 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 and U; gemflfs (10.). 

14 
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Beweis. A. Kein r in (1.) kann =0 sein. Denn fflr r = üw*re 
in (1.) mvsit&u, also mäfste m mit u aufgehen, da r zu u thäUer fremd 
sein roll ($. 2b.). m gebt aber nicht mit u auf, weil aUe r/KCn sind (2. u. 3.); 
also kann r nicht =0 sein. 

Bk Wäre in (5. oder 7.) irgend ein r einem andern gleich, also %. B. 

23« m^v ss: ®lf-j-r und mi^ =a ^H-\-r, 

so würde daraus 

24. (m^ — fni)v = ®ti 

folgen, und also müfste nig — tni mit u aufgeben (§. 25.). Dieses ist aber 

nicht der Fall, da m^ und f/i; beide <Cw sind und also r/i^ — r/i; noch um so 

mehr <iu ist. Daher kann kein r dew andern gleich sein. 

C. Ganz aus gleichen Grfinden kann in (ß. oder 8.) kein (i dem 
andern gleich sein. 

D. Wäre in (5. und 6.} oder in (7. und 8.) ein r einem ff gleich, 

also «• B.: ^ . ^ ^ 

25. fn,v = (^n-\^r und ,u;t) = ©ti-j-r 

so wfirde daraus 

26. {m,'\-ixx)v = ®fi 

folgen; also müfste //t^-f i^^ ™^^ ^ aufgehen (§. 2ö.)- Aber in (5. und 6.) 
sind alle m oder /^ <<iti (2.) und in (7. und 8.) kann nur eines der m 
oder jtt=|.tf sein (3.), die andern sind nothwendig kleiner: folglich ist immer 
^e'^l^i<i^^' Mithin kann m^-\-fii mctd mit u aufgeben, und fo^lich kana in 
(5. und 6.), eben wie (7. und 8.), kein r einem q gleich sein. Die r nid ^ 
sind also Me unter einander verschieden , und keins ist 0. 

E. Nun ist die Anzalil der r und q zusammengenommen der der m 
gMehy also in (§• nnd 6.) r=z=^(fi— |) (2.) und in (7. und 8.) =iii (3.): 
keins ist gröfser als \v, und alle sind von einander verschieden (B. , C. und D.). 
Also sind die r und (» zusammengenommen in (p. und 6.) nothwendig die Zahlen 

1,2, 3, . . . . i(ti— 1), und in (7. und 8.) nothwendig die Zahlen 1, ,?, ;i, \u 

selbst; wie es der Lehrsatz in (9. und 10.) behauptet. 

k\ Anm. Die in der Anmerkung tetum vorigen Parapraph erwAhn- 
t^n ^hläsj^e sind audi hier die Hauptmomente >des Beii^ises. /: 

§.36. 
Lehrsafz^. 
Ißs seien u ttnd v fnwei beliebige ungerade und zu einander 
th^terfremde ^imuße Znhlen ^md « mi mwB Miebigt positifBfe\gmim€ JÜM 

•• ■"■ ■■ 4^ z<iuf. ■ . 
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Alsdann körnten, wenn man für ein und dasselbe z, 

2. z = niiU-f-r und 

3. z = mjV-j-p 

setzt, wo r tini/ ff die echten positiven Reste zu u und v bezeich" 
nen, so dafs immer 

4. r<<u und (f 
ist, folgende verschiedene Fälle stattfinden. 

' Erstlich, wenn r>>^u ist, kann 



5. 



1) p = ü, 

2) e < iv > 0, 

3) p > iv sein. 
Zweitens, wenn r<Ciu>>0 ist, kann 

1) P = 0, 

2) e < iv > ffiti/ 

3) p > iv ^«n. 
Drittens, wenn r = t«^, Aaim 

1) p < iv > tmi/ 
2} p > iv sein. 

Bezeichnet man für diese 8 Fälle die Anzahl der z 



ittv, 



6. 



ri) 


für wci 


tehe 


f r > in 


( 


und 
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>»^, 


durch Qj, 


2) 


- - 
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r> iu 
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(» < iv 


> - 


- - nj, 


3) 


- - 
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r > iu 
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C> iv 
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- - Dj, 


4) 


- - 
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r <iu 
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p-O 
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- - n«, 


5) 


- - 
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r <lu 
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C < *v 


> - 


- - n», 


6) 


- - 


-■ 


r < iu 
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C > iv 
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- - n«, 


7) 


- - 
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r — ü 
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C < iv 


> - 


- - n„ 


U) 


- - 


- 


r — 




- 


C > *v 


- 


- - Dg, 



so ist 



Erstlich, die Gesammtheit aller dieser verschiedenen z, 

7. . Di-füi-f n,-{-n4-fn5-fii6-fn7+ne = ^(uv— 1). 

2t»siteus, di« Anzahl der D7-f i>6 w<^ v aufgehenden s m< 

a 0,4-11, w^ i(v-^i). 

OrHienSf die Anzahl der «i-f <U <*i<^ v aufy^enden z ißt 

14» 
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Viertens, die Anzahl der iis-f ns-f nj verschiedenen z, weleke, mrii ▼ 
dhidirt, Reste Q<C\y>0 lassen, gleichviel welche Reste r sie mUn 
diddirf geben mögen, ist 

10. n, + n5 + n7 = |(u+l)(v-l). 

Fünftens, die Anzahl der n^-f nj-f nc verschiedenen z, welche^ mit u 
dividirt, Reste r<<iu>>0 lassen, gleichviel welche Reste q sie nül y 
dividirt geben mögen, ist 

11. n,-fn5 + n6 = i(u-I)M 1). 

Sechstens, die Anzahl der nj-j-ncf^» verschiedenen z, welche, ttul v 
dividirt, Reste q'^^v lassen, gleichviel welche Reste r sie mit u ifiri- 
dirt geben mögen, ist 

12. n3+no+n8 = |(u-l)(v-l). 
Siebentens, die Anzahl der ni-{-n2-f 113 verschiedenen z, welche mit u 

dividirt Reste r>>^u lassen, gleichviel welche Reste q sie mit v divi^ 
dirt geben mögen, ist 

13. n, + na+n3 = i(u-l)(v-I). 

Achtens, die Anzahl der nj-jus verschiedenen z, welche mit u tinil 
mit V dividirt entweder zugleich Reste r>>^ii und Q^^y, oder 
zugleich Reste r<Ciu>>0 und (><Civ>0 lassen, ist 

14. 113 + 115 = i(ii-l)(v-l). 

Neuntens, die Anzahl der n^-f i^ verschiedenen z^ welche mit u tnui 
mi< V dividirt entweder zugleich Reste r>j^u tmi/ p<Clv>0, oder 
zugleich Reste r<Ciu>>0 und p>jtv lassen^ ist 

15. n,+ ne= l(«-0(v-l). 

Zehntens, die doppelte Anzahl 2ns derjenigen z, welche mit a iiiiif 
wi7 V dividirt zugleich Reste r<;iu>0 i/»rf (><Clv>0 lassen, 
weniger der Anzahl iii derjenigen mit v aufgehenden z, welche 
mit u dividirt Reste >^^u lassen, und der mit u aufgehenden 
Hg Zahlen z, welche mit v dividirt Reste > ^y lassen, ist 

16. 'ins — ni-n« = i(u-l)(v— 1). 

Elftens, die Anzahl der mit y aufgehenden ni verschiedenen s, 
welche Reste >>^u lassen, zusammen mit der Anzahl der n^ mt^ u 
aufgehenden z, welche Reste >>iv lassen, und der Anxaki n, 
1/^ z, welche mit u fiiiJ v dividirt zugleich Reste r^^n und 
Q^^y lassen, ist der Anzahl ns derfenigen % gleich, welche mU 
u tmdf Y dividirt zugleick Reste r<:^ii>»0 tmil (f<.\y>0 laesen^ 
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23. 



da» heifst^ es ist 

17. ii,-f Hg-f nj = US. 
Beispiel. Es sei 

18. ti = 7, t> =: 11, also UV = 77 und 

19. « = 1, 2, 3, 4, .... 38(=^(iir — 1)), , 
so geben die beiden Gleichungen (2.u. 3.) Folgendes: 

Für s » 1 2 » 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 2S 29 30 31 32 33 34 35 36 
ist m, -sOO 0000 1 1 1 11 11222222233333334444444 5 5 

rsl23456012 3 4560l234560 12345601234 5 60 1 
m.sOOOOOOOOOOl 111 111111 12222222222 23 33 3 

^«^12345678910 128 456789 10 0123456799100 123 

21. 555223866612275563338455222866631 27 5 

Die horiKontale Zmle (21.) giebt die Nummer der 8 Classen (6.) an, in 
welche jedes z gehört. Z. B.: Fflr z=l7 ist r = 3<;itt>0 und (>=== 
6^1^17, also gehört z = 17 in die sechste Classe (6.); und so die andern. 
Zufolge (21.) gehören also 

die 2 Zahlen 11 und 33 in die erste Chsse ^ folglich ist hier ii|= 'i; 
die 8 Zahlen, 4, 5, 12, 13, 25, 20, 27 und 34 gehören in 

die zweite Classe, also ist n2= 8; 
die ä Zahlen 6, 18, 19, 20 und 32 gehören in die dritte 

Classe, also ist 113= 5; 
die I Zahl 22 gehört in die vierte Classe, also ist . . 114= 1; 
die 10 Zahlen 1, 2, 3, 15, 16, 23, 24, 36, 37 und 38 

gehören in die fünfte Classe, also ist n^ = 10; 
die 7 Zahlen 8, 9, 10, 17, 29, 30, 31 gehören in die 

sechste Classe, also ist /io= 7; 
die 2 Zahlen 14 und 35 gehören in die siebente Classe, 

also ist 117 = 2 ; 
die 3 Zahlen 7, 21 und 28 gehören in die achte Classe, 

also ist 11»= 3. 

Diese Werthe der verschiedenen n thun nun wie folgt den Gleichungen (7. 
bis 17.) des Lehrsatzes Genfige.. Nemlich 

die Gleichung (7.) ist hier 2^-8+5+ H-10+7+2+3 = 38 = i(f/i?- 1), 
... (8.) . - 2 + 3 = 5 = l(r-l), 
- -^ (0.) *. • 2-|k1=3 = ^(ii^1), 

-. f. - (10.) • - 84-*0+»^i=2a=i(«4-l)(r— l)==i.8.HH 



37 38 
5 5 
2^-3 

3 3 

4 5 



5 5 
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die Gleichung (11.) ist hier 1+10+7 = 18 = ^(ti_l)(i>+i) = |.6. 12, 

- - - (12.)- - 5+7-f3=15 = i(ti— l)(t> — l) = i.6.tO, 

... (13.)- - 2 + 8 + 5 = l5 = J^(«— l)(r— t) = i.6.10, 

23. <! - - - (14.)- - 5 + 10=15 = i(ti-l)(r-I) = i.6.10, 

... (15.)- - 8+ 7=l5==i(ti — I)(t> — I) = i.ü.t(), 

... (16.)- - 2.10— 2— 3 = 15=1^(11— IX»— 0=^^.6.10, 

^ . . . (17.) - . 2 + 3 + 5 = 10; 

Alles wie gehörig. 

Beweis. Ä, Dafs alle die 8 verschiedenen Classen fOr die z stalt- 
finden können j ist offenbar. Es ist nur zu bemerken, dafs nicht, wie es 
scheinen könnte, auch noch für (p. Drittens), eben wie (5. Erstlich und Zweitens), 
ein dritter Fall r=:0 und zugleich c = 0, also keine neunte Classe mög^ 
lieh ist. Denn könnte ein z mit u und v zugMch avfgehen^ so würde M, 
da u und ü nach der Voraussetzung zu einander th^lerfremd sind, zufolge 
r§. 26.) auch mit dem Product uv aufgehen müssen; was nicht möglich isl^ 
da das gröfsle der z erst ^(tit;— 1) ist und also alle z<iuv sind. 

B. Dafs kein z in mehr als einer Classe zugleich vorkommen kann, 
ist ebenfalls offenbar ; denn eine Zahl z kann zu einer andern u oder v nicht 
verschiedene Reste zugleich lassen. Da nun zugleich jedes z nothwenlig in 
einer der 8 Classen vorkommen mu/s, indem nicht mehr als die 8 Fälle mßglich 
sind, so folgt, dafs die Summe der Mengen der z in den verschiedenen 8 Classen 
der Anzahl der z selbst gleich ist. Diese letztere ist i(uv-^i)^ also knufs 

24. »i + n, + n, + »4 + n5 + ne + ii7 + n8 = ^(uv — l) 
sein. Dies ist die Gleichung (7.) des Lehrsatzes. 

C. Die mit u aufgehenden z^ n, + »g an der Zahl, sind offenbar die 

Vielfachen 

25. II, 2ii, 3w, 4i/, j.(|^_i)ti 

von u, und keine mehr; denn das nöfcA?/^ Vielfache von u, nemlich iCr-f-l)«, 
ist schon gröfser als der gröfste Werth ^(uv—l) von z. Die Anzahl; jener 
Vielfachen von u (25.) ist aber i (»—!), also ist 

26. »7 + »8 = i<«^— »>• • >- 

Dieses ist die Gleichung (8.) des L^satees. ^ ' 

D. Die mit v aufgehenden Zy »i + 1I4 an 4tv Zahl, 6ind dKe^ FJM/wApt 

27. . Vy 2ü, 3r, 4r, .... J.(ti — l)r T 

von V, und keine mehr; denn das ndchele YieUache von v, nemlich ^(tf+fl^, 
irt schon gröfser als 6nT grö/ite Werth ;j^{uv—l) von *. Die AnzaU iet 
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Yielfochen «ron v (27.) ist aber i^(w— I), also ist 

28. »i + »4 = i(tt— I). 
Dieses ist die Gleichuag (9.) des Lehrsatzes. 

E. Folgende Zahlen z, und keine anderen, nemlich: 

Die^(H>l) ZaUen U v + l|(2»-f 1, 3«+!, ...« ^(i»_1)ip4.1 lassen zu v den Rest I, 
jDie Hui-i) Zahlen 2, v+2, 2o + % 3v + 2, .... i(i*~l)v+2 lassen au v den Rest 2, 
29. <Die^(i*+t) Zalkien 3, t;+3, 2u+3, 3v+3, .... ^^i)v+^ lassen zu v den Rest 3, 

Die j(ii+l) Zahlen i(i;— 1), ü+4(ü- I), 2ü+^t;— 1), .... i(»*— l)w+J(v-l) lassen zn v den Rnst i(ü— l). 

Alle diese Zahlen finden sich unter den Werlhen, welche z haben kann; 
denn die größte unter Jhnen i(u — l)V'{-^{v — l) =l-{uo — l) ist nur eben 
so grofs als z soll sein können; alle andern sind kleiner. Desgleichen lassen 
sie alle zu v Reste, die <^lv und >> sind. Sie sind also zusammengenom- 
men die 112 4-^5 + ^7 Zahlen z in der 2ten, 5ten und 7ten Classe (6.). 

Nun ist die Anzahl' der z in (29.) =i(ti+l).i(i? — 1)» denn in jeder 
horizontalen Reihe stehen ^ (ti-f- 1 ) Zahlen und die Anzahl der Reihe ist^(&— i). 

Also ist 

30. », + 115 + 117 = i(w + l)i(t?- I). 
Dieses ist die Gleichung (10.) des Lehrsatzes. 

F. Folgende Zahlen z, und keine anderen, nemlich: 

fDie|(v-t-t) Zahlen 1^ u-f 1» ^u-ft, Su + i, .... |(u— l)u+t lassen zn u den Rest 1, 
Die |(v + l) Zahlen 2, «-f 2, 2fi + 2, 3u-|-2» .... j(v — t]tt-|-2 lassen zu u den Rest 2, 
31. (Die i(v-fl) Zahlen 3, m-|-3^ 2ii-f 3, 3ii-|.3, .... |(o— l)fi-|-3 lassen zn u den Rest 3, 



Dief{i»+l)Zalileai(i»— 1), «+^»—1), 2a+4(H— l), .... i<t;— Du+1(m— I) lassen zu m den Kesti(M~I). 

Alle diese Zahlen finden sich unter den Werthen, welche j^^ haben kann; 
denn die ffröptfe unter ihnen ist i(r— <)«+!(«— l) = i(tit? — l), also nur 
das grölste z. AUo andern sind kleiner. Auch laesen sie alle sn u Reste, 
die <Citi und >>() sind. Sie sind also zusammen die 114+115 + 115 Zahlen z 
in der 4ten, .öten «nd fiten Olasse (6.). 

Die AnsaUder js in (31.) ist aber i(i'+ t).i(ti— 1)^ denn jede der 
|f(ii — 1) horizontalen Reäien «nühtit i(r-+l) Zahlen. Also ist 

32. n.^nsi-n^ = i(u-l){v+l). 
^. Dieses ist die Oldphung <11.) des Lehrsatzes* 

G. Die n3+iir,+ii8 Zahlen ar 9n (4.) lassen «fiimntUeh nach ^ Reste 
if>^v. Zieht man tli+ii4 = ^(ti— 1)(».) und it2+W6+^ = i(tt+0(«^ — 
(10.) von iii+ii^+iij+n4+ii,+fi«+fi7+iifc= ^{uv — l)x7.) ab, so ergiebl sich 
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n3+nn+ii8 = |(iir-l)-K««-l)-i(ii+l)(r-l) oder 

== |iit? — i — ^w-f i — iw«^+i« — i«> + i oder 
33. n3 + no + it3 = iuv-iu — ^v\i = ^(ti— l)(r— 1). 

Dies ist die Gleichung (12.) des Lehrsatzes. 

H. Die n^-f^^-f^ Zahlen z in (6.) lassen sämmüich nach « Reste 
r:>^u. Ziehtman nT\-n^=^^{v — l) (8.) und «♦4-»5+^=i(ti — 1)(» + 1) 
(11.) von fii + n^ + nj^ n^-f ii5-{-nf,4-n- + it8=^(tir — 1)(7.) ab, so ergiebt 

sich 

Wi + n2 + n3 = l(t/t? — 1) — i(r — 1) — i(ti — l)(r+l) oder 

= itir — | — ^t; + l — iwt? — ^ti-f ir-f i oder 
34. w,-} n, + n3 = itit? — ^ti — ir-j-^^ = |(ti_i)(r — 1). 

Dies ist die Gleichung (13.) des Lehrsatzes. 
/. fi. So wie die ^(uv — l) Zahlen 

35. 1, 2, 3, 4, .... -^(i/r — 1) 
durch z bezeichnet wurden, so mögen die weiter folgenden ^ (ti r — 1 ) Zahlen 

36. i(wr+l), i(fit?-f3), i(wt; + 5), .... tit?— 1 
durch fv bezeichnet werden. Alsdann gehört zu Jedem z ein w, und nur 
ein w, welches mit ihm zusammen uv ausmacht: nemlich 1 mit uv — 1, !> mit 
UV — 2, 3 mit UV — 3, .... i(wi^— 1) mit K^'^'fl) zusammen machen 
sammtlich uv aus. Wenn man also in der Gleichung 

37. Z'\-w = UV 
dem z alle die j;{uv — 1) Werthe (35.), die es haben kann, giebt, so hat w 
seinerseits alle die ^(iir— l) Werthe (36.), die ihm zukommen. 

h. Nun sei für irgend ein z, welches weder mit « noch mit r ov/*- 
ffeht, nach (2. u. 3.) 

38. z =^ fttiU-^-r = nt^r^f (^9 

wo also weder r noch q Null aber r<^u, q<Cv ist Für das zugehörige w sei 

39. w = ^i«-}*^' = fh^-\'9% 

wo r'<iu und (f'<iv angenommen wird; alsdann kann auch weder r' noch q' 
Null sein. Denn ginge w mit u oder mit v auf, so mOfste zufolge (37.) anch 
z mit €1 oder mit r aufgehen, gegen die Voraussetzung. Zofolge (37.) ist 
aus (38. u. 39.) 

Dieses ist so viel als die zwei Gleichungen 

41. UV Ä= (mi4-i^i)tt4"^4"^' ^^ 

42. tit? = (iii,4-^a>r + e-fp'- 
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Aus (41.11.42.) folgt, dafs r-i-r^ mit u und q-}-q^ mit r aufgehen mufs 
(§.18.). Aber r-fr' ist >0 und <'itt, weil r>0<tt und r'>0<ti; 
also mufs nothwendig 

43. r-\-r' — u 

Min; denn zwischen und 2u liegt keine andere Zahl als u selbst, die mit u 
aufginge. Gleichmäfsig ist()-{-p'>>Ound <:2r, weil Q>0<iv und p'>0<;t? 
ist; also mufs auch nothwendig 

44. p-f"?' = ^ 
sein; aus gleichen Granden. 

Aus (43. u. 44.) folgt nun weiter, dafs, wenn r>>^fi ist, r'<ifi>0 

sein mufs, und umgekehrt; desgleichen, dafs, wenn (f>^v ist, p'<it?>>0 

sein mufs, und umgekehrt. 

c. Nun sind n^ Zahlen z vorhanden, für welche r^-^u und zugl^ch 
ifZ>\^ ist (6.), also mufs es eben so viele Zahlen w geben, für welche 
r'^iti^O und zugleich (>'<it?>0 ist, denn zu jedem z gehört ein w, 
für welches r'<i\u>0 und (>'<Cit?>0, wenn für das zugehörige Zy r>^tr 

und e>i«? ißt (6.)- 

Desgleichen sind n^ Zahlen z vorhanden, für welche r<i\u';>0 und 
Zugloch Q<i^^>0 ist (6.), also mufs es eben so viele Zahlen w geben, 
für welche r'>ti und zugleich i}'>\v ist; aus gleichen Gründen. 

Es sind also unter den Zahlen z und w zusammengenommen, 
das heifst unter den Zahlen 

45. 1, 2, 3, 4, uv — 1 

nothwendig überhaupt 1I3 -f n^ Zahlen vorhanden, die, weder mit u noch mit v 
aufgellend, nach u Reste r oder r'>\u und zugleich nach t; Reste (> oder 
^ ^\v lassen; und eben so viele Zahlen, welche, weder mit u noch mit v 
aufgehend, nach u Reste r oder r'<Z,\uXi und zugleich nach v Reste p 
oder p'<Cit?>ü lassen. 

d. Um durch ii undT ausgedruckt zu finden, wieviele solcher letzt- 
genannten Zahlen unter den z und w zusammengenommen sich befinden, be- 
zeichne X jede derjenigen Zahlen aus der Gesammtheit der z und w, also 
ans den Zahlen (45.), welche mit u dividirt einen Rest €<;iti^O und mit 
V dividirt einen Rest a <i\v>0 läfst; so dafs also 

46. X = ^fi-j-« = sV'\^a 

ist, wo e<iti>0, zugleich a<i^>Q und x<Zuv also «<r, *<« seinrolL 

15 
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e. Ans (46.) folgt 

47. SV = eU'\'€ — o. 
In dieser Gleichung soll also € alle die Werthe 1, 2, 3, .,.. i(ii — 1) und 
a alle dieWerlhe 1, 2, 3, .•.. ^(v — 1) bekommen können, während s<iUf 
e<Cv ist. Was nun auch e — a sein mag, positiv, oder negativ, oder NidH 
immer giebt es nach (§. 34. III.) einen Werth von s<Cu, welcher der Glei«* 
chung (47.) genug thut; also kann in (47.) und folglich in (46.) in der That 
s<Cu und folglich, da a nothwendig <^v ist, auch x<^uv sein. Also kann 
in (46.) € wirklich alle die Werthe 1, 2, 3, .... ^(f| — 1) und a alle die 
Werthe 1, 2, 3, i(v — l) haben, für axZuv. 

f. Nun kann zunächst in (46.) erst € ohne Rücksicht auf sV'\-a offen- 
bar alle die Werthe 1, 2, 3, 4, . . .. J(ti — 1) haben; denn alie die x, welche 
diese Werthe des Restes e gehen, sind vorhanden. 

Aber giebt man dem € irgend einen bestimmten Werth, z.B. 1, so 
kann zufolge (e.) für dieses nemliehe €=1, (t jeden der ^(r — 1) Werthe 
1, 2, 3, .... ^(r— 1) haben, und zwar offenbar immer für ein anderes x, 
da ein und dasselbe x nicht verschiedene Reste a lassen kann. Für € = 1 findet 
sich also zu jedem (T=I, 2, 3, .... \{v — \) irgend ein x. Folglich giebt 
es in (46.) \(v — I) verschiedene x, die alle den Rest e= 1, aber die rer- 
schiedenen Reste a=l, 2, 3, .... \{v — 1) lassen. 

Ganz gleich verhält es sich für jeden der ^^ (ii— 1 ) Werthe I, 2, 3, 

.... \{u — 1), welche e haben kann. 

Also giebt es überhaupt i(w— i).i(t?— I) = ^^(ti — l)(r — 1) ver- 
schiedene X unter den Zahlen (45.), welche nach u Reste <!i«>*0 und 
zugleich nach r Reste <<it^>0 lassen. Die Anzahl dieser Zahlen war (i?.) 
= ft3-f ^5, also ist 

48. n^ + iis = \{n — \){v — \). 
Dieses ist die Gleichung (14.) des Lehrsatzes. 

K. Zieht man W7-|-n8 = i(r — I) (8.), », + n, = ^(ti — 1) (9.) nnd 

»3 4;W5 = i(w— l)(t^ — 1) (14.) von »i-f n^+nj-f-n^ + ns-f fi^ + n^-j-ns «= 

^^(tii>— 1) (7.) ab, so ergiebl sich 

n,-f «6 = \{uv-\)-\{v-\)-k{ti-V)-\(u—\){v-l) oder 
n2 + «6 = \uv — \ — \V'\^^ — \U'\-\ — \uv'\-\U'\-\v — \ oder 

49. n,-f Wo = \uv — \u — \v\^ = i(«— l)(r— 1). 

Diesem ist die Gleichung (15.) des Lehrsatzes. 



i 
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L. Addirt man n^^n^ = \{u—\){v—\) {\b.^ zu ^^(iiB-ffH) 
^(11— l)(t;— 1) (14.) und zieht von der Summe «2+Wö-f ^8 = 1^(1/ — l)(t? — l) 
(12.) und iii + »2 + »3 = i(«^— 1)(«^ — (13.) ab, so ergiebt sich 
2(n3+»5)+n,4-n6— 113— He— »8— nj— ii2— »3=(i+i— i— iX«— l)(r— l)oder 

50. 21I5 — n^ — Hg = !(« — l)(r— 1). 
Dieses ist die Gleichung (16.) des Lehrsatzes. 

M. Zieht man endlichnj-f »6=i(t^— IXt?— 1) (14.) von 7n^—n^—n^ 
= i(tr — l)(r— 1) (16.) ab, so ergiebt sich 

2115 — Hl — Hg— 113 — HS = oder 
51. n^'\-n^'\'n^ = 1I5. 
Dieses ist die Gleichung (17.) des Lehrsatzes. 

iV. Anm. Der Theil des Beweises (/•) enthält eigenthümliche Er- 
wägungen und bedarf wesentlich des Satzes (§. 34.) , welcher auch weiterhin 
oft nöthig ist. Alles Übrige ist sehr einfach. 

§. 37. 
Lehrsatz. 

L Es seien m und n zwei beliebige positive ganze Zu/den 

und es sei 

^ 1. n>m. 

Setzt man 

m = iW^n-f Ti, 

Um = fi^n'\'T2^ 

3m = A^3n + r3, ^^^ 3^ 



2. 



n = 
2n = 
in = 

• • 


= nm-f (»,5 
=; j'jin + pj, 



|(n_l)m = /i„-in4-r„_,, l(m— l)ii= v,^in:|:.(i„,^i, 

nm = /in n+r„, 1 mn= v,„ m-f p« 

unter der Bedingung^ dafs die sämmtlichen r und () positiv sind und 

4. die T aus den Zahlen 1, 2, 3, 4, . . « . n, 

5. die Q aus den Zahlen 0, 1, 2, 3, .... m — I 
genommen werden, und bezricknet die Summe der sämmtlichen Quotien^ 
ten /u, nemUch 

6. ii^i-f A^ + i^3 +/«^n-i + /^H durch S/i; . 

ife> Summe der sämmtliehen Quotienten v^ nemtich 

7. ^1+^1+ >^3 • • • • -f ^i»-.i + ^ffl rfu^^A Si^; 
i/i> Summe der sämmtlichen Reste r, nemlich 

8. ri+Tj+rj +r„.i4-r„ dwch Sr; 

15* 
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die Summe der sämmtiiehen Reste (i, uemlich 

80 ist 

10. r„ =11, p« = 0, 

11. ^„ = m — 1 und y„ = n, 

12. 8iii-\-Sv = mn, 

13. inSr-|-nS(> = ^mn(iD-f n)> 
II. Sind m und n zu einander tkeiterfiremdf so ist 

14. Sr = in(»-fl), 

15. Sp = ^in(in — i), 

16. S^= iCn-f I)(m— 1) i 

17. 6v = i((n-l)m+n+l)(^'*+^'' = ""' 

18. S/*-^. = S»'-»'«=i(n-l)(m-l). 

Beispiel 1. Es sei für beliMffe m und n, 

19. «I = 8, n = 20, 
90 ist in (2 u. 3.) 

1, 2«i = On+8, 16, 
3, 4, 5w = ln-i-4, 12, 20, 

6, 7m = 2n-i-8, 16, 
8, 9, 10m = 3»-f4, 12, 20, 
^"- ^ n, 12m = 4n+8, 16, "''^ ^^' 

13, 14, 15m = 5»-|-4, 12, 20, 

16, t7m = 6n-i-8, 16, 
18, 19, 20m = 7n-i-4, 12, 20, 

Die Snmme aller Quotienten /a and r ist hier 

Ä^+Sy = 2.0+3.1+2. 2-f-3.3+2.4-f 3. 5-f 2. 6-}-3.7+2+5-f7-f 10+12 

+ 15 + 17+20, oder 

22. Ä^+«y = 3+4+9+8+15 + 12+2l + 88= 160 = 8. 20 = »n; 
gemäfs (12.). Ferner ist 

23. fi„ =: 7 = m— 1 und y« = 20 = «; gemfifs (11.), 

24. mSr-^nSg = 8(8+16+4+12+20)4+20.4.4 = 4.8.60+320 

= 2240 = 1.8.20(8+20) = imii(m+n); gemfifs (13.), 

r, = 20 = « und q„ = 0; gemfifs (10.). 

Beispiel 2. Es sei fOr theilerfremde m und m, 

26. m = 9, n = 38, 

so ist in (2. u. 3.) 



In = 


= 2m+4, 


2« = 


= om+O, 


in = 


= 7m+4, 


4it = 


= lOm+0, 


5n = 


= 12m + 4, 


6» = 


= 15m + 0, 


7n = 


= I7m+4, 


8n = 


= 20m + 0. 



w 



I 

i 



ln = 


= 4i«-f 2, 


2n = 


= Sin +4, 


3ii = 


= l2»i-j-6, 


4n = 


= 16»t4-8, 


5n = 


= 21m-i-l, 


6n = 


= röm^'i, 


7» = 


= 29m-f5, 


8n = 


= 33m + 7, 


9n = 


= 38»i-{-0. 



f. 37. Fonn. 27—33. 117 

1, 2, 3, 4m = 0» + 9, 18, 27, 36, 

5, 6, 7, 8fii = ln-i-7, 16, 25, 34, 

9, 10, 11, 121» = 2n-j-5, 14, 23, 32, 

13, 14, 15, 16»! = 3n-f3, 12, 21, 30, 

r. <17, 18, 19, 20, 21m = 4n-f-l, 10, 19, 28, 37, 28. 

22, 23, 24, 25m = 5n-i-8, 17, 26, 35, 

26, 27, 28, 29m = 6»-f6, 15, 24, .33, 

30, 31, 32, 33m = 7n-i-4, 13, 22, 31, 

34, 35, 36, 37, 38m = 8n-f 2, 11, 20, 29, 38, 

Die Summe der Quotienten fi und v ist hier 

«^ = 4.0+4.14-4.2+4.34-5.4+4.54-4.6+4.74-5.8 oder 
29. «/* = 4+8+ 12 + 20+204-24+28+40= 156 =-J(38+l)(9 — l) 

= i.39.8 = i(n+l)(m— 1); gemäfs (16.). 
Die Summe der Quotienten v ist 

30. «y = 4+8+12+16+21 + 25+29+33+38 = 186 
= K(38— 1). 9+38+1) = i(37.9 + 39)= 186 = i((»—l)m+n+l); 

gemäfs (17.). Ferner ist 

31. Ä/i — ^„=156 — 8 = Si/ — v^ = 186 — 38 = 148 = ^.37.8 

= ^(»— l)(m— 1); gemfifs (18.), 
33. Sr = (l+2 + 3.... + 38) = i.38.39 = in(ii+l); gemäfs (14.), 
33. S(f = (1+2 + 3....+ H)=i. 8. 9 = i»i(iw— 1); gemäfs (15.). 

Beweis. A. Da m<Cn sein soll und zufolge der ersten Gleichung 
(3.) Vifn noch um Qi kleiner als n ist, so ist in (2.) fQr m, 2m, ^m, .... v^m 
nothwendig fi^ = 0. Also sind die ersten r^ Quotienten ^i , /i, , ^3 , .... fi^^ 
sfimmtlich Null. 

Das nächstfolgende Vielfache {Vi'\-i)M von m ist schon >ii; denn, 
noch einmal m zu der ersten Gleichung (3.) gethan, wflrde einen Rest ^i + m 
geben, der >>m wäre; was nicht sein soll. Also ist der Quotient lUp^^i in 
(2.) der erste derjenigen, welche nicht Null, sondern 1 sind. Aber Vim ist 
nach der 2ten Gleichung in (3.) noch um Q2 kleiner als 2ii Also sind in 
(2.) auch alle folgenden Vielfachen (y| + 2)m, (1^1 + 3) m, (3^1+4)1^ etc., von 
Hl bis zu 1^2^ i^och kleiner als 2it, und folglich sind alle die y2 — Vi Quotien- 
ten /^,+i, M'P.+i^ /^^+3 9 •••• f^, 10 (2.) sämmtlich =1. 

Auf dieselbe Weise folgt, dafs die sAmmtlichen Vi — Vt Quotienten 
/ir,+M A^^4-29 ^^^-3» •••• A^, '^^ (^O =2 sind, die sAmmtlichen n— ^j Quo- 
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tienten ^"»3+1, /^f,+2? i^rns? t^^. *" C^O =3; u. s. w. Zuletzt also sind 

die letzten i^^. — ^m-i Quotienten fi gleich m — 1. 

B, Nimmt man dieses zusammen , so ergiebt sich Folgendes: 

die ersten Vi Quotienten fi sind = 0, 

die folgenden v^ — Vi Quotienten ^ sind = 1 , 

die folgenden v^ — v<i Quotienten ^ sind = 2, 



34. 



die vorletzten v^^i — y^., Quotienten fi sind =1» — !2, ^ 

die letzten v^ —Vm^i Quotienten ^ sind = 1» — 1. 
Der Betrag Sf^i der sämmilichen Quotienten fi (6.) ist also 

35. Ä^ = Oa/,+ 1(1/2— n) + 2(y3 — i^2)-l-3(n—n) .... 

.... +(m — 2)(|/^«i — i/^_o)-j-(m— l)(v« — v,„»,) 
Daraus folgt, wenn man wegläfst was sich aufhebt, 
Siii = —Vi — y^—rz — yA""—^m-.i-\'(M — i)ym = '—Sv'\-mv^ (7.) oder 

36. Su-j-Sy = my^. 

C. Nun ist in der letzten Gleichung (3.) y^ = n, und in der letzten 
Gleichung (2.) ^^ = m — 1. Denn es kann in r/in = j/„iw-|-(>m der Rest 
p^ nur = oder = m sein , weil y„, m mit m avfgeht und also auch if^ mit 
m aufgehen mufs; eben so kann in nm = ,a„n-|-^n der Rest r„ nur =0 
oder = n sein, weil /i„n mit n aufgehl und also auch r^ mit n aufgehen 
mufs. Aber ein p = iw ^0// nach (5.) und ein r = nach. (4.) nicht Statt 
finden. Also kann in der letzten Gleichung (3.) p^ nvr = und folglich 
r^ nur =n sein, wie es (10.) behauptet, und in der letzteit Gleichung (2.) 
kann r^ nur =» und folglich ju„ nur =f/t — l sein, wie es (11.) behauptet 

D. Setzt man dem gemftfs in (36.) fflr v^ seinen Werth n, so er- 

giebt sich 

37. SiLL'\'Sy = mn; 

welches die Gleichung (12.) des Lehrsatzes ist. 

E. Summirt man alle die Gleichungen (2.), so wie diejenigen (3.), 
so erhält man 

38. (l+24-3 + 4....-f ii)/ii = nÄ^-f-iSr = i(n+l)iim und 

39. (1+2 + 34-4 ....+r/On = mSy\-8(f = i(m+I)mn. 

In (38.) mit m und in (39.) mit n multiplicirt und die Summe der Producte 
genommen, giebt 

40. ^mw(ii+l)iyi + i^iii«(iÄ+l)n = iMii(iS/i+iS'v) + »i6V+i»iS(>, 
oder, da Sfi'\'Sy=^mn ist (12.), 
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\mn[m{n'\-t)'\'n(m -{-!)] = m'n'-f-mÄr-f «iSp oder 
41. wÄr-j-nÄp = ^mn(m'\'n); 
welches die Gleichung (13.) des Lehrsatzes ist. 

F. Sind m und n zu einander f heiter fr emd , so sind nach (§.34.) 
in (2.) die r die sämmtlichen Zahlen 

42. 1, 3, 3, 4, w — 1, n. 

Denn nach (§. 34. I.) würden in (2.) den Facloren 0, 1, 2, 3, n — 1 

von.m die Reste 0, 1, 'i, 3, 4, .. . n — 1 zukommen, und zu dem Reste U 
gehört der Factor (§. 34. L). Dieser Factor findet hier nicht Statt, also 
auch nicht der Rest 0. Dagegen kommt hier der Factor n noch hinzu, und 
für diesen ist der Rest r zufolge (10.) =m. Also sind die r in (2.) noth'- 
wendig alle die Zahlen (42.). 

Eben so sind die q in (3,) die sämmtlichen Zahlen 

43. 0, 1, 2, 3, 4, .... m — I. 

Denn den Factoren I, 2, 3, .... w — 1 in (3.) kommen nach (§.34. I.) die 
Reste 1, 2, 3, .... n — 1 zu, und der zu dem letzten Factor m in (3.) 
gehörige Rest q^ ist nach (10.) = 0, so dafs also zusammen die (> die Zah- 
len (43.) sind. 

G. Aus (42. und 43.) folgt nun unmittelbar, dafs die Summe der 
Reste r, nemlich Sr^ =^(n4-i)^ und die Summe der Reste (>, nemlich 
Sp, =^tn{m — 1) ist; wie es (14. u. 15.) behaupten. 

H. Setzt man (14. u. 15.) in die Gleichungen (38. u. 39.), welbhe 
hier in dem besonderen Fall ebenfalls stattfinden, da sie für jedes tn und n 
allgemein gelten; so ergiebt sich 

44. l(n'\-l)mn = nSu-f i^(^*+') ^»d 

45. ^(fn'\-l)mn = mSr-^-^m^m — 1) 

oder 

46. -Jy/t(n+l) — i(n+I) = S/i = l(n+l)(iii — ]) und 

47. in(m-fi) — i(w— l) = Sr = i((»_l)fii4-n + l); 
welches die Gleichungen (16. u. 17.) des Lehrsatzes sind. 

J. Aus (16, 17. u. 11.) ergiebt sich 

48. S^t-.a, = ^{n+l)(iii— 1) — (m-1) = i.(n-l){m-t) und 

49. Sr — y^ = i(n — l)w+|(n+l) — n = ^(n — l)(m — I); 
wie es der Lehrsatz in (18.) behauptet. 

JC Anm. Der Beweis erhält seine Entwicklung besonders durch 
die Sununirung der Gleichungen (34. in 0.), die ihrerseits aus einfachen Be- 
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S. 38. Fom. l-rii, 



2. 



trachtungen hervorgehen. In (£?.} wird der bekannte Ansdruck der Summe 
einer sogenannten arithmetischen Reihe zu Hülfe genommen. 

§. 38, 
Lehrsatz. 

Es seien m undn zwei beliebige positive ganze Zahlen und es sei 

1. n>>m. 
Man setze 

m = /t,n-f r,, I n = rim-j-p,, 

2m = jttjn-frj, l 2n = v^m-f (»j, 

3m = ^«jn-f Tj, 1 3n = v,m-f Pj, 



i(n— l)m = /*«„-!) n+r4(^,), ™d 3. \^(m— i)n = no-D m + C«»-!) , 
wenn n ungerade und j wenn m ungerade und 

|nm = /*j„n-fr4„, f ^mn = v^^m-f P4„, 

wenn n gerade ist, \ wenn m gerade ist, 

unter der Bedingung, dafs die sämmtliehen r und q positiv sind und dafs 

4. die r aus den Zahlen 1, 2, 3, 4, .... n und 

5. </t« (> oti« <f«it Zahlen 0, 1, 3, 3, .... m — 1 

genommen werden. Femer bezeichne man die Summe der sätiunttichen 
Quotienten ^, nemlich 

und die Summe der sätnmtBchen Quotienten v, nemlich 

7. Vi-\-v,-\-Vj .... »'4(„_,) o<fer »/j^ durch Sv. 
Alsdann ist 



8. 



9. 



10. 



1. S(tt-f-Sv 

2. i**i(n-l) 

il. Sfi-\-Sv 

'2- /*4(n-l) 

1. S,u-}-Si' 

2. j^*^"-'' ^ 

In». 



11. 




:^(n,-l)(n-l), 
:i(m — I) ttn</r4(„.,) 

i(m— l)n, 
:|(m— 1) und r^n = 

:^m(n-l), 

im — 1 »it<f r4(„.„ 

i^(n — 1) und (^^„ 

imn, 

^m — I «nrf r4„ 

in trnd P4„ : 



wenn m ungerade 
i(n — m);| «fu2 n ungerade ist; 

wenn m ungerade 
und n gerade ist; 



in; 

im; 

n. 

0, 



trmn m gerade 
und n ungerade ist; 

wenn tn gerade 
und n gerade ist. 
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Beispiel 1. fflr (8.)- Es sei 

12, m = 7, n = 35, 
so geben (2. n. 3.) 

1, 2, 3, 4, 5i» = On+7, 14, 21, 28, 35, M 35 = 5 74-0 

j3 I 6, 7, 8, 9, 10m = l» + 7, 14, 21, 28, 35, „^^ ^^ 2:35=10:7X0; 

Ml, 12, 13, 14, 15»» = 2«-f7, 14, 21, 28, 35, (3.35 = 15.7I0; 

16, 17»! :^ 3ii-)-7, 14; 

und die Summe sSmmtlicher Quotienten ist 

14. S/*4-«y = 5.0+5.1+5. 2-f 2. 3 + 5+10-f 15=51 = :K7-1)(35-1) 

= — i— ; gemfifs (8. 1.). 

Desgleichen ist (Uj{„_,) = 3 = i(»i — 1) und r^t,,,, = 14 = ^(«— fw); ge- 
mfifs (8. 2.). 

Beispiel 2. fflr (8.). Es sei 

15. m = 9, « = 39, 
so geben (2. u. 3.) 

1, 2, 3, f4m = 0n+9, 18, 27, 36, /l 39= 4 94.3 

5, 6, 7, .8i«=:ln+6, 15, 24, 33, (2'39= 8*916' 

17. ^9, 10, 11, 12, 13iii = 2n+3, 12, 21, 30, 39, *8- \3'39=:i3*oIo' 

' 14, 15, 16, 17m = 3n+9, 18, 27, 36, Uqq-iT'qlq! 

18, 19«i=4«+6, 15; \4.39_l7.»+3, 

also ist die Summe sflmmtlicher Quotiei^ten hier 

19. «/t*+S»' = 4.0+4. 1+5.2+4.3+2. 4+4+8+13+17 = 76 

= ^(9_1)(39^1) -= iJä; gemfifs (8. 1.). 

Desgleichen ist ^^j,.,) = 4 = ^(m — 1) und r^„ = i5 = ^(n—m); ge- 
mfifs (8. 2.). 



so ist 



Beispie} 3. fflr (9.). Es sei 

20. m = 21, n = 24, 



I 
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1S2 $. 36. Foin. 21— 31. 

Im •= On-\'2U 

'2m = ln-fI8, / tn == \m-\- 3, 

3f/i = 2«-fl5, 12«= 2»i-i- 6, 

4«»= 3n-i-12, I 3n = 3m-f 9, 

5»!= 4w4- 0, I 4tt = 4m-fI2, 

21. y ^""^ 5n+ 6, yjjj 2j^ 7 5n = 5m-i-15, 

7»! = 6n-f 3, \ 6n = 6i»-fl8, 

8»» = 6n-i-24, J 7n = Siw-j- 0, 

9m = 7n-j-2l, I Sm'^ 9m\- 3, 

iO«i = 8n4-18, f 9»=10m-f 6, 

11»»= 9»-l-15, ^ IOn=llin-f- % 
Um = 10n-i-12i 
also ist hier 

23. 8iii-\-Sv = 6l-\-59= 120 = ^(21—1)24= -^^^; gemAfs (9. 1.). 

Desgleichen ist fl^^„_^^ = 10 =z^(m — l), rK,_„=12 = i«; gemfirs (9. 2.). 

Beispiel 4. fflr (10.). Es sei 

24. «1 = 6, n = 15,, 
so ist 

I, 2»! = 0»+6, 12, 1 In = 2»i-j-3, 



25. (3, 4, 5»» = l»4-3, 9, 15, und 26. (2« = 5m-fO,; 



6.l4 



•' l 6, ,7 »I = 2«+ 6, 12, t3n = 7m-|-3, 

Uso' ist hier i 

!87. S^4-iS»'=2.b-f3.1+2.24-2-|r5-f7 = 21=i6(15-l)=- ^ , 

gemärs (10. 1.). Desgleichen ist /*j(„.u=2=i»»—Tl, rj(„_i)= 12 = « — ^m, 

nm = 7 = i(«— 1), (>4„ = 3=|»/»; gemäfs (10. 1). 

Beispiel 5. für (11.). £d sei 

as. «1 = 8, » = 34, 
so ist 

1, 2, 3, 4»n=0i»-f-«; 16, 24, 32, 'nn^4nh{-i, 

2J,, 5, 6, 7, 8m =1»+ 6, 14, 22, 30, ^ oa 5^"'^ '^**+*' 

"^ 9, 10, 11, I2«i=2»-f4, 12, 20, 28, _ "°°, "' p»= 12m-i-6, 

13, 14, 15, 16, 17m = 3»-f2, 10, 18, 21^, 3*'; " ' (4it = 'l7m-i-0, 
also ist hier 

31. S/* + iS»' = 4.04-4.1-}-4. 2-1-5. 34-44-84-12-fl7=ü8 = i.«.34-, 
gemars (11. 1.). Desgleichen ist ^j„ = 3 = ^«»— I, rj, = 34 = i^ 
v^„=17=in ond (>j«=0; gemäfs (11. 2.). 
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Beweis. Erster Fall (8.), wenn m ungerade und n un- 
gerade ist A. Ganz wie in dem Beweise (§. 37. A.') folgt, dafs 4r6 ersten 
Vi Quotienten fi in (2.) Null, die folgenden rj — i^i Quoiieiiten ^«y 1^ die fc** 
genden Vi~V2 Quotienten /x =? 2 sind, u. s. w.; zuletast dii^ *'4(ln-^l)— ^4u»fcr-3) Quo- 
tienten ?= j^^(iÄ-r. 3). , i^ 

AL Nun ist fOr Aie letzte der Gleichungen (2), nemlich ftlr -iKii 
Gleichung ^ (n — 1 ) m = ^i^^n-i) » + ^k«-.!) ^ 

32. |(n— l)ir/i = ^mn — |m = ^(»i— I)it-f^^^(n5-i-i»)/ 
Hier ist ^^(n— w)>>0, weil n>>m sein soll (1.) und j^{n — iii)-<fi. Aui^h 
ist |(n — m) — n= — 4^(n-f w) < und i{n—m)'{-n:>n. Also ist 
4(n — w) der Rest rj(„-.i), und folglich auch i(M — 1) ans (32.) derQnoKent 
^i(„«,), 1^0 dafs also 

33. ^4(,_i) = i(m— 1) und r^^,.,, == ^^(n — m) •■ 

ist; wie es (8. 2.) behauptet. 

C. Zufolge (^O waren die letzten ^i(m-i) — ^4(m-3) Quotienten /^=^ 
^(m — 3): also auch der >^4(,„-.i) Quotient ,u ist erst = |(»i — 3), und folglich 
um 1 kleiner als der letzte /ti^^n«!) der überhaupt vorhandenen ^(» — 1) Quo- 
tienten, welcher nach (33.) =i(^^— 1) ist. Daraus folgt, dafs zunächst alle 
die i^i(m-i) Quotienten /i = 0, 1, 'i, 3, . . . . ^(m — 3) torhanden sein müssen, 
weil kein Quotient /^ gröfser ist als der l^zte und sie gruppeswefse regel- 
mäfsig um 1 zunehmen: dann aber noch ^(w — 1)— V^^,^,^ Qnolienten ^a = 
^(»i — 1); denn der nächste auf den f4(>„-i)ten folgende Quotient iM um 1 grö- 
fser als dieser und der letzte f^^^^n^i) ist es nach (33.) ebenfalls. 

D. Die Quotienten fi haben also zusammengenommen folgenw Werthe : 
die ersten n Quotienten /i sind =0, 
die folgenden r^ — ^i Quotienten fi sind ==1, ' 
die folgenden r^ — v, Quotienten /ll sind =2^ 

34. { die folgenden n — r^ Quotienten /i sind = 3 , 

die vorletzten ^'icm-o — ^4(m-^3) Quotienten fi sind =^(m — 3),; 
die letzten i (w — 1 ) — i^i(m_j) Quotienten /e sind = ^^(y/i — 1 ). 
Die Summe der Werthe nZ/^r Quotienten jm ist also 

35.' S,a = 0.vH-l(^*— ^i)+2(i/3— i^i)+3(n— n)-... 

wai fäm^ giebt^ wlNin ntancweglifit .was sioli aufhebt^ . ; 

16» 
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8^1 c= —Vi — 1^2 — n — nc'^-a) — nc«-i)+i(»*— !)(»— *) oder 

36. Sfi^Sy = i(m— l)(ii— 1). 
Dieses ist die Gleichung (8. 1.} des Lehrsatzes. 

Zweiter Fall (9.}, wenn m ungerade w%d n gerade isL 

E. Ganz wie in (Ä^ sind die ersten v^ Quotienten (i gleich Null ; die 
folgenden v^ — v^ Quotienten /c^=l; die weiter folgenden 1^3—1^2 Quotienten 
a = 2 etc., die vorletzten ^^cm-i) — ^i(m-3) Quotienten /^ = ^(i» — 3). 

F0 Sodann aber ist hier fär die letzte der Gleichungen (2.), nem- 
lieh far \nm=:fjL^^n^r^^^ 

37. \nm = \{m — i)n'\-\n. 
Hier ist ifi>0 und <». Auch ist 4^11 — n= — 4^n<:0 und \n-\-n=^ 
|ii>>n. Also ist \n der Rest r^^ und folglich auch \{m — 1) in (37.} der 
Quotient (i^^^ so dafs also 

38. fi^^=\{m — i) und r^^z=^n 
ist^ wie es (9. 2.) behauptet. 

G. Wiederum wie in (C) folgt, dafs alle die y^cm-o Quotienten ^ = 

0,1,2,3, \{m — 3) vorbanden sind; und dann noch i« — ^^(m-i) «ni 1 

gröfsere Quotienten /x = ^(m— 1}. 

0« Die Quotienten fi haben also zusammengenommen folgende Werthe : 

die ersten Vi Quotienten fi sind =0, 

die folgenden v^ — v^ Quotienten fi sind =19 
die folgenden v^ — v^ Quotienten /t sind =2, 
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die vorletzten ^4Cm-i) — ^4(m-3) Quotienten fi sind =^(m — 3), 
die letzten ^n — i^i(m-i) Quotienten ^ sind =^(fn — I). 

Ihre Summe beträgt folglich 

40. iS/x = 0.n + l.Cn-n)+2(y,-V2) + 3(v4-n) .... 

.... +i(«»— 3)(yttm-i)— n(-3)+i(«— i)(i»-n(«-D)i 

und dieses giebt, wenn man wegläfst was sich aufhebt, 

Sft = —1^2—^3 — n •••• — n(m-3)— nc«-i)-f i(»* — 0» oder 
41. Sfi-{^Sr = i(m— 1)»; 

welches die Gleichung (9. 1.) des Lehrsatzes ist. 

Dritter Fall (10.), wenn m gerade und n ungerade ieL 

L Ganz wie in (J.) sind die ersten n Quotienten fA gleich Null ; die 

folgenden V2 — Vi Quotienten fi sind ==: 1 , die weiter folgenden V5 — 1^2 Qnotientm 
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.uss=2 etc. Die letzte Gleichung (3.) ist aber hier ^mit = y^^iti-{-f»^^^, also 
steigt y bis r^^^ und folglich sind die letzten Quotienten fi diejenige]! v^^i — ^^m^i^ 
und ihr Werth ist =^jw— 1. 

K. Sodann ist für die letzte der Gleichungen (2.), nemlich für 

42- i(n — l)jw = (^m— l)it4 11 — ^m. 
Hier ist n — ^m'^0^ weil n^m sein soll, und zugleich it — ^jvkCh. Auch 
ist n—^^m — »= — ^m<CO und n— 4^111-ft» = 2it— ^Jii>il. Also ist 
n — ^m der Rest r^(n-i)) und folglich auch, aus (42.) ? ^m— 1 der Quetient 
i^wn-D^ so dals 

43. ^4n-i) = im— l und r^^».!) = n — ^m 
ist, wie es (10. 2.) behauptet. 

L. Hieraus folgt, dafs es aufser den letzten v^^ — y|(„^i) Quotienten 
ILL in (70) deren Werth schon i»i— 1 war, keine weiter giebt. : Denn der 
Werth des letzten ^(n— l)ten fi in (2.) ist nach (43.) auch nur ==4^1» — I. 
So folgt denn also auch, dafs hier r^^ selbst =i(ii — 1) sein mufs. In der 
That ist für die letzte Gleichung ^mn=^y^^m'\'Q^^ in (3.) 

44. ^mn = ^(it— •l)jw-f-iiii. 
Hier ist ^m^O und <!»», also ist ^m der Rest ^^^ und folglich auch i(n—i) 
der Quotient v^„,^ so dafs* also 

45. y^m = i(n—l) und p^^ = ^m 
ist, wie es (10. 2.) behauptet. 

M. Es sind also in dem gegenwärtigen dritten Falle Oberhaupt nur 
die in (i.) verzeichneten Quotienten /t vorhanden, und y^^ ist = i(M — 1) 
Die Quotienten haben also folgende Werthe: 

die ersten yg Quotienten fi sind =0, 

die folgenden Vj — ^1 Quotienten /lc sind = 1 , 
-ß J die folgenden y^ — y^ Quotienten fi sind = 2, 
die folgenden y^ — y^ Quotienten /n sind = 3, 

die letzten y^m— y^^-i oder i<n-l) — y^,^i Quotienten fi sind =:^m—l. 
Ihre Summe beträgt demnach 

47. S^ = On+l(i^,.-i/x)-f 2(n-^2) •... +(iw-2)(y^..-y^^0 

+(i«»-i)(i(»-i)-nm-i), 

oder, wenn man weglfifst was sich aufhebt, 

48. SfA = — >ri— i^2~n .... n«-2 — ^4m^+(i«»— 1).4(»— !)• 
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Dieses tot, da i'i + Vi+i'3..**4->'|m-i=^Äi^---yK'('^0==»^^^-^l('*~l) (45.) 
ist, so viel als •' 

S/i = — iSv+i-Cn — l) + (ifii — |)^(n— 1) oder 
49. «^-f Äv «= im(ii~l); 
und dieses ist die Gleichung (10. 1.) des Lehrsatzes. 

Vierter Füll (11), wenn m gerade mnd n gerade ist N. Ganz 
wie in {A^ sind die ersten y Quotienteh /^s=0, die folgenden v, — vc Qoo^ 
tienten fi sind = 1 ; die folgenden v^ — r^ Quotienten fi sind = 2 , u. & w. 
Die letzte Gleichung (3.) ist hier i»n ss: riMf/i-j-^^^, also steigt hier v bis 
1^1^ ; die letzten Quotienten /.i sind hier diejenigen v^^ — v^^_^ und ihr Werth 
ist = \m — I. 

O. Diese Quotienten fi kommen auch wirklich alle vor, und keiner 
melur: denn die letzte der Gleichungen (30 ist hier ^nm=^fjL^^m-\-r^y,. Aus 
derselben folgt, dafs r^^ mit n aufgehen und folglich 3=sft sein mufs, da die 
r nicht und nicht >n sein sollen (4;). Mitbift ist hier nothwendig 

50. iU|^ == 4^m — 1 und r^, = n; 
wie es (11. 2.) behauptet. Ähnlich folgt ais der letzten Gleichung (3*3, 
welche \mn ^^v^^m-^-^^^ ist, dafs P|^ mit m aufgehen und also =0 sein 
mufs^ da die q nicht gröfser ab «i-*-*S sein soHen (5.), so dafs also 

51. v^^ = in und q^^ =t i) 
sein mufs; gemfifs (11. 2.). Die r^m — ^m-i Quotienten in (iV.), an Werth 
^f/i— 1, sind also die letzten fi^ denn es sind nur ^n Quotienten fi in (2.) 
vorhanden, und v^^ ist =2=^11 (51.); desgleichen ist der Werth des letzten 
^^„ oder der letzten /t =4^m — l (50.); wie es für die v^^in — ^V-i '^zten 
Quotienten sein soll. 

P. Die Quotienten /u haben also in dem gegenwärtigen vierten Falle 
folgende Werthe: 

die ersten r^ Quotienten iti smA 3=s 0, 

die folgenden 1^2 — ^'1 Quotienten ^ sind *ä= 1 , 
p^o 1 die folgenden rj — V2 Quotienten fi sind = 2 , 

die folgenden r« — ^3 Quotienten ,a sind = 3, 

dii letzten v^^ — v^^_^ oder -^» — r^^.i Quotienten a sind =:|//i_|. 
Ihre Summe beträgt daher 

53. Sfi = 0.ri+l(r2-rJ-j-3(r3 — r,):»..r,^(^«_2)(^^^ ^._^^^^^^ 
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oder, wenn man weglfifst was sich aufhebt, •> 

54. Sft = — 1^1 — i/j— y, •••. -^i^i«., — nm-i+(i^— IH^^- • 
Dieses ist, da i^i+^^+n •••• + ^4m-i = Ä^v — i/^^ (7.) =Ä>^~|fi (51.) i«^ 

so viel als 

Sfi = — Äv-f-*^n-j-(im^l)in oder 

55. Sfi -{- Sr =^ ^mn; 

und dieses ist die Gleichung (11. 1.} des Leiu*satzes. 

Q. Anm. Der Beweis ist im Wesentlichen dem des einfachere^ 
Falles im vorigen Paragraph nachgebildet. Es ist wieder di^ Summirung der 
Gleichungen (34. 39. 46. und 52«), durch welche ejr insbesondere seine. 
Entwickelung erhält. Eigenthflmlich sind übrigens die aus willkärUcher Zer- 
theilung eines Ausdrucks wie (33* 37* u. 42.) hergenonimenen Folge^rungeP- 

§.39. . . V- ; 

Lehrsatz. 

Es »ei n eine beliebige ungerade positive ganze Zahl, die 
also nach (]§. 28. 100 *»>*ner durch 

1. u = 4n + l 
ausgedrückt werden kann, wo n eine posititje ganze Zahl bezeichnet. Eine 
andere, zu u theilerfremde beliebige posilivi ganze Zahl sei y. Man setze 

2v = («tjU+'j» 
2 j 3v = it*3n+rj, 

4v = /i*4U-f-r4, 



^n -1 ) v'= ^4 „_,} u + r4c„.,) ; 

unter der Bedingung, dafs £e sämmtUchen r>>0 und <;u sind, und 
bezeichne 

3. die Anzahl der Reste v in (2.'), welche >>iu sind, durch x 
und die Summe der säinmtlichen Quotienten fi in (2.^, also 

Alsdatm i$t '•■ .■•■■'•• 

ix gerade oder ungerade. Je na^kdetn es die Zahl 
• { g «^ n(r^i)^Sfi ist. 

lei moh V Mferade, eben wieu, so- ist 

4t:- xr ueru4e oder uHjfe^r ade.- 4e mä&kdem es Bß iifc' > 
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Beispiel 1. Es 


sei 




■ 1 


7. u = 4«— 1 = 


= 11, 


also 


n_3, K«-l) 


Alsdann giebt (2.) 




V = 


= 1«+ 4, 






l2r = 


= 2«+ 8, 




8. - 


(3r = 


= 3«+ 12, 






i4r = 


= 5tt-f 5, 






15» = 


= ßw-f 9; 



5, r = 15. 



12. 



also ist in (5.) 

9. * = 3.14 + 1 + 2 + 3 + 5 + 6 = 59. 

Die 3 Reste 8, 12 und 9 sind >iti(=5i), also ist 

10. X = 3, 

und s und x sind, gemäfs (5.}, beide zugMch ungerade. 

Desgleichen sind gemäfs (6.) hier, wo auch r ungerade ist, x = 3 

und Ä>/i = 1+2 + 3+5 + 6 = 17 beide zugleich ungerade. 

Beispiel 2. Es sei 

11. II = 4n+l = 13, also n = 3, ^(ii— 1) = 6; r = 18. 

Alsdann giebt (2.) 

r = lti+ 5, 

2r = 211+10, 
3v = 311+15, 

4r = 5ti+ 7, 
5v == 6ti+I2, 

60 = 8ti+ 4; 
also ist in (5.) 

13. s = 3.17 + 1 + 2 + 3 + 5 + 6+8 = 76. 

Die 4 Reste 10, 15, 7 und 12 sind >iti (=6^), also ist 

14. X = 4; 

und s und x sind, gemfifs (5.), beide ztigleick gerade 

Beweis A Es sei für ein beliebiges «fache von r: 

15. BV = /^,ti+r, , 

welche Gleichung, wenn man darin e = 1, 2, 3, . . . . ^(u — 1) setzt, die 

Gleichungen (2.) giebt. Die Gleichung (15.), mit 2 multiplicirt, giebt 

16. 2ev = 2/i,ti+2r,. 

Setzt man nun in (16.) der Reihe nach e = 1, 2, 3, . . . . ^(u— 1) 

und in (15.) der Reihe nach e= 2, 4^ 6, 8, .. .. u—1^ 30 erbilt ma« fotf 

gende zwiefiicken Ausdrfloke von 2VpAp, &9, .... (tir-tl)r, nemKch: 



i 
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17. 



2» = 


= 2fi,u-\-2r, = 


= A*j«»4-»*j» 


4r = 


= •i/4^u-\-2r.t = 


= j«*4«-[-»*«» 


ör = 


= 2A*3«+2r, = 


= A^tt+re, 


8» = 

• • 


= 2^4«-}- 2r4 = 


= fh**+ra', 



In den ersten dieser Ausdrücke von 2v, iv, 6v, (p — l) kommen alle 

die Reste ri, Tj, Tj, .... r^^^) vor, die sich in (2.) finden, und der ää- 
gemmne Ausdruck der Gleichungen (17.) ist 

18. 2bv = 2/^,ti4-2r, = A^^n+n^; 
wo € = 1, 2, 3, ... . ^(u — 1) sein kann. 

B. a, Ist in (18.) r, <;iti, so ist 2r^<,u und zugleich > 0. 
JB&en das ist r,, , und es gieht nur einen positiven Rest >>0 und <iu für 
ein bestimmtes e; also ist nothwendig f*2g = *2r^^ und folg^ch auch 

19. 2^, = ^2t9 w?«itn r^<Ciw. 

4. Ist hingegen in (18.) r, >>iw, so ist 2r^>ii; also mOfste der 
Quotient 2/t^ um 1 gröfser genommen werden, wenn 2r^ = r2^ sein soDle. 
Mithin ist nothwendig 

20. 2/^, = ^ — 1, u^^itn r,>iti. 

c. Gl^h ^u kann r nicht sein, weil nach der Voraussetzung u 
ungerade sein soll. Es kommen also in (17.) nur Reste r<^\u oder 
r>\u vor. 

C. Nun kommen in (17.), wie schon bemerkt, alle die Reste Ti, r^, 
T), ..•• r^(,i.i) vor, und x derselben sind nach der Yoraussetsung >»^if; 
also ist in jeder von x Gleichungen (17.) nach (B. b.') der Quotient /e /inA^ 
um 1 gröfser als der Quotient /i reckte } in den übrigen ^{u — 1) — x Glei- 
chungen dagegen sind nach (0. o.) die Quotienten fi links und rechts ein- 
ander gleich. 

Nimmt man also links und rechts die Summe aller Quotienten ^, so 

ergiebt sich 

21. 2iiii-f-2/u,-|-2/i3....4-2/i4(«.,) = A*2 + .^4+i*^6----i«^«-i — ^^ 

oder, wenn man 

22. /*2 4-i^4-f/^ •••• -f i^M-i durch Ä,/ti 

bezeichnet^ 

23. X = S2A*~2i8^ C4.> 

17 
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Aber QS/i ist iminer eine gerade Zahl: also ist x gerade oder ungerade, 
je nachdem es S2fi C^^O ^^^- 

D. Man setze in C^^O ^ — ^ ^^^^ ^9 ^o ergiebt sie» 

und wenn man (15.) zu (24.) addirt, 

25. 6V'\-(u — €)v oder tir = (iW,+/iu^)t«4-^e+^«-»- 
Daraus folgt, dafs Tg-l-r^^e i^it u aufgehen muls (§.18.). Es sind aber r« 
und r„.e l>öide >0 und <:ti, also ist re+r,^>0 und <5u. Daher mufs 

nothwendig 

26. r,-\-r^, = ü 

sein. Mithin ist in (25.) 

27. ti't; = (//e-f-,^'u-,)w-|-''> 
lind folglich, mit ii. dividirt, r = /te+/'«-*+^ ^^^^ 

28. itVe = r — 1— ^,. 

£. Man setze nun in (28.) der Reihe nach £ = 1 , 3, 5, 7 ... • 2 n — I , 

so ergiebt sich 

i«^«:! — t?— 1— ^n 



Die Anzahl dieser Gleichungen ist n; denn wfire nur 1 Gleichung vorUnden, 
so würde der Zeiger t von /t rechlerhand durch 'i.l — 1 = 1 ausgedrückt 
werden ; wären 2 -OleichuBgen rorhianden, ^r Zdger 3 von /i durch 2 . '2 — t = 3 ; 
wären 3 Oleidlun^n vorhanden, der Zeiger 5 von fi durch 2.3 — 1 = 5, 
U.S.W.: allgemein, wenn n Gleichungen vorhanden wären, der Zeiger von ju 
durch '2;ii— <^1*; und das ist wirUich der Zeiger vdn/r. Die Smnme der Glei- 
chungen (29.) ist also 

■30. jt^«2l+A•ui3+K-6.••.4^'*»-i'.+l=^(«^ — — (/*i+i^j+i"&*---+^^^ 
b\ Der Ausdruck (22.) ist so viel als 

31. Äj> = ^,4-/i4 + /^.-.. +A^n ( ., . ,, ^ 

I . I I f für ti = 4ii+l und 

32. «,^ = ^ + ^4 + A*6 • • . . 4-.t^2«-2 ( ._ ^^ , ^ . 

I I _L j_ / für ti = *n --» 1 ; 

T/^»*-» T/^'ü-JT/^ji-S • • • • Tm-2/i+iT 

denn , 



i. 39. fonn. 33 — 38. ^31 

für u = 411 + 1 ist |i_2;i+l = 2ii-f2, fAso, Jflgt fi^^,^, = u,,,, 
33 l ii^ C310 unmittelbar ^«^%, pnjl 

für ti = 4ii-fl ist ti — 2ii-f-l =r 2n, also folgt fi^,.^^^ = u.i 

in (32.3 unmittelbar auf u^^_^ . 

Setzt man nun in fSl. u. 320 f&r die untere Zeile ihre Werthe aus 
CßO.'), so ergiebt sich 

■ für « = 4n-fl tind 

für tt = 4n — 1. 
fi'. Addirt man in ([34. u. 35.} auf beiden Seiten noch 

SO ergiebt sich 

36. jS'i^4-2C«,4-|«J + /"5.... + /^»-i)= /»I + A*4 + /*C--..+,«2, + »(*' — 

4-/*i + .«3 + /*S—. + ^l„-i 
= /"l + /*2 + ^3 + i«4..... + i"2,4-n(p — 1) 

für « ="4«-f-l und 

+ ;"l r ."3 + i«S . • •; + j«l»-J + /"j„_i 

für ti = 4« — 1. 

Es ist aber in (36.) das letzte /i^„ rechts =^j(^,), da 'ln = \{u — \) ist 
für ii = 4n-fl, und in (37.) ist das letzte u^^_^ rechts ebenfalls =^^^^4^, 
da 2n — l=i(ii — 1) ist für ti = 4n — 1. Also geben (36. u. 37.) gleich- 
mdfsig Dasselbe^ nemlich 

oder 

38. «2^1^+20^1 + ^3+^*5.... +ti2n-i) = «iti+n(r-l) (4.). 

Die 'hier zu Äj^it links addirte »Zahl 2(,ai+/^3+^5 .... + ^,„_,), wdohe sie 
auch sein mag, ist aber immer gerade: also ist S^^i gerade oder ungermie, 
je nachdem es Sfi-\n{v — \) ist. Nun war x gerade oder ungerade, je 
nacbdem es iS2/^ ist (C): also ist x gerade oder ungerade , je nachdem es 
Ä^+n(r— l) ist. 

Dieses ist was der Lehrsatz in (5.) behauptet. 

H. Ist auch r ungerade^ gleichwie ti^ so ist r— 1 gerade, also auch it(r— 1) 
gerade. Also \s\x gerade oder «»^«rad«, je nachdem es blofei9juist; geinSfs(]6.}. 

17» 
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/. Anm. Der Beweis des Satzes entwickelt sich insbesondere ans 
den zwiefachen Ansdrflcken (l?.) der gerßden Vielfachen 2r, 4^, 6r, .... 

von t>. 

§. 40, 

Lehrsatz. 

Wemi p ^ne beliebige Stammzahl ist, so bleibt, wenn man die p — Ite 
Potenz Jeder beliebigen positiven oder negativen Zahl z, die nicht mit p 
aufgeht, durch p dividirt, immer der Rest -f 1 : das heifst, die Glackun§ 

1. zP-' = ®p+l 
findet für jede Stammzahl p und fUr jeden beliebigen positiven oder 
negativen Werth von z Statt, der nicht mit p aufgeht Jedoch findet 
sie nicht nothwendig Statt, wenn p nicht eine Stammzahl ist, sondern 
Factoren >! hat. 

Diesen Satz nennt man gewöhnlich, nach seinem Erfinder, den 
Fermatschen Satz. 
Auch ist immer 

2. t^' = ®(z^_l)p-}.i, 

wo d einen beliebigen Theiler von p — 1 bezeichnet. 
Beispiele. 1. Es sei 

3. p = 13. 

Isthier z. B. z=lt, so ist «*= 121 = ® 13-| 4, ^^♦ = ®l3-f 16 
= ®13 + 3, ««=®.l3+9, «"=«;^» = 5r\««=(®13 + 3)(®134-9) 
= ®13-f27 = ®13+l; gemafß (l)- 

Ist « = 2, so ist «' = 8, ar« = 64 = ®/f — 1, «" = «^' = ®^-f.l; 
d)enfalls gemäfs (l.); nnd so giebt j>d^ andere, nicht dnrch p theilbare z, 
i^P"' = ®fi-j-l. Ist z^p, so ist es so viel als z = (^p'\'Zi^ wo nun 
Zx <C P' Ist z negativ t so hat f^^ gleichwohl denselben Rest -f I , indem 
der Exponent p—^ von z fOr |7= 13 und für jede andere ungerade S\iBxauk^ 
zaU gerade isL 

2. Es sei 

4. p=2, 

so ist ;i — 1 = 1 und also z^^ = z selbst. Alle mit p =^*2 nicht aufgehen- 
den Zahlen, das heifst alle ungeraden positiven und negativen Zahlen lasset 
aber, durch 2 dividirt, offenbar den Rest -f^ 1. Z.B.: —15 ist gieieh 
— 8.2-{-li Also auch fttr die einzige ^^oife Stammzahl p=^2 findet der 
Satz Statt. 
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Beweis A. Es kann immer 

5. mz = (S/t-j-r, 
gesetzt werden, wo, wenn m eine beliebige ganze Zahl bedeutet, 

6. r eine der Zahlen 1, ?, 3, 4, . . . . /ti — 1 
ist, aber nicht sein kann, weil z nicht mit p aufgehen soll. 

B. Giebt man nun dem beliebigen m der Reihe nach die Werthe 
1 , 2, 3, 4, .... p — i^ so durchlfiuft nach ( §. 34. I.) auch r alle die Werthe 
1, !2, 3, 4, .. .. /i— 1, obwohl in verschiedener Ordnung. Es ergeben sich 
also die p — i Gleichungen 

2z = ©/i-fr^, 
7. J 3af = ®/i-j-r3. 



(p — l)z = ®;i + r^,; 
wo die r nun nothwendig alle die Zahlen 1 , 'i, 3, 4 .... /i — 1 sind. 

C. Multiplicirt man diese p — 1 Gleichungen in einander, so ergiebt sich 

8. l.2.3.4....(;i — I).«^* = ®/i-f ^i^2r3r4....rp.,, 
und hieraus 

9. 1.2.3.4.... (/i — I).«'^^ = ®/i4-I.2.;j.4....(/i — I). 

D. Aus C90 folgt 

10. 1.2.3.4....(;i — I)(äP-* — I) = ®p. 

Hier geht die Stammzahl p in keinen der Factoren 1, 2, 3, 4, /'-^l <^uf; 

denn alle sind <Cp* Also gehl p auch in dem Producte l.'2.3A....p — 1 
nicht auf (^§. 22.}. Da nun aber nach (8.') p nothwendig in die gesammte 
Gröfse 1.2.3.4 .... (p — I)(ar'^*— 1) aufgehen mtifs, so mufs es in den noch 
flbrigen Factor z^^ — 1 aufgehen (§. 25.) und also 

11. z^^—i = &p 
sein; woraus die Gleichung (i.^ des Lehrsatzes folgt. 

E. Alles Vorige bleibt dasselbe, wie grofs oder klein auch die Zahl 
z sein und ob sie positiv oder negativ sein mag, wenn sie nur nicht mit // 
aufgeht. Aber in diesem, und nur in diesem einzigen Falle von z findet das 
Bewiesene nicht Statt, indem dann r nicht eine der Zahlen (5.}, sondern fflr 

Jedes m gleich Null ist Mithin gilt die Gleichung (1.) fflr jeden beliebigen 
positiven oder negativen ganzzahligen Werth von z, der nicht mit p aufgeht. 

F. Ist p nicht eine StammzaAl, so findet zwar noch fflr jedes zu p 
^eUerfiremie z zufolge (§. 34.) Alles Statt, was oben (^^f., B.^ C) behaupten. 
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denn auch dann noch sind die r noth wendig alle die Zahlen l, 3^39 4, •«•• P~^ 
([§.34. L), aber aus der Gleichung OO.) folgt nun nicht mehr, dafs noth- 
wendig z^''^ — l mit p aufgehen mufs, weil 9chon eimzeine Factor^p yon p in 

1, *J. 3, 4 p — ^ aufgehen können. 

G. Nach (1.) ißt z^'-^l^<^p. Aber z^^^-^l geht für >rf^* » 
und p—l mit z^ — l auf, wenn (J in p^l aufgeht, u»^ giebt ^'^^-'-f 5?'^^-'^ 
-fji'^**^'^.,..-}-! zum Quotienten. Alao mufe auch &p mit «^—1 aufgehen. 
Aber die Staramzahl p gebt nickt mit ;t;^-^l auf, al^o mufs ® mit 2^^ — 1 

aufgehen und folglich 

12. z^' — l = &(z^—i)p 

sein; woraus die Gleichung (2.) folgt. 

Anm. H. Der Beweis beruht insbesondere auf dem Umstände, dafs 
in (7.) die r nach (§. 34.) nothwendig alle die Zahlen 1, 2, 3, .... p — 1 
selbst sind. 

Der Fertnatsche Lehrsatz findet in ider ^esammtea Th^orip der j^ahl^^ 
vielfache Anwendungen und ist also ids einer dex Hauptsätze derselbe« zu be- 
trachten. Wie er sich ändert, wenn p nicht eine Stammzahl ist, wird weiter 
unten vorkommen 

§. 41. 
Lehrsatz. 

Es sei p eine beliebige Stammzald >>2, z eine bteliebige ganze 
Xnihly -die niciU wit p aufgeht. 
Man setze 



1. 



z = 


= ®p-fir„, 


'2z = 


= ®P+rj, 


3z = 


= ®:p4-f3, 


4z = 

• • 


= ®p + r4, 



und bezeichne 

2. die AnzatU der Jieste r in (1.) , mehche >4^.p »w'M, idwrch x. 
Alsdann ist 

3. z*^*) = .(Sip-f 1, xuj^nn X gerade, und 

4. z^-») =: @p._.i^^ wenn X Jungerjids i^l- 

{Das Eine und das Andene, findet jedQch no^thwendig nur dann Statlf 
wenn ip i^ineStammzaht-ist; mcht nothwendig, wenn \^ TAeUer Z>^IJ^ 
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Beispiel 1. Es sei 

5. ;i == 13, « = 20, 
so giebl (1.) 

6. 1, 2, 3, 4, 5, 6.Z = ®/> + 7, I, P, 2, 9 und 3. 

Die 3 Reste 7, 8 und 9 sind >^p, also ist x = 3 und ungerade» z^^^-^^ 

ist 20« = ®;i4-7^=®/i+49^ = @/i — 3^=®/i — 27 = ®/? — 1; wie es 

nach (4.) sein sofl. 

Beispiel 2. Es sei 

7. p =19, z = 42^ 
60 giebt {1.) 

8. 1,2,3,4,5,6,7,8,9.3? = ®/i + 4,8, 12, 16,1,5,9,13 und 17. 
Die 4 Reste 12, 16, 13 und 17 sind >^p$ also ist ;r = 4 und gerade. 
-54(P-i) igt 42^ = ®/i-[-4^ = ®/^ + 64^ = &P + 7' = ®/i+343 = ®;>-fl ; 
gemäfs .(4.}. 

JBeweis. A. Man bezeichne diejenigen j^(p — I) — x Multiplicatoren 
von z in C^O^ welche Reste r<^'^,p geben, durch «i, die übrigen x Multi- 
plicatoren, welche Reste >^p geben, durch /i. Fär die letzteren Vielfachen 
von z nehme man die Quotienten um i gröfser^ also statt der positiven 
echten Reste r die negativen echten Reste, welche nun durch q bezeichnet 
werden mögen, so dafs also die Gleichungen (1.} zusammen folgende sind: 

m^z = ©jJ^ + Ti, / fi^z = ®/> — p,, 

tn^z = ®/^ + r2, \^^^z = ®;^ — P2? 

9. ( m^z = &p'\-r^^ 10. / //j« ?= ®/i — pj, 



Alsdann sind zufolge (§. 35. 9.}, da die Stammzahl p ungerade sein soll und 
zu jedem z theilerfremd ist, die r und {f in (9. u. 10.) zusammengenommen 

alle die Zahlen 

11. 1, 2, 3, 4, .... \{p~\), 

und X derselben sinAnegntiv} während die m und jn ebenfalls alle die Zahlen 
(11.) sind. 

B. Multiplicirt man also alle die \{p—\) Gleichungen (9. u. 10.) in 
einander, so ergiebt sich 
12. 1.2.3.4....|(/i— l)5?*^P-*> =1®/i4-l.2.3.4....|(;i — 1)(— I)«, 

itnd daraus folgt 

13. 1.2.3.4....i(|f—l)(«*^*^ — (-.!)•) = ®/i. 
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Zufolge dieser Gleichung mnfs das Product linkerhand mit p aufgehen. 

Es geht aber keiner der Factoren 1 , 2 , 3 , 4 , .... |(^ — | ) des Productes 

mit /; auf, weil alle </' sind, also mufs der letzte Factor 

14. 5^i(/>"0_(_i)« ^ (^p 

sein (§. 25.) 9 nnd daraus folgt 

15. Ä*^'^'^ == ®;i4-(— 1)«; 

welches ffir ein gerades x die Gleichung (3.) und fflr ein ungerades x die 
Gleichung (4.) des Lehrsatzes giebt. 

C. Hätte p Factoren > I , so mflfste wenigstens einer derselben <C ^p 
sein, denn, alle >\p^ wflrden eine Zahl >>;? geben. Also geht dann in 
(13.) wenigstens ein Factor von p schon in 1.2.3.4 ....|(;[i—I) auf, und. 
die Gleichung (14.) folgt nicht mehr aus (13.). Der Lehrsatz gilt also nur 
nothwendig, wenn ;; eine Stammzahl ist. 

Anm. D* Der Beweis beruht insbesondere auf dem Satze (§.35.). 

§. 42. 
Lehrsatz. 

Es seien p und q zwei beliebige Stammzahlen >>2, die also 

immer durch 

1. p = 4n + l und q = 4m+l 

ausgedrückt werden können (§.28. IV.). 
Man setze 

q = /'jP-i-r,, / p = ^.q + pM 

2q = /^2P + r2, j 2p = ^aq + Pi, 

2. / 3q = //jp+ra, und 3. ( 3p = f^jq-f P3^ 



i(p— i)q = /"4(i>-i)P+r4„^i); U(q— Op = ncq-nq+^-q^D; 

und 

4. fh + ^^2 + /'3 — +/'4(i>-i) = */' ^ 

5. 1^ + ^'2 + ^'3 + ^'4(q-i) = Sr. 

Desgleichen bezeichne man 

6. die Anzahl der r>>|p in (2.) </t/rirA k und 

7. &V Anzahl der p>iq m (3.) i/tircA x. 
Alsdann findet folgendes Gesetz Statt: 

Erstlich. Sind tiichf p und q beide von der Form 4n— i oder 
4m — 1^ und ist also 
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fl. entweder p=4m-f 1? q = 4m-f l^ 

2. oder. p = 4a.^l, q = 4m — 1, 

3. bdfr ' . p==4n — I, q = 4m-f 1^ 
eo ul 

1. «rt(^fcicA.fl*^'*''^ = ®p-f 1 Wi p*^^"'^ = ®y-f4, und zwar wenn Sju 

g ) oder unmn k ff^rade, woravf zugleich Sv oder x gerade ist; 

2L zugleich q'^*^=:(Sp-rl und p*^^"'^ = ®q— 1, und zwar wenn Sfi 

' oder wehn^k ungerade, worauf zugleich Sv oder x ungerade is^ 

« ■ ■ » 

Zweitene. Skid p und q beide von der Form 4n— 1 oder 

4m'^ 1, und ist also 

♦ -^ '^0-, p!i=4n— 1, q = 4«— 1, 

1. «iyto'cAY^':^«= ®p4-1 tini/ p*^*f'*5 = ®q— j^ tim; zwar wenn Bfi , 
'11 ) o'<^^ti^mfik gerade, worauf zugMchSr öderx ungerade ist; 
2m zugleich q*^*^==®p— 1 und p*^'»-') = ®q-j-l, und zwar wenn S/i; 

oder wennlL ungerade^ worauf zugMch Bv oder x gerade ist. 

... 

■-* ■ 

\Dieses Gesetz wird Reeiprocitätsgesetz für Stammzahten 

ßenannt. Auf 1)eutech wird es also Gegenseitigkeitsgesetz für 

Stamm zaMen hei/sen müssen. • Das Gesetz findet nur ßtr Stamm^ 

' isaMen, mclit riothieendig für andere Zahlen /Statt, welche Theiler ^ 1 

j/mt' einander gemmn haben. 

# '■ ■ ■ * 

Mtm bezeichnet audkt 

12. iafs z.B. p««-'> = ®q+l »ei, 4m-ch {^ = ±1. 

Ißa^h dieser Bezeichnung ist zufolge (9. u. 11.) 

*i3. #(■)== -f (~)^ wenn p wnd q nicht beide von der Form 4n— 1 

oder 4m— 1 sind, und 

, 14. fJ^)= — (-^), wenn p und q beide von der Form 4n — 1 

oder 4m — 1 sind. 

Beispiel 1. Es sei 
15. /» = 13, y = 17, also /» = 4»+lv y ^ 4«»+l» 

so Wt in.(2. a. 3.) 

' * • '48 



• 















<^ « 



• 



• • . 



•\ 



16. 
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3q 
4q 

67 



1/»+ 4, P 
2p+6, 2p 

3p +12, 3/> 

5/>+ 3, 4p 

6/>-f 7, bp 

7p +11; 6/> 

7p 

8p 



f.. 42, FofBi.^6 — dl. • . 

,,« = ®p+4,* p« =07+13, 

Ä» = 24, 7« = ®p+3, p* = @7— 1, 

t= 4, 7»=s®p+9, p« = ®7+I, 

x;= 4; 7»=5 7»<P-') = ®^+27, p»=p»W-») = ®^f+ 1. 

= ®p+ 1; . ' 

Also ist 7»'J^») = ®p+l und ztigleieh p«?-*' = ©7+l. 
Desgleichen sind 5^ und Sv und & und x beide gerade, 
Gemäfs (9. 1.). •'' ." 



O7+I3, also 5ii» = 24,; 

1 7+ 9, 

27+ 5, 

37+ 1, 
37+14, 
47+IÖ, 

57+ 7, 
67+2 



Beispiel 2. Es 
1<7. p = ti, q 



sei 



19, also ;» = 4n+-t, y = 4iii— l,i» 



so ist 



18./5<|i= 



lp+ 6, p = 07+13, 

2p+12, 2p = 17+ 7, 

4p+5, ,3p = 27,+ 1, 

5p+ll, 4p = 27+14, 

7p+ 4, 5p = 37+ 8, 

8p+10; 6p = 47+2, 

7p = 47+15, 

8p = 57+9, 

9p = 67+ 3; 



aUo Sft = 27, 7»=®;»+6,» p»=®7+13, 

5»'=27, 7* = ®;'+10,. ^*=®7-2; 

h= 3, 7* = ®p+9, "• . p*=®JJ+4, I 

x= 3; 7» = 7*Cp->) = ®p— 1 ; p* = ®ig^-v3, 

. . p» = p»(9-* = ®7— 'l. 

Also ist 7«^'-») s= ®p —1 und zttgkich p»W-«' = (8117'— ^ 
Desgleichen sind S/a und Sv und ft und x beide ungtftgde. 
Gem'db (9. 2.) * ' *; 



i1 



20. /*^= 



so 

7= 
27. 
37 = 
47 
57 



Beispiel 3. Es 
19. p = 1 1 , y 
ist 

= lp+6, p = 07+ll, 

= 3p + l, 2p = l7+5, 

= 4p+7, 3p = l7+16, 

6p+2, 4p = 27+10, 

7p+8; 5p = 37+ 4, 

6p = 3 7+15, 

7p = 47+ 9, 



sei 



17, also p = 4n-t, y = 4m+I,, '^^ ^ 



.- V 



also 5^=21, 

S» = 19, 

*= 3, 



P'~.®Jf+ll; 
P*=®^+f, 



7»=@p+6, 
7» = ®p+3, 
7* = ®p+-9, 

x= 4, 7»=7»(p-o=®p— i; p»=p»Vi)=s®ri^_t 

Also ist 7*(/^« = ®p— 1 und zugleich p*('!'-»)-=®7_l.'" 
Desgleichen sind 5f( und Sv und k und x beide wtgerait. 
Gemäfs (9. 2.). 



8p = 57+3; 

Beispiel 4. Es sei 
21. p = 7, f = 



p"» 



V4 



19, also /i :== 4» — i, y = 4iii — l, 



so ist 



■ *■ 



T • 
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7 = 2^+6, j» = Oqr+ 7, «Iso «^4:|5, q'=®p^b, 'pt=x®q^7, 

2^ = 5/»+3, 2;» = 07+14, Ä»=i2, 7» = @;,+4, 7>» = ®7H-11, 

j37 = 8/»+l; 3|» = l7+ 2, *= 1, 7» = «/»(?-») = @|»-1, ^« = ©7+ 7, 

4^ = ^7+9/ x= 4; |»* = ®7+11, 

82. < 5;>=l7+16, j>».=;»*W-«) = ®7+ 1, 

6;»Sfc274- 4, Also ist 7*Cp-«) = ®;,_1 und a«^feicA>«v-« = -|-l. 
7/; = 2(/-f 11> Deagleichen sind Sfi und ä ungerade und 5v und x gerade. 
871 = 27+18, Gemäfs (li. 2,/ 

9/1 = 374^ 6; ' • ♦ 

Erster Beyeis. A. Zufolge (§. SSlif 8.) iäl für zwei beliehige un- 
■gerade Zahlen m und ra> also auch hier fär die ungeraden Statntnzahlen ■ 

p und q, ' . ■ '* » 

* .23., Sfi^Sv = \{p-\){q-i). 

Dieses fiebt für' die i Fälle C^rsWck. 8.) : 

!1. Ä/t-fÄv =' i(4»)(4»») = 4»««* =. einer geraden ZqjU; 
2. Sfi -}- Sv =='|(4«)(4»i-r-2) = 2n (m—t) = a'iEfr geraden ZaJkl<p' 
3. Ä/t-j-Äy =^(4n— 2)(4wi) = 2in(n— t) = ««tfr ^«rarf«n ZflA/. 
Also ist' in den Fetten ( ^retiick.') des Lehrsatzes S/n -f «S^v immer eine ^- 
rai/€ Za&l, und folglich Biöd ^ju und Sv immer zugleich gerade oder zü^; 
'gtmch ungerade; wie es in (9.) ]>ekauptet wird. ^ 
\ .^ ^ Für,. den Fall ^Zweitens. 10.) dagegen giebt (23.) 

25. /.Äf/irj-Äfy = i(4n— 2)(4f/i— .2) =*(2«--l)(2f/i- 1) 
./ v; " == einer ungeraden Zahl; 
ftlflfO ist in deni'rRaUe' (Ztr^i/M^.^'des Lehrsatzes or ^^«rri</^^ wenn S^ tiit- 
jrernÄi ist, lind 'iS^t^ ungerMe, wenn Sfi gerade ist. 

.. '-' ^^ B. Sodann ist nach (§.39. 6.) in (2.) Ar gerade oder ungerade, je 
nachdem es Sfi ist; depn so ist es zufolge (§,39. 6.) fflr beliebige ungerade 
Ziäüen u und v, also auch hier für d|e ungeraden Stammzahlen p und q. 
Nach (§.41. 3. ul 4.) aber ist für eine beliebige Zahl z, die nicht mit p auf- 
geht, also^auch hier 7ür die Stammzahl q, q^^^'^^ ^= &p±l^ je nachdem k 
gerade oder ungerade ist. Also ist hier 

igkip-i) j_ (^p ^ j ^ wenn Sfi gerade und * 

y4(p-i) __ @^_i^ wenn Ä/^ ungerade ist. 
So wird es in £9. u. 11.) behauptet 

C. 'Aber in den Fallen {Eretlieh.') sind Sfi und S^i^ zugleich gerade 
und s^njiMcA un§€rade (Ä^\ also ibt in diesen Füllen auch zugleich, 

. 18» • 



>% 
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X unJ Sv eben so über p^"^'^^^ wie Ar iirfd S^i Ober ^^•^ entscheiden, 
27 jp*^'*^ = ©^+1? wenn iSf;^ oder Sv gerade, und 
I ^4CqF-i) _. ® y _ I ^ wenn Ä/i oder iS^r ungerade ist. 

Dieses wird ferner in (9.) behauptet. 

Dagegen ist in dem f*alle ^Zweitens.') Sr ungerade, wenn Sfi §e^ 
rade ist; und umgekehrt: also ist in diesem Falle ^ 

28 ip^^'^'^^ = ®y— I, wenn Sfv gerade, also Sv ungerade and 

j^i(7-ij = @y_Li^ vvenn jS.ci ungerade, also Äv gerade ist. * 

Dieses wird ferner in (11.) b^uplet. 

Zweiter Beweis. D. In (^§. 36.} bezeichnet "ni aus den mit v. 
e ^ aufgebenden Zgfalen z<Cluv, also aus den Zahlen ^ 

V = ®ii-|-r,^ • 

29. < 3t? = ®fi+r3, 

I ' ' ' 

i-'w 

die Anzahl derjetugen^ weldie zu u Reste r>>^tf kssea, und iis, aas deji 
mit ti aufgehenden Zahlen »<C\uv, also aas den ZaUm ' '.* 

30. ( afi=^ ©p+Pii 

I ■ ' 

I # •.>>.' ' 

die Anzahl derjenigen, welche zu v Reste p>\i? lassen. . ^ ". ' /. ■/>. 

Setzt man in (29. u. 30.) statt der dortigen, miter sich thei 
Zahlen u und v die gegenwärtigen, ebenfalls unter sich th^erfremdeii 
Stammzahlen p und q, so sind die Gleichungen (29. u. 30.). diejenigen (8. iL d;]^ 
Also ist für den gegenwärtigen Lehrsatz: ' ,^^ 

31. n^ =' k und »g = «• 

E. Nun ist zufolge (36. 16.) ' ; 

32. '2n,-n,^fi, = i{u-\){p-\), .;:,.' 

also ist hier '* .^ . 

33. ?ns-(Ä+x) = ^(;,_i)(^-I). «» , 

Aber ^(/> — i)(^^K) ist in den Fällen iErsUich, 8.); wie aus (24.) 

erbellet, imtner gerade; and nur in dem Falle (Zweitens. fO.^ wigeraäe. Die , 

Zahl 3iis, welche sie auch sein mag, ist hnmer gerade, also isf varinOge (93.) 



!>* m. ••• 




* =•>■., 




j 
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34. 



F. 

und fär z = 

36. ^z»-*) 

37. ^*^'^'> 



Ar-f;^ in den Fällen QBrstlicA. 8.) immer ,^^ra<ie, und 
A:-}-x nur in dem Felle (^Ziweitens. 10.) nngerade; 
woraus folgft^ dafs 

k und X in den Fällen (Erstlich. 8.) beide zugleich gerade oder ti/i- 
Qfe / gerade sind und dafs 

A und ;r in dem Falle (Zweiten^ 10.), iasMue g^ade, As andere - 

wngerade ist. 
Zufolge (§.41. S.u. 4.) ist, da das dortige x für z = q hier ^ 
= ß und p = q hier ;f ist, ' |^ . • . 

= ®;E>-f I, wenn k, und /^^'**^==®y-f ^5 ^^^^^ k gerade ist und 

= ®/^ — 1, wenn Ar, und p^^9r^^ =ißq — 1, wenn.;^ ungerade ist; 

also finden in d^n Ftflen (Erstlich. 8.) vermöge (35.) die Gleichungen (36/) 

oder diet^Gleichungen (37.) zugleich Statt, und in dem Falle (Zweitens. 10.) findet 

die erste Gleichung (86.) mit der «weiten (37.), oder die aweite (36.) mit der 

, ersten (37.) zugleich Statt; und zwar wf die Weise, wie es (9. u. 11.) aussagen. 

, \ G. Dafs Sfi und k -und Sr max zu^teich gerade oder ungerade sind^ 

wie es (9. u. 1 1.) noch behaupten, folgt bei diesem zweiten Beweise aus (§. 39^ 6.). 

H. Dafs deir Lehrsatz Aur für Stammzahlen p und q^ nicht nothwen-' 

dig* fQr andere Wahlen, i^elche Theiler >>1 gemein haben, Statt findet, folgt 

daraus^ däfs der Satz (§.41.), auf welchem er mit beruht, nur fflr SlamfUr 

^ zahlen nothwendig gilt- * ' . . 

Anm. 1. Per erste Beweis beruft sich auf die Lehrsätze (§. 38. 

' ^ 3i9... und 41.), der zweit« auf dife Lehrpalze (§. 36., 39. und 41.); der 

* drste also auf den Satz ( §. 38.) 'von den Quotienten /n m di^n Gleichungen 

•' ■ ((I9 2y ä, 4, ••.. ^n odfMT ^(n*-l))i/i = /^n-f-r, .der zweite auf den Satz- 

\(§.3(K) von den Resten de^ Zahlen 1,2, 3, 4, .... i(tiv — I}^ dividirt durch 

u und Vf aulBerdem auf diesflben ^tze (§. ^. u. 41.^. Die Salze (§. 36., 

38.,' 39. u. 41.) bereiten das Reoiprocitäts - od^ Gegenseitigkeitsgesetz für 

Stammzahlen vor. Si# sind aber von ihm getrennt und besonders aufgestellt 

worden, theils um den Beweis deä gegenwärtigen Satzes an sich zu verharzen 

und dadurch übersichtlicher zu machen, thefls weil die vorbereitenden Sätze 

auch fQr^ich .selbst noch «' andere Anwendungen finden. 

* « • • 

Das Reciprocitäts - oder ^ Gegenseitigkeitsgesetz findet wieder in der 
gesanunten Theorie der Zahlen vielfache* weitere ^Wendungen und ist daher, 
glcüch de«| Fetmatsche Sbtze (§. 40.), dienfaDs.af^- einer' der^Haupltsätze der 
Zahlenlehre zti beMbhten. ' ' : »^ ' 
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§. 43. 
Erklärung. 

In den gewöhnlichen algebraischen Gleichungen , von der Form 



wo: der Exponent n eine ganze positive Zahl ist und die c beliebige Zahl« 
gröfsen slnd^ hsain beki^ntlich x nur n von einander verschiedene, positive 
oder negative, reelle oder imaginäre W^rlhe haben , und diese Werthe von x 
nennt man Wurzeln der Gleichung. 

In der Theorie der Zahlen kommen Gleichungen vor, die ganz dieselbe 
Form wie die algebraischen (1 .) haben , nur dafs in dem letzteu Gliede noch 
ein unbestimmtes Vielfache irgend einer bestimmten Zahl z binzugethan oder 
davon hinweggenömmen ist, während zugleich alle Coeffidenten t positive oder 
negative ganze Zahleü sind: Gleichungen also, welche die Form 

haben Solche Gleichungen drOHsen, wie. man sieht, aus, dafs das Pofym^a 
oder die Potenzenreihe linkerhand mit der bestimmten Zahl « aufgehe. Ftir 
solche Gleichungen kommt es dann insbesondere auf diejenigen positiven oApt 
negativen ganzzahligen Wei:the von x an, welche die eben geinannte Bedio* 
gung erfüllen, oder welche der Gleichung (3.) genugthun. Diese gan^riihligfeil 
Werthe von x nennt man ebenfalls Wurzeln der Gleichung (2.)« Sie soUteB 
zwar, bestimmter, ganzzahlige Wurzeln der Glefcfaung heifsen, aber d& in 
der Zahlentheorie Oberhaupt nur von ganzem Zahlen jFdie Rede ist, so kann ^ \ 
Beivrovl ganzzMig auch faglich wegbleiben .und man kann die de|^ Gleichung (2.]t ' 
genugthuenden ganzzahligen Werthe von or blöfs Wurzeln nennen. GIelchan«^ 
gen wie (2.) kann man dagegen, wenn matf will, zum Unterschiede vcm dm ' 
gewöhnlichen algebraischen Gleichungen, wie (l.)r Zahlen^leichungen nennen. , 
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rf ♦ 

Lehrsat^.^ 
\. Qie Zah/engl^chung , ^ . , 

in welcher der Züger n mn f den Grad des Pölgnoms odelr der Poim^ 
zenreihe «nX"4-««-ix""* -f'««-2X""^ — 4" ^o bezeichnet, kannj'-wet^ p «Jky 
Stammzahl ist, und ^^ mßd.^o gehen nicht mit p -auf, nicht mehr 
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ats n positiv« ganzzahÜge Wvrzeln x >>0 und <Cp haben; gldckviel 
oh andere von den «' alt «. Ufid «u mit p aufgehen ^ oder nicht. 

II- Geken die ersten x Caiffidenlen €„ , 6„_j , «„.^ ^ ^«-«+1 »wV 

p auf, der nächste ioef/icient j^^^^ nebst i^, aber nicht, so kann die 
Glmchung (1.) nicht mehr als n—x positive ganzzaUige Wurzeln >>0 
und <C p haben} gleichviel ob andere • mit ^ aufgehen, oder nidkt. 

III. Gehen die letzten X t^oßffidenten ex^x^ €^.2^ «2-39 •••• «o ^nit 
p nf//*, <fi^ nächst vorige Coeffident Bx nebst €„ aber nicht, so hat die 
Gleichung (1.) zunächst nothwendig p zur Wurzel; aufserdem abär kann 
M nicht mehr als h — X positive ganzzahlige Wurzeln >>0 unif <^p 
haben; gleichviel ob andere c mit p aufgehen, oder nicht. 

. ^ ly. Gehen die ersten x und die letzten X Coeffidenten (IL u. IIL) 

mit p auf, der nächste Coiffident €„.^ links und der nächste Coeffident sx 
rechts aber nicht, so hat die Gldchung^X,') erst nothwendig p zur Wurzel; 
aufserdem kann de nicht mehr^fuls Ufgrx — X positive hgdhzzahlige 
Wurzelß ;> und <i p haben; gldchmel ob andere e Unit p aufgehen, 
oder nicht. 

y. Jedesmal hat die Glddhung (1.) auch jioch eben so viele 
negative ganzzahlige Wurzeln, deren Werlh zdchenfrd >>0 und <Cp 
ist, als sie positive Wurzeln hat.' Biese negativen Wurzeln finden sidk, 
• üpenn man van den podtufen 0^rzeln p abzieht. 

VI. Nur danuß^ wenn 'alle Coiffidenten e dnzeln mit p auf- 
aehen, kmn die Gldchmng (1.) mfhr als n podtive und n negative ganz^ 
zahlige Wurzeln jkaben, deren lyerthe zdchenfrd >^ und <i p dnd; 
und zwar^hat de dann not^endiß alle Me Zahlen ±(1, 2, 3, 4, .... p— 1) 
zu'Wurzeln. . ^ 

Vn. Kdneswejies/ aber hM die Gldchung (1.) nothwendig im- 
mer n pod^e^tmd v^nl^ative Wursieln >^0 und <:b- ^^^ f^^^^ deren 
mchjcenigerf und sefhst ggr Mdne haben. 

yin« ^^^ ^f^fi ^'^^ ^P? 90 -kann dfe jGldchung (1.) alle die 
Zaii/M ;|!^(lv2, 3,4, <^.i. p-;rO ^^ JVimilnnaBefii' jedoch auch nicht 
allf, und selbst keine MTselbdi. * ' .^ ' ' 

^ XH^' SoUi,x auch nut für einen OMkir als n^Werthe von x >>0 
^nd <tf f^ P'^'I'/SK^« soll also. ^Mlmchmig\(i.') auch nur für einen 
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mehr ah n solcher Werthe von x erfüllt werden, so ist dies nicht anders 
möglich, als dafs alle die CoSfficienten e einzeln mit p aufgehen. 

X. Wenn die Gleichung (1.) nicht n, sondern nur k<<n fFtir«- 
zeln >>0 und <Cp hat, also das Polgnom f„x nur fUr k Werthe von x 
>>.0 und <Cp aufgeht, so läpst sieh die Gleichung f„x = ®p (1.) imm 
mer auf ^ Form ' 

2. fnX = (x— ei)(x — e2)(x— ej) (x— ek)f,^x = ©pn 

bringen, wo e, 61,^63, .... e^ die k H^^/A^ >>() und << p mJ, /ttr 
welche f„x mtV p aufgeht, f„.kX a^^r ein Polgnom vom Grade n-^k ist^ 
welches e„ s^tii/t Coifßcienten seines ersten Gliedes, also £„ x""*" zum erstem 
Glieds hat und, insofern n — k;>i, für keinen der andern Werthe 
von x mit p oufgehL 

Auch pafst der Ausdruck (2.) von f„x glmchmäfsig auf den Fait, 
wenn die Gleichung (1,) n Wurzeln hat oder f„x für n Werthe van x 
>>0 unA<^^ fiiit p aufgeht Esist^dann k = n; ti» (2.) t«^ fj>-kX.= €„ 
iini/ ifer Ju^i/micA ro» (1.) ^0 alsdann 

3. f„x = (x — ei)(x — e2)(x — ej) (x— e„)fi„ = ®p. 

XI. Wenn ffi,(l.) «„ nicht mit p aufgeht, aber auch nur dann, 
IfJfst sich die Gleichung (1.) , i^Mfi das Polgnom für k Werthe von if, 
Z> Ü tifii/ <: p mk p aufgeht, immen auf eine andere 

bringen, in welcher das erste Glied des Polgnotns vom Grade k« 1 '^i|k 
Coeffidenten hat, das erste Glied des für keinen Werth von x mit f 
aufgehenden Factors f|..kX, t^x"*^ ist, ^ und die ^ der Reihe 'nach (fit 
Summen der Products der k Werthe o^^ ^, ^3, .... Ox ro» x >Ä <;p 
ZV einem, zweien, dreien etiK bis k sif^d, füWweUhfi i^x 9nit p aufyeht. 

In dem Fall, wo f^x für n Werthe von x >> und <Cf ^ f 
aufgeht, läfst sich die Gleichung (10 auf die Fq/m^ ^ 

5.. fnx= (x--(yniix""^4-(y„.2x--'— (J„.3^"~^..i + ^:ix^ (dp 

bringen, wo uäederum das^ erste GUed desPo^fnomsvom,GradtVL^ "^zuß 
Cogf/lcumten, Kat und die d der Reihe nach dieSwnmen der Producte der 
n Werthe .Oi, 62,^6), .% ^ . e„ ooitx >>0 <if»xu. einem, zwmen, %xilm ele. ' 
bis n emdf jpar »eielke \x mit p aufyehU 

imwier ffehen dteP^tkictB ix—9i)lx''e,Xx^ea)....(t^^^m (^ 
und (X— ei)(x*-r e,).(x/-:<b)....(x-^ej tu (3.), ersürm fi» ^ nelttliekm 
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k, letzt ere$ für die nemlicAen n Werthe ton x mit p auf^ wie das Po^ 
tynom f x selbst Und eben so verhält es sich mit den Polynomen von 
den Graden, k und n in (4. und 5.). 

XII. Wenn ein Polynom f„x für n — 1 fVerthe von x, >>0 <::? 
aufyeht, so geht es auch noch für einen nten Werth von x ;> <C p ^ p 
ayfy der aber nicht nothwenäig von einem dar Werthe ei , e ^ , e, , .... e^i 
verschieden isL '4 

Beispiele, a. 1. Die Gleichung 

6, a?^-f 2a?^4-a? — 4 = ®.ll, 
fOr welche n = 3, /i === 11 ist, hat n=: 3 positive und eben so viele nepitive 
Wurzeln. Jene sind -f 1, -f ^^ ^^^ "f^^^ ^^^se — I^ ^8 und — 6.^ Denn 
für alle diese Werthe von x geht o?' -f* ^ ^^ -f ^ ~ ^ mit /i = 1 1 auf. 
* 2. Die Gleichung 

7. 2a?*-5a:' — 26a?^-f4a? — 9 =r (S.7, 
für welche n =4, ;ei== 7 ist, hat nur die *= 2 positiven Wurzeln 4 unB 5 
imd die Ä = 2 negativen Wurzeln — 3 und — 2. Für keinen andern Werth 
von^r</if=7 gehl 2x* — 5ar' — 26x'^\'ix—9 mit /i = 7 auf. 

3. Die Gleichung 

8. 3ar'— 16a?^+'-^i? + 58 = ®.7, 
fttr welche n=3,,p = 7 ist, hat wieder die ii = 3 positiven Wurzehi -j-l^ 
-f 3 und -f6 ^^^ ^*® ^ = 3 negativen' Wurzeln —6,-4 und —1. 

4. Die Gleichung 

9. 4a?^ — 8ar' — 2a?-f9 = ®.7 



kü aar 



ganzzahligen Wurzeto. 



5. Die Gleichung 



10. a^— 1 



®.7 



hat alle die Zahlen ±(1^2, 3, 4, 5 und 6 = (/>—!)) zu Wurzeln. 
^ 6. Die Gleichung (7.) ist das Nemliche wie 

11. (a?— 4)(#-s5)(2a?H*3*+51) =^= ®.7— 203 a: -f- 1029 
MT. j '/ .==7.^-29a?+147)= ®.7, 

Vfo dei* Factor ftX=^ 2a?*-|-I3jP+^* für *€•«€» Werth >> <Cp von x mHp 



aufgeht uni^d dis erste Glied diesels Factors 2^ 



«.«r 



ßi^k 



ist; gemflfii (2.). 



Die Gleichung (8.) ist das Neniliöhe wie ^ * 

12. (ar— l)(a?— 3)(a? — 6V3 «= 0.Z-^l4xH56J?4-112 



Ä 



Xvo def ractor 3 



= 7(®i|.5ar^4-6V+i6):=^4i:T, 

; von ' (a? -1) (a? - 3)ta? r- 6r«i«iel| «n . wt r 



geinAlis (^0* 
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15. 



k 



c. Die Ansdrflcke (11.) und (12.) sind so viel Itls 

18. («' — 9«-f20)(2a:'-f i3a?+5i) =: ®.7 und 
14. (ar^— lOar'-f 27 ar— 18). 3 = 0.7. 
In (13.) ist, mil (4.) verglichen, (^1^^1=9^«= 4 -f. 5, <?»_, = <»;,=; 20 = 4. 5. 
• In (14.) ist, niit(5.) vergUchen, <y,_,=10==l-|-34-(>, <y,_,=27=l .3+1 .6-f 3.6 
und S„_i ==><?„ = 18 = 1 .3. 6; gemftls (X,). 

Beweis. A. Es werde das Potynom f^x dwch das Binom x — e^^ 
dividirtf so wird das erste Glied des Quotienten €„x^\ und der Quotient 
wird ein Polynom vom Grade n — 1 sein , also dorch f^^i x bezeichnet wer- 
den können; der Rest der Division, welcher Ti sein mag, wird fior kein x 
enthalt«!, weil man mit der Division so lange fortfahren kann, als ein GBed 
des Rests noch x enthält. Die Division giebt nemlich Folgendes: 



Und so weiter. 

Man wird also setzen können: 

16. /;x = (a?~€j/;.|a?-f ri, 
wo von /«-lÄT das ^r*/« Glied «„a?""* ist und r^ kein x rathält. 

B. Das Polynom fn-i^ in (16.) vom Grade n — t werde nun von 
neuem durch ein anderes Binom x — e^ dividirt, ao wird man aus gami 
gleichen GrOnden setzen können: 

17. /n-i«? = (^— <^)/n^^+r2, 

wo das erste Glied von f^^^x wieder «„a?""^ ist und r^ kein x enthält. 

Femer wird man setzen kftnnen , wenn weiter das Polynom f^^^ x vom 
Grade n—'i in (17.) mit eiu^m dritten Binom x-^el dividirt wird: 

18. /_.a? = (a?-^)/;^a?-fr3, 
WO von fn^zX das er^fo fiVi^ s^x^'^ ist und Tj kein x enthält 

. Und so weiter; niletzt also ' 

19. ^ fx9c ^'{x^e^)f,x^r,, "' ''" 

wo das erste GHed ron f^^x^ düs haifsl^ar selbst ist, weil f^^x vom Grade ,0 



*M^ 



ist, also nur ein Glied hat' und nur x^*^^ 1 Vorkommt, 
enthält. 



€„X 



in ist und 
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C. Es sind nemlichv wie aus (ISJ zu sehen, die Polynome f^^iX, 
fn^2^9 fn^z^f •••• der Reihe nach von der Form 

1 I 4 11 

20. 



3 .1 



# 



Geht man also damit ti^ ifum vorietzten Polynom vom Grade n— (n— l)== i 
fort, so wird solches die Form 

21. .f^X = «n^4-^o , " 

bekommen , und dieses , mit dem letzten Binom x — e^ dividirt , giebt 

22. /;« = £^(d^_uJ^e^^„-[- £y^ 

welches, mit (19.) yergfichen, 

23. fyiX = €^ und 

, ii-i 

34. e„e«+«o =^ r„ 

giebt; letzteres ohne o?. 

X). Subsitairt man nun zunächst (17.) in (16.)^ so ergiebt sicli 
25. f^x =^ (ar — ei)(a?— «2)/;_2X+(a? — «,)rj-f ri. 
Sobstitoirt man hierin (18.), so erhält man 

26. f„x = (a?— *iXa?— «iXar—öj) fi,., ^ + («?— «iX«— «i)**» + (a?— .«,) r, -f r, , 
•u. s. w.; zuletzt, da /^=e„ ist, 

27. Aa? = (a:— «,)(a?— ej)(« — «3).,..(a? — «„)«„ 

■ 

-f (ar — *,) (ar — «,) (a? — «j) . . . . (ar — «^,) r„ 
+ (a? — «i)(a?— «2)(a?— «j) .... (a? — «._j) r,_, 
4 (ar — «i) (a? — «,) (a? — «,) . . . . (ar — O r„_. 






■ '-i-r,. . 

iS. Ist nun «i einer der ganzzahügeH pomtiven Werthe von x <Zp 
und >-0, welche der Gleichung' (1.) genugthun, so giebt der Aasdrndc von 
f,x (27.;^ fOr X = «1, da alle Glieder rechts bis aiff das letzte x— «, zum 
Factor haben and also fOr ar = «i verschwinden, 

28. /;e» = r,; 
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x^d da null Kugleich getnflfs (i.y f^eg=i^p sein soll, 

29. r^ = ®p. 

F. Ist e, ein zweifer der gunzzahliyen positiven Werlhe von x 
>>0 und <Cpt welche der Gleiciinng (1.) genuglhun, so giel>t der Ausdruck 
(27.)' für x=e2^ da alle Glieder rechts bis auf die beideä lotsten x — «2 
zum Factor haben und aho fflr x =€2 verschwinden , 

30. /n^j = (ea — ^r^-fr,, 
und da /*„^ gemäfs (1.) =.®p sein soll und r^ naclv,(29.) schon =^®p ist, 

31. (^2 — ^i)r2 = ®p. 
Nun sind aber ^i und ^2 beide << p und positiv, also ist auch der zeichenfreie 
Werth von e, — e <#>, und folglich geht j^a— ^1 wicÄ/ mit /> auf. . Daher 
muß, vermöge (31.) und (§. 25.), r^ mit p aufgehen und folglich 

32, r2 = &p 
sein. 

G. Ist 0j ein dritter der ganzzahligen positiven Wertha von x 

>^0 und <!/^f welche der Gleidiung (1.) genugthun, so giebt der Ausdruck 

■ 

(27.) fflr x = ey^ da alle Glied<&r rechts bis auf die drei letzten fOr x^=e^ 
verschwinden, |( 

33. /;«3 = (^3 — 0(«3 — <J2)**3+(^3 — ^i)r24-ri> 
und da f^e^ gemäfs (1.) =®p sein soll und Ti und Ts gemäfs (29. und 32.^. 
ebenfalls =®p sind, 

34. (<?3 — ^i)(«3 — ^2)^3 = ®p. 
Hier geht wieder weder e^ — e^ noch €3 — ^2 roil p auf, wwl ^1, «2, e^ sämmt- 
lieh <ip und positiv sind: also mufs r^ mit p aufgehen und folglich 

35. Tj = @p sein. 

So findet sich weiter r^=®p, r^z=(^p etc., und zusammen 
36, Tj, Tj, Tj, r4^ . . . . r, = ®/>, 
wenn ^i , ^2 ^ ^39 • • • • ^n 5 w verschiedene ganzzahlige Werthe von a? > 
und <C/' sind, die der Gleichung (1.) genugthun. 

H. Da nun die Gleichung (27.) fQr jeden beliebigen Werth von x^ 
so wie fQr beliebige Werthe der e Statt findet, indem der Ausdruck von f^ jf 
rechts eine blofse, durch die wiederholte Division entstandene identisch ver- 
wandelte Form von f„x ist, wo, wie sich «0 eben fand, in dem Fall wo 
die e die n verschiedenen Werthe von x, ;>() und <ip bez^ohnen, fDr 
welche fn x mit p der Voraussetzung nach aufgeht, die sämtntlichen r gleMi 
(^p sein müssen, so giebt die Gleichung (27.) fOr diesen Fall: 



i 
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37.. /„a? = (a? — «,)(f — «J(«— O («?—«»)«„ 4-®/»^ '. • 

ttr Jeden beliMffen .Werlh von js. 

L Hieraus folgt nun, dafa f„T Klt nickt mehr äs n Wert^i^ Ton x, 

i ■ * 

die >^0 und <C.p sind, mit p aufgehen kann^ insofern nicht «„ mit /9 auf- 

• *' ■ " ' - ■ . 

geht. Denn gesetzt es sei agi den n Werthen ^i, e^, e,,», • . . e„ von x, 
>0 und <C.Pf fflr welche fnX nach der Voraussetzung ftit /» fiufgehVA: noch 
•in n-\'UeT solcher Werth, also f^k = &p, so mäfste vermöge (37,) 

• 38. \k^0i){k^e2Xk—e,)....(k^e,)s„ r= ®p [ 
sein. Dies aber ist nicht möglich, da «i, e^^e^^ .... e^ und Ar sämmtlich 
>>0 und <Cp sein sollen, also .auch die zeichenfrei genommeneli Werthe 
atter der Factoren k — «i, k-r-e^^ k — Aj, •.... k — e^^ <ip sind, des- 
gleichen «n^n&^^h der Voraussetzung jiicht mit p aufgeht Also ist #s in dem 
so eben gemannten Fall von 6„ nicht möglich, dafs f^x für mehr als n W^0irthe 
Ton x^ die v>> und <C p sind , mit p aufgehe, oder dafs die Gleichung (1 .") 
in dieisem ^alle mehr als n positive ganzzahlige Wurzeln >^ und <C p habe. 
Und zwar ist es gleichgOltig, ob ^ die CoSfficienten «„»i,. «^_,, «^-3, •• .. 1 1 tnit 
p «uf|g[ehen, oder, nicht; dentt sie kommen in der Gleichung (24.) , ^ aus jvelcber 
das Nicht -Stattfini^ von mehr als n positiyen Wurzeln der Gleichung (1.) 
folgt, nicht vor. Dieses zusammen ist was (I.) behauptet. 
'•^- . K. jGfebt €„ mit p aufy so ist «„a?'' = ®;i, ii^ jeden Werth von x. 
Eben so sind, w^nn ißtwa weiter €««1, «^a, €„^3 u s. w. bis €„_,+, ipit p auf- 
gehen, und dann zunächst «„», nichts auch alle die Glieder €„_|a?""*, €n^^x'"'\ 

£^30?'^, 6„-x+i ^""'^^ gleich (^p; was auch x sein mag. Also reducirt 

sich die Gleichung (1.) in diesem Fall auf ; 

39- e,.,ar"-«-f e„.^,ar'-"«-^ + ^„._,a?"-»-^ . . . . +^,^4^«,, = ©;,; 
und diese Gleichung kann nach (I.) nicht mehr als n— ar positive ganzzahlige 
Wurzeln > und <C p haben , gleichviel ob ander^ von den auf «„_, /b/- 
genden Codfficienten , den letzten ausgenommen, mit p aufgehen, oder nicht. 
Gemäfs (IL). 

L. Gehen «o? ^n ^2^9 ^39 — ^a-i init p auf, so sind alle die Glieder 

«U9 ^i^> «2^\ «3^f «i-i^' gleich ®/i; was auch ;r sein mag. Also 

reducirt sich die Gleichung (1.) in diesem Fall auf ^ . 

e„ar^-f*'-i^'""*4"*'»-»^'""^ ^T^i^ = ®P oder 

40. V(«.a?^+«,«iar^^-/ + «n^x»-^^ . . . . J^Bj,^,9.'\'Bt) = &p. ' 

Dieser Gleichung wird offenbar zunächst fdr Xr=p genuggethau; sodann aber 

kann der Factor zu x^ zufolge (L) für nicht mehrds n—X Werthe vonor. 
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3>() und <Zp, ml p aufgehen. Also" kann die Gleichung (1.) in solchem 
Falle nur n — l solcher Wurzeln haben, währead sie aulberdem notkwenJim 
p selbal ^r Wurzel hat. Gemifs (HL). Zugleich folgt hieraus, dalis es fOr 
(I.) eine Bedimgung ist, dafs der letzte Coeffici^nt ^ tuctU mit p aufgehe^ 
denn ist dies der Fall, so modificirt sich (L) r^c& (IIL)- ;^" 

M» G«hen die ersten x und die letzten l Coefficieulen e mit /i auf, 
so sind alle die Glieder, in welchen sich diese Coefficienten befinden, gleio^ 
(^p ; was auch x sein mag. Also reducirt sich die .Gleichung in diesem 
Fall auf 

■■ e,-.«""'4-««-,-ia?"-'-' 4- «,_,_, a?-»-» -^ t^x^ = <^p oder , 

Dieser Gleichung wird wieder zunächst i^ x^=^p genuggethan; sodann aber 
kaan der Factor zu x^ zufolge (I.) für nicht tnehr als it~x — i. Werthe 
von Xj >0 und <ipf mit p aufgehen. Also kann die Gleicl^ung (1.) in 
dem gegenwärtigen Falle nur u — x — k solcher Wurzeln haben-) während sie 
aufeerdem nothwendig p selbst zur Wurzd hat. Gemäfs (IV\). 

\N. Wenn f^x (1.) für x=^e mit p aufgeht, so geht es auch hotk^ 
wendig fftr x t=e—p mit p auf. Denn x = e.-^p ist so Mi als or = (^^y -[-^ 
und zufolge (§. 11. 20.) ist alsdann, für jeden beliebige?ganszahligen poii-^ 
tiven Exponenten r, ..... 

42. X' = ©p^e'i 
also giebt (1.), wenn man darin e-^p statt x setzt, vermöge (20,) v 

/'n(« — ;^) = ®J^+^«" + ^-i^'"' + *«-^^'"'----+*2<?'4-«i^-f*o od?r 
' 43. fn{e-p) = ^p-\^fne. 

Ist also f„€ = &p, so ist es auch fn(^—p)'i und folglich gehört za Jeder 

m 

positiven ganzzahligen Wurzel « >>() und <ipf welche die Gleichung (1.) 
hat, auch eine M^Folir« ^ganzzahlige Wurzel e—p^ deren zeichenfreier Werlh 
ebenfalls > ü ud <: |i ist. Gemäfs ( V.). 

0. Gehen' a//^ Coefficienten e in (1.) einzeln mit p auf, so ist /«dlsi 
Glied von ^or gleich &p und folglich die ganzß Potenzenreihe ^or = (g^; 
und dieser Gleichung thut jeder beliebige Werth von x ein Genüge. Also hat 

alsdann die Gleichung (1) alle die Zahlen ±(1,2,3,4, f^ — 1), deren 

absoluten Werthe :>0 und <:ip sind> zu Wurzeln. Jedoch ist es so aucb 
nur in dem vorausgesetzten Fall; sind nicht alle i gleich ®p, so verhält es 
3ich nach den verschiedenen UmsUnden gendfs (1. U. III. oder IV.). DkMi 
behauptet {VI.). 
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.* 
^P. Um naq)iEUweisen , dafs znttAge (YII.) die Grleiehnng^ (1.) au« 

weniger als n gaHzai^lahlige Wurzeln >>*Q und <^p haböh kann, darf nur "ge- 
zeigt werden, dafs es in itgend dii€»i FaHe Bich so verhalte. ;Aiif einen 
solchen FalLfflhrt der Ferq^atsche Lehrsatz (§. 40.). Diesem Satze zufolge 
nemlich haf^ie Gleichung / . r 

44. x^'~\ = ®p " '*^ 

lUle die Zahlen 1, 2, 3, 4, p — 1 zu Wurzeln. Eben deshalb aber 

hat z. B. die Gleichung, 

45. x^^^ — ^ — &p oder af-' — l-^i — &p 

keine der Zahlen 1, 2, 3, 4, p — ^ zn Wurzeln, und folglich ^or Ar^'it« 

Wurzeln; denn da x^^^ — l für a?= 1, 3, 3, 4, ... . ;^— 1 mit p aufgciht, und 
1 nicht, 80 geht af-^^—l — l od^ a?/»"^ — 2 für keine der Wejrthe 1, 2, 
3, . . : . p — 1 von x init p auf, unid folglich hat (32.) gar keine Wu]^2felh. 

Q. 'Der Beweis von (I.) ändert sich nicht, wenn auch n = p oder 
jei'iät. ' Also könnte in diesem Fall die Gleichung (1.) nf verschiedene- Wurzeln 
und -<^p haben. Aber es giebf nur die p — I Zahlen I, 2, 3, . . . . p— 1, 
welche >>0 und <Zp sind| also kann die Gleichung (1.) in soldiem Fall 
alle die Zahlen '^^(I, 2, 3,4, .... fi—1) zu Wurzeln haben; wiewohl auch 
nicht aDe, und selbst keine derselben. Gemäfs (Till.). 

JS. Wenn f„x für h verschiedene Werthe von x ^0 <Zp aufgeht, 
so verwandelt sich f„ x zufolge QH.^ in den Ausdruck (37.)«: Derselbe kann 
zufolge (/. 38;) nicht anders für einen n-|-llen Werth von x mit p auf- 
^hen, als wenn €„ mit p aufgeht. Also mufs, schon wenn f„x auch nur fär 

einen mehr als die n Werthe «i , ^29 ^i ? ^n von x mit p aufgehen soll, 

nothwendig £„ mit p aufgehen. 

Geht nun aber^«;, mit p auf, so ist das erste Glied b^x^ yon fnX (1.) 
selbst =&p und das Pdynora f^x reducirt sich auf ein anderes «„.i ar''~* 

-f €„«2^""* -f ^0 vom n — 1 ten Grade. Dieses kann achon selbst für n Werthe, 

und um so mehr für n -f 1 Werthe von x, aus demselben Grunde nicht anders 
mit p aufgehen, als wenn 6„^i mit p aufgeht Dadvrch, daf» €._., tnk p auf--» 
gehen mufs, reducirt sich dann das Polynom weiter auf ein anderes s^^^"^^ 
4-««^3Ä?''"^ .... 4**0 vom n — Uten Grade; und hier mnfe wieder «„«., = ®p 
sein u. s.w.; bis zu €^y = ®p. Also müssen, wie es (IX.) behauptet, wenn 
f„x für mehr als n Werthe von o? Z>0.<C.p mit p au^hen soD, alle die 
Coefficienten £ in (1.) einzeln mit p aufgehen.^ 

S. Um zu beweia^ was (X.) behauptet, dividire man 'zuerst, eben 
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wie in(15.)i fn^ d«rcb x—4^^ hierauf, wie dort iii(16.)i/„-ia? durdi%— V^ 
A-?^ wie in (17.) durch a? — ej^^s-w., fahre aber damit nicht wie in 
(^B. und CO bis ta x — e„ fort, so dafs die leUle Gleichung nicht die (19.) 
istr, sondern nur bis zu x — e^^ so dafs die lets^ Gleichäng ^ 

isl, wo indessen immer wie in (16, 17, 18.) das erste Glied von f^^x 
€„ 0?"""* ist und ri, kein x enthält. "* 

T. Subslituirl man nun wieder erst (l7.) in (16.), in das Resul- 
tat (18.) 9 n. s. w., sa wird man, ähnlich dem Ausdruck (27.), für. welchen 
Ar=3 sein würde, 

''' 47. fr,x = (^ — 0(a?~«,)(ar — «,)---.(^ — ^*)/Ui^ 

+(^— 0(^— ^a)8f«?— ^.'...(J? — ^Ä-Or* 

^[x — e^){x—e^){x — €^) .... {x — et^2)n^i 



erhalten. 

V. Ist nun ^li einer der ganzzahligen [^sitiven Werthe von x>0 
<Cp, welche der Gleichung (1.) genugthun, so giebt (47.) ? für d?=:«^', .^^ 

48. f„x, = r^, 
und da f^ei=^®p sein soll, 

49. ri = ®p. 
Ist 02 ein zweiter Werth von x, für welchen f^e2 = &p ist, so giebt 
(47.) für ar = ^2 

50. f„e2 = («2— ^i)r2+ri = &p, 
oder, da ri schon =^®p ist (49.), 

51. («2 — «i)^2 = ®r^ 
und da ^2— ^i mit /^ mcA/ aufgeht QF.^^ 

52. r2 = ®/i. 

Ist ^3 ein dritter Werth von x, für welchen f^x^=^(^p ist, so giebt 

(47.) für a? = e3 

53- fne^ = («s— «i)(^— l)n+(^3— Oa?2 + ri = ®|r, 

od6r,, da r^ und r, schon =®p sind (49. und 52.), 

54. (e,— ei)(^— Or, = ®p, 



i 



yi 
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also, da e^—ei und ^2 — ^1 nicht mit p aufgehn, 

55. Tj = &p. 
Und so weiter. 

So findet man ans (47.), bis zu r^^ dafs 
''^ 56, Ti, r^, r,, .. .. r^^ = ®p 

und also vermöge (47.) 

57.' f„x = (x — et)(^x — er,){x—€^)....(x — ei,)f„^iX'\-@p 
ist. 

F. Hier geht rechterhand die Gröfse {x—e^{x — «2)--*(^— ^*)^-t^ 
offenbar für ^ = ^19 ^29' ^3 ?•.••• ^a i^it r ^^U ^^^^ ^^ ^^ ^^i^ fn^ selbst 
vorausgesefaEt wird ; denn für jeden dieser Werlhe von x ist sie = O. Also 
ist im Fall /*„a? für x^=e^^ e,, ^3, «... ^^^ mit ;^ aufgeht: 

58. {a: — e,){x — e;)(,x^ey\....{x—ei)f^,ix = ©/;, gemäfs (2.), 
eben wie es f„x ==:(^p ist (1.); und auf diese Form kann also in solchem 
Fall die Gleichung (1.) gebracht werden. 

Das erste Glied von ^«j^a? ist ««a?""*, gemäfs (Ä); auch kann f„^k^, 
insofern n — k'^ t ist , für keinen andern Werth von x mehr mit p auf- 
gehen, denn sonst mflfste vermöge (57.) f„x selbst fflr einen solchen Werth 
von X mit p aufgehen, gegen die Voraussetzung; gemftfs (IX.). 

IV. Der Ausdruck (3.) in (X.) geht unmittelbar aus (3.) oder (58.) 
hervor, wenn man Ar = ri setzt, und palst auf den Fall, wenn )^j? fürn Werthe 
von ar >>0 <Cp mit /!> aufgeht. 

X Zufolge (§. 2.) ist 

59. (l+fl)(l+*)(l+c)....(l+A:)= i + p, + p,+P3,...+P„ 
wenn man durch Pi , P^ , P3 , .... Pi die Summe aller möglichen Producte 
der Gröfsen a, b, c, .... k zn einer, zwei, drei etc. bis k bezeichnet. 

Man setze in (59.) 

60. a=-^, 6 = -ii, c=-^, .... *=--^ 
und mulliplicire (59.) rechts und links mit x\ so erhält man 

^(»-t)0-t)0-t)-0-t)=**(H^\+^.+''3....+p») 

oder 

Hier bedeuten dieP die Summen aller möglichen Producte von ^, ^, 

— -^ , .... — — zu einem , zwei , drei etc. , bis k Die Producte dieser 

JP X . 

30 
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sSmmtlich negativen Gröfsen werden vom ersten ab abwechselnd negativ imd 
positiv sein und der Reihe nach x, ar^^ x\ . . . . x^ im Nenner enthalten. 
Es werden also die Py wenn man der Reihe nach die JSummen aller mftf^ 
liehen Producte der Gröfsen e^^ «29 ^3? •••• ^k selbst, wie in (^X. 2u 4,}, 
durch J^-n ^1-1^ ^*-3 9 •• •• ^0 bezeichnet, folgende Werthe haVen: 



62. Pi = - 



*A-, 



Po=- 



^k-\ 



p.=- 



^k^\ 



.S ^ 



• '. • . 



P,= - 



*• 



Diese Ausdrücke in (61.) gesetzt, giebt 

63. {x — e^{x — e^{x — e^) ^^..{x — e^) 
= x'- (J,., x'-' + (T,., op*-^ - (^,.3 a;*-^ .... + -rf., , 
und dies weiter in (2.) substituirt,' giebt den Ausdruck (4.) des LehrsatMS. 
Der Ausdruck (ö,) geht unmittelbar aus (4.) hervor, für k = n, 
Y. Wenn /l, o? für Ä = » — 1 Werthe von ar >>0 -< jti aufgeht, so ist in 
seinem Ausdrucke (2.) n—k = I , also /*,«* x von der Form «„ a: -f /9, oder, wenn 
man e„ = ®p'\ a und ßz=®p^b setzt, von der Form (®/i-f a)j?'f ©/^"f ^ 
:=®p-\'ax-\'by wo a und 4 >0 <ip sind. Und nar-j-* geht vmner für 
irgend ein a? >Ü <ip mit p auf. Denn zu aq^A^b^^^^p gehört, da «„, 
und folglich a zu ;i theilerfremd ist, immer nach ($. 34.} ein solcher Werth 
von X >() <iP' Also geht fn^x immer noch für irgend einen Werth von 
X >0 <ip9 der aber nicht nothwendig von e^^ ^j, «Sj, .•.. ^,_, verschieden 
ist, mit p auf, und folglich auch in (3.) f^x} gemfifs (XII.)» 

Z. Der gegenwärtige Lehrsatz findet wieder vielfältige weitere An* 
wendungen und ist daher wieder einer der Hauptlehrsfttze der Zahlentheorie. 

§. 45. 
Lehrsatz. 
Wenn in der Gleichung 

1. (mp + z)^ = ®p + r 
p eine ungerade S lammzahl >>2 ist und man giebt dem positivem oder 
negativen z die züchenfreien Werthe 

d* I , <<, «J, 4, . . . . p— 1, 

so dafs mp-fz, trut beliebigem ganzzahligem m, alle möglichen positiv 
ven oder negativen, mit p nicht aufgehenden ganzen Zahlen 
drückt, so durchläuft * 

I. wenn man für ein gleiches m der Reihe nach 

3. z= +1, +2, +3, +4, .... + p-\, . 

4. z= —1, —2, —3, —4, .... —(p—l) 



t . ' 
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setzt f der aheotuie Werlh von r in (1.) niemals etwa ebenfalls alle die 
Zahlen (2.')^' sondern immer nur die Hälfte derselben, und immer die 
nemlicAen, was auch m s^n tnag; die andere Hälfte der ZßUfn (2.) 
wird von r für das gleiche p niemals berührt. Auch geben schon 

"'• 5. ' z = +1, +2^ ±3, •... ±i(p — 1) 
alle Werthe von r welche Statt finden; die folgenden 

6. z + iCp-i)4 ^ i(p-l) + 2, i(p-I) + 3, .... p-1 
geben dieselben r, und zwar in entgegengesetzter Aufeinanderfolge. 
Desgleichen geben positive und negative z von gleichen absoluten Werthen 
gleiche r. 

II. ..;rl7ii in (1.) r niciits anders ist als der Rest, welcher bleibt^ 
wenn man das Quadrat (mp-fz)' wit p dividirt, so ist r dn Rest 
zu einem Quadrat oder ein Quadratrest. Und da nun nach (1.) 
die Hälfte der Zahlen {2.} von r berührt wird, so sind diese Hälfte der 
Zahlen {2.^ Quadratreste zu p; die andere Hälfte, welche r nicht be- 
rührt, sind nicht Reste von Quadraten, also Nicht -Quadratreste zu p. 

III. Da man die Gleichung (1.) auch, mit einem ganz beliebi- 
gen positiven oder negativen ganzzahligen n, une folgt schreiben kann: 

7. (mp+z)^ = ®p*f (np+r) = ®p-fR, 
indem nur @ m (7.) um n kleiner sein darf als tn (1.), so kann in (7.) auch 

8. np + r = R 
als der Rest der Division des Quadrats (mp-f z)^ durch p betrachtet 
werden, und folglich als Quadratrest zu p. Da aber n ganz beliebig 
ist, so kann die Zahl R positiv oder negativ und so grofs oder so klein 
gemacht werden, als man wilL und da nun r nach (}.*) immer nur die 
Hälfte der Zahlen (2.) berührt, so giebt es überhaupt eben so viele mit 
p nicht ansehende Zahlen, die durch R (6.) ausgedrückt werden, als 
dergleichen Zahlen ^ die R nieht ausdrückt. 

Jb Folge dessen ist denn jede mögliche positive oder negative 
gemze, ^ofse oder kleine, nickt mit p aufgehende Zahl entweder Qua»- 
drmtrest oder Nichtquadratrest zu p, und ßtr jedes n rind eben so 
viele Zahlen Quadratreste, als andere Nichtquadratreste. 

Bli^ R für n = ()) oder die r^ deren absolute Werthe unter den 
Zahlen (2.} sich befinden; und die also >0 und <ip ^^ul, konnte man 
zum Unterschiede von den gröfsern oder kl^nem R positive oder nega^ 
Hve echte Quadratreste und die Hälfte der Zahlern (ß^y^ u)^ehe tum (2,) 

20* 
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§. 45. Farn. 9 — 12. 



nicht berührt werden, posiliee ' oder negative echte Nichtquadrat-- 

reete nennen. 

Beispiel 1. Es sei 

9. ;? = 7, 

so ist in (?•) der Reihe nach für m = 0, 1^3, 3, ••••, nf=0,l,3, 3, 

und z = ± (1, 2, 3, • . • .) 



• • • 



H)p±2y 
{op+sy 
iop±^y 



10. J 



riNl 



i 



(Op±3) 

{Op±6y 

{±ip±iy 
i±ip+2y 



-|- Ip — 6 

-f Ip-S 

+ Ip-f 2 
+ 'ip-o 

+ 2f»+2 

+ 3p+4 
+ 4^-3 
+ 5p-f 1 

-j- hp — 6 

-\-9p-\-l 
-\-lOp—6 
+llp+4 
-12/»— 3 



- tp+ 8 
+ 2|»— 13 

- lf»+ll 
+ 2p— 10 

- Opi 9 
+ 3f»— 12 

-j- 4/»— 12 
+ 2;» + ll 
+ 5p— 10 

-f 4p+8 
-f- 7p-l3 

+ 8p+ 8 
-fl9/»— 13 
-flOp-f-U 
-fU/»— 10 



— 2p^l5... 
+ 3p— 20... 

— 2p+18... 
-f 3p— 17... 

— Ip+46... 
4- 4p— 19... 
-j- Op-|-l6... 
-f 5p— 19... 
-f Ip-f 18... 
-f 6p— 17... 
-|- 3p-f 15. .; 
-f- 8p— 20... 
-|- 7p-|- 15... 
-i-12p— 20... 
-f 9p-fl8... 
-j-lOp— 17... 



Die positiven echten Quadratreste sind hier 1, 4, 2, die negativem 
echten Quadratreste — 6, — 3 und — 5, und die einen und die andern ergeben 
sich schon aus sr=±(1,2, 3), also aus der ersten Hälfte der Werthe von 
2= +(1,2, 3,4, 5f 6). Dieselben positiven und negativen echten Reste keh- 
ren für (±lp±«)% (±2p + a:)' etc. immer wieder. Die Zahlen 3, 5 und 6 
aus (2.) werden hiec von den positiven echten Resten und die Zal^iBDi 1, 3 
und 4 von den negativen echten Resten nicht berflhirt. Erstere sind also die 
positiven echten NichtquadrtUreste , letztere die negtUiven echten Nichtquo' 
dratreste zu p;=7. Überhaupt sind 

QuairatreaU 

und die negativen Zahlen — (3, 5,6, 1 0, 1 2, 1 3, 17, 19, 20,.. ..)| zu p=7 und 

die positiven Zahlen -f (3, 5, 6, 10, 1 2, 1 3, 17, 19, 20, ....)| MchtquadtO- 



11. 



12. 



[und die negativen Zahlen— (1,2,4, 8, 9,11,15,16,18,....)| re»fozup=:7. 
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3. Da es insbesondere auf die echten positiven und negativen Qna- 
dratreste und Nichtqaadratreste ankommt, so setzen wir dieselben vorläufig fOr 
einige der ersten ungeraden Stainmzahlen >>2 hierher. Die editen positiven 
und die negativen echten Quadratreste bezeichnen wir durch + r, und die 
echten positiven und negativen Nichtquadratreste durch +^. 
fFür /»= 3 ist -|-r=-fl, -fp=-f-2, 

-r=-2, -p=-t; 
Für p= 5 ist 4-r=+(l,4), +p=-f (2,3), 

_r=-(I,4), •_<,=-(2,3); 
Für p= 7 ist +r=+(l,2,4), +p=+(3,5,6), 

-r=-(3,5,6), -(.=-(1,2,4); 
Fflr/»=11 isf4-r= + (l,3,'4,5, 9), -fp=-f (2,6,7,8,10); 

-r=-(2,6,7,8,10), -(»=-(1,3,4,5, 9); 
Fürp=13.ist +r= + (l,3,4,9,10,12), +p= + (2,5,6,7,8,11), 

-.r=-(l,3,4,9,IO,12), -(.=-(2,5,6,7,8,11); 
Für ^=17 ist -}-r=-|-(l,2,4,8,9,13,15,l6), 

+ (.= + (3,5,6,7,10,11,12,14), 
-r=-(l,2,4,8,9,13,15,l6), 

-(.=-(3,5,6,7,10,11,12,14); 
Für/»=19>i8t +r= + (r,4,5, 6, 7, 9,11,16,17), 
13. l +(.= + (2,3,8,10,12,13,14,15,18), 

_r= — (2,3, 8,10,12,13, ♦4,15,18), 

•-(.=-(1,4,5, 6, 7, 9,11,16,17); 
Für ^=23 ist +r= + (l,2, 3, 4, 6, 8, 9,12,13,16,18), 

+ (.= +(5,7,10,11,14,15,17,19,20,21,22), 

— r= — (5,7,10,11,14,15,17,19,20,21,22), 

-(.=-(1,2, 3, 4, 6, 8, 9,12,13,16,18); 

Für>=29 ist +r= + (l,4,5,6,7,9,13,l6,20,22,23,24,25,28), 
> +(.= + (2,3,8,10,11,12,14,15,17,18,19,21,26,27), 

— r=— (1,4,5,6,7,9,13,16,20,22,23,24,25,28), 
— (,=—(2,3,8,10,11,12,14,15,17,18,19,21,26,27); 

Für^^=31 ist +r= + (l,2, 4, 5, 7, 8, 9,10,14,16,18,19,20,25,28), 

+ C= + (3>M1,12,13,15,17,21,22,23,24,26,27,29,30), 
_r=— (3,6,11,12,13,15,17,21,22,23,24,26,27,29,30), 
-(,=—(1,2, 4, 5, 7, 8, 9,10,14,16,18,19,20,25,28); 
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Beweis A. Es ist ( — «)'==-j-a?^ Also g^eo positive und nega- 
tive * von gleiphem absolutem Werthe gleiche Reste r« 

B. Bb ist (/! — «)' =/?^ — 2/1«+«^ =®/?,^-«^ also ist 
14. wenn z^=^(&P'\-r ist, auch (;? — «)*=@;r^r. 
Also geben «^ und (p — zf gliche Reste r. Setzt man daher 

15. «= +(1,2,3,. ...i^/i — l), 
so geben sie denselben Rest r wie 

16. z = +(;,_1,7,_2, ;i_3, .... i(/^H I)), 
und folglich giebt schon die erste Hälfte der Zahlen ± (t, 2, 3, . . . . ji»— 1) 
a//€? Quadratreste r; die zweite Hdlfle giebt dieselben Reste, und swar in 
t/iw^^Ä^Ar/^r Aufeinanderfolge : denn p — 1 giebt denselben Rest wie ij p — 2 
denselben Rest wie 2 u. s. w. 

Dieses zusammen ist was in (I.) behauptet wird. Das Übrige i^ an 
sich klar. 

Anm. C. Die Benennungen quadratische und nichtgnädratiscAe 
Reste zu p, welche man hie und da auch findet, därfte grammatisch weniger 
richtig sein als Quadratreste und Nichtquadratreste, welches geradezu aus- 
drflckt, was gemeint ist; denn jene Benennung würde Reste bezeichnen^ die 
selber Quadrate oder nicht Quadrate, oder doch quadratischer oder nicht qua- 
dratischer Art sind; was hier nicht der Fall ist, indem die r keinesweges tm- 
mer Quadrate, und eben so wenig die Zahlen, welche r nicht berührt, notli« 
wendig immer nicht QuadrUfe sind, 

§. 46. 
Erklärung. 
Zwei ganze Zahlen Zi und z^ , deren Product, durch eine dritte ganze 
Zahl a dividirt, den Rest r giebt, so dafs 

1. ZiZ2 = ©Ä-fr 

ist, nennt man, wenn mehrere solcher Zahlenpaare zu demselben ttvisor a 
denselben Rest r geben, correspondirendf oder auch conjugirte Zahlei^ 

Da die Zahlen z^ und z^ in (1.) nichts anders sind als Factoren* von 
(^a-f dem Rest r, oder einfacher, ein /"^(»c/oreii/iaiir für r zu a^ so köüntea 
sie a«ch füglich so hmfsen. WiH man indessen eine andere, nicht UBmitteliMff 
bezeichnende, sondern nur mehr andeutende Benennung, so könnte maii die 
Zahlen z^ und z^ auf Deutsch zusammengehörige Zahlen nennen ; doch mOlste 
dann der Unterscheidung w^gen eigentlich noch hinzugesetzt werden „für rnaoT 
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«.47. 

Lehrsatz. 

♦ 

L Wenn p eine ungerade StammzaAt ist, so sind alle die 

XaMen 

i. Ä = 2, 3, 4, 5, p — 2 

Je zu zweien Pßctorefipaare von t zu a (zusammengehörige Zahlen 
für t «II p §. 46.}, so dafs in 

2. ZjZ, = ®p+t 
z^ und z, alle die Zahlen (1.) sein könnetL Und zwar ist in (3.) für 
keins der z, (1.) Z| gleich z,. Auch gehört zu jedem z^ nur ein z^, ^o 
d^s in (2.) z^und Z2 Je d^n der Werthe von z (1.) ntir einmal haben 
können. Die Anzahl der Factorenpaare ist ^^(p — 3). 

IL ^Die beiden von den Zahlen <Cp noch übrigen Zahlen 1 und 
p — ^1 geben 'mit keinem der z (1.), sondern nur mit sich selbst multi^ 
plieirf ©p-f-l, und mit einander multipticirt, 

^ 3. l.(p— 1) = ®p— ]. 
m. Wenn in 

4. ZjZi = ©p-f-p 
(f ein positiver Nichtquadratrest (§.45. IL) ist, so sind alle Zahlen 
<Cf^ also alle (Re Zahlen 

- 5. z= 1,2, 3,4, ...• p — 1 
Je zu zweieA t aclqrenpaare von q zu ]^ (zusammengehörige Zahlen 
fitr p zu ^ §. 46.), so dafs in 

6. Zi#2 == ®p-f p 
Zi und Z2 a/7e iß^ Zahleti (5.) ^em Arönn^il. Citi zwar kann wieder in 
(6.) für kein z (5.) Zi gleich z^ sein. Auch »gehört zu Jedem Z| nur 
ein Z2, «o i{0/> in (6.) Zi tiiti/ Zj Jeden der Werthe von z (5.) nur 
einmal haben können. Die Anzahl der Factorenpaare ist hier 

Beispiel. Zu I. and IL Es sei ;» = 13, so sihd 2.7; 3.9; 4.10; 
5.8 und 6.11 sSmmtKch =®p-{-l. Keiner der Factoren in diesen ^(p— 3) 
^sz 5 Prodncten ist dem andern gleich; keiner kommt mehr als einmal vor, 
imd die Factoren durchlaufen alle die Zahlen 2^ 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 
und 1 1 =/r— 2 (1.); gemflfs (L). Die Gleichung (3.) in (II.) ist an sich klar. 

Zu 1 1 1. Einer der NichtquadratresU mp=^\i ist (> = 8 ($. 45. 13.), 
und die Prodttcte 1.8; 2.4; 3.7; 5.13; 6.10; 9.11 sind sflmmtlich=®;9 4-8. 
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Keiner der Facloren in diesen \(p — t) = (} Prodncten ist dem andern yMcA; 
keiner kommt melir als einmal vor, und die Factoren durchlaufen alle die Zi|h- 
ien U 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 und 12 =;ji--l (5.); gemfift (lIL). 

Beweis von I. A. Wenn man irgend ein sti aus den z (1.) out 
allen den Zahlen 1, 2, 3, 4, .... ;i — 1 multiplicirt und die Producte durdi 
p dividirt, so durchlaufen die Reste nach ($. 34. I.^ alle die Zahlen l, 2, 3, 
4, .... /^ --^ 1 9 indem jedes z (1 .) zu p theilerfremd ist. Also mufs auch 

irgend ein z^ aus den Zahlen 1,2,3,4, p — 1 

7. ii^Z2 =^ (^p^\ 
geben. Und dies für Jedes Zi=^ 2, 3,4, . . . . ;!i — 2 (1.). 

B. Das Z2 zu einem bestimmten z^ kann aber mcht^/eich z^ sein; 
denn sonst wären a^J = ®/i-f 1 oder z] — 1 = ®p oder 

8. (ari-l)(ar,+ l) = ®/i 
und es müfste entweder Zi — 1 oder ^2^1 -f 1 mit p aufgehen ; Was nichtv der 
Fall ist, d» Zi — l <CP9 und auch, da z^ nicht gröfser eis p — 2 sein soll (1.) 
Zi'\-i <ip ist. 

C Ferner kann Z2 weder 1 noch p — 1 sein; denn ZiA giebt Zi und 
Zi(^p — 1) giebt ®p — 1, also beides nicht ©l^-f^i wie es sein soll. Also 
kann Z2 nur eine der Zaihlen (1.) sein. 

D. Auch kann nur ein z aus (1.), fQr ein iesthnmXes z^^ ZiZj^^i=^ 
®P'\^i geben; dann gäbe noch ein anderes ä, z. B. z^^ «i«3=t=®p-[-l, so wärrf 

9. z^{Z2 — ^i) = ®P •" ' 

und es müfste also entweder z^^ oder Z2 — z^ mit p aufgehen i was nicht sein 
kann, da Zi und Z2 — Z;^ beide <ip sind. 

E. Wegen (J9.) gehört nun zu jedem andern z^ auch ein anderes z^^ 
denn son^ gehörten zu de/nselben e, zwei verschiedene ^1; was nach (JQf.) 
nicht sein kann ; und folglich kann weder dasselbe z^ , noch dasselbe Z2 , mdur 
als einmal vorkommen, so lange man nemlich für z^ Zahlen nimmt,' die nicht 
schon Z2 berührten. 

Geschieht dieses^ so ist das zugehörige Z2 wieder das z^^ weldies 
'ZiZ2=^®P'\-i gab; so dafs also, wenn man Zy alle die Zahlen (1.) durch- 
laufen läfst, jedes Product zwmnal vorkommt und folglich die Anzahl ier 
Producte ^(p — 3) ist, da /i — 3 Zahlen z in (1.) vorhanden sind. In diesm 
^(^p — 3) Producten kommt aber dann kein z aus (1.) zweimal vor, während 
zugleich die z (1.) alle vorkommen. 

Dieses zusammen ist was (I.) behauptet. 
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Von II. F. Was (II.) behauptet ist an sich klar. 

Von III. G Wenn man irgend ein z^ aus den z (5.) mit allen den 
Zahlen 1 , 2, 3, 4, .... p — 1 multiplicirt und die Producte durch p di vidirt, 
so durchlaufen wieder die Reste nach (§. 34. I.) alle die Zahlen 1, ?, 3, 
4, .... p — I, indem jedes z (5.) zu p thetlerfreind ist. Also berühren die 
Reste auch Me JSichtquadralreste if zxl p^ und folglich mufs irgend ein z^ 
aus den Zahlen 1 , 2, 3, 4, .... p — 1 auch * 

10. z^Z2 = ®p-|-P 
geben, wo if ein bestimmter Nichtquadratrest ist. 

' H. Dieses z^ kann nicht gldch z^ sein ; denn sonst wfire 

11. z\ = ®f>-f (>, 
und (> wäre ein Quadratrest, nicht ein Nichfquadratrest. 

L Femer kann nicht mehr als ein z aus (5.) für ein bestimmtes z^ / 
ZiZ2 = ®p-\-Q geben ; denn gäbe noch ein anderes z, z. B. z^^ ZiZ^^^p-]- (i, 

so w&re 

12. Zi{z2 — Zi) = ®p, 

was, wie in CDJ)^ nicht sein kann. 

K. Wegen (i.) gehört wieder zu jedem andern Zi auch ein anderes 
z ; denn sonst würden zu demselben Z2 zwei verschiedene Zi gehören; was 
nach (i.) nicht sein kann. Folglich kann weder dasselbe z^ noch dasselbe Z2 
mehr als einmal vorkommen, so lange man für Zi Zahlen nimmt, die nicht 
schon z> berührten. 

Geschieht dies, so ist das zugehörige Z2 wieder das Ziy welches ZiZ2 
=^®f -f (^ ^ab; so dafs also, wenn man Zi alle die Zahlen (5.) durchlaufen 
Iftfst, jedes Product zweimal vorkommt und folglich die Anzahl der Producte 
^(p — 1) ist; indem hier in (5.) p — 1 Zahlen z vorhanden sind. In diesen 
i(P — Producten kommt aber dann kein z aus (5.) zweimal vor, während 
zugleich die z (5.) alle vorkommen. 

Dieses zosamiQen ist was C^II.} behauptet. 

L. Anm. Der gegenwärtige Lehrsatz beruht im wesentlichen auf den 
Satz CS- 34.). 

$. 48. 
Lehrsatz. 
Für Jede ungerade SlammzaM f^l ist das Product 

1. l/2.3.4....(p— 1) = ®p— 1. 
Dieser Salz keifst nach seinem Krfinier dm^ Wileoneeke Lehreabe. 

21 
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Beispiel. 

Für p= 3 giebt (1.) 1.2 = 2=: 1.3— I ; 

- p= 5 - - - 1.2.3.4 = 24 = 5.5 — 1; 
2 ^ - p= 7 ^ ^ - 1.2.3.4.5.6 = 720=103.7—1;, 

- p=.ll - - - 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10 = 3628800 

= 329891.11; 

und so weitet; dem Lehrsatze gemifs. 
Beweis A. Aus den Zahlen 

3. «r = 2, 3, 4, .... p—2 
geben je zwei, z^ und Z2 , gemftfs (§. 47. I.) 

4. Z1Z2 = ®;?4"* 
und es sind nach (§. 47. I.) i(/9 — 3) solcher Producte vorhanden, in welchea 
dann Zi und 2;, alle, die Zahlen (3.) durdilaofen, ohne dafs irgend einö mehr 
als einmal vorkäme. 

B. Daraus folgt, dafs dasProducl aller dieser i(/> — 3) Producte (4.) 
das Product aller der Zahlen (3.) ist; und da nxmjede^ derselben =®;9-|-l 
ist, so ist 

5. 2.3.4.5.... {p — 2) = ®/i+l. 

C Multiplicirt man (5.) noch mit 

6. l.(p— I) = ®f? — 1, 
so ergiebt sich 

7. 1.2.3.4....(/i. — 1) = ®;^— 1; 
weldies der Lehrsatz ist. 

Weiter unten werden sich noch andere Beweise dieses Satzes finden. 

§. 49. 
Lehrsatz. 
L Es sei p eine Slammzahl >> 2, und r bezeichne die posiUven oder 
negativen Quadratreste, q die positiven oder ne^aiinen Nichtquadrat'- 
reste zu ^^ so ist 

1. r^v-'^ = ®p-f 1 und 

2. (>*(i^'> = ®p-l, 

für alle r und (>, und (1.) nur für die r, (2.) nur ßr die p. Alte 
möglichen, nieJU mit p aufgehenden ZaUen r tdso, für töelche dieGlei^ 
chung (1.) Statt findet, sind Qüadratreste zu der Stammzahl p; alle 
mögÜehen, nicht vut p aufgehsmdeu Stahlen p^ für welche Begleichung (9i) 
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Statt findet, sind Nichtquadratreste zu der Stammzahl p. Die An- 
zahl der Quadratreste r , so wie der NicAfquadratreste (f ^0 -und << p 

II. Es seien p und q zwei Stammzahlen von der Form 4n-f 1 
oder 4n — 1, so ist, 

3. wenn p zu q, zugleich q 2:11 p positiver Qnadratrest oder 
positiver Nichtquadratrest in allen Falten u^o p und q^ nicht 
beide von der Form 4n — 1 sind. 

4. ist p 2;ti q positiver Quadratrest, so ist zugleich q i^ii p 
positiver Nichtquadratrest, und umgekehrt, in allen Fällen, 
wo p und q beide von der Form 4ii — 1 sind. 

Dieses ist das Reciprocitätsgesetz in Beziehung auf Quadratreste 
und Nichtquadratreste. 

Beispiele zu (I.). a. Es sei aus (§. 45. 13.) 

5. p = l3, r = 3 und (>=7, 
so ist 3^^'^ = '6^=2:'' = (®p^ iy = ®p^l, gemäfs (1.)^ und 7''=49' 
= (®/i+10)' = ®;?-f-10()0 = ®;? — 1; gemafs (2.). 

b. Es sei aus (§. 45. 13.) 

6. p = '23, r=l3 und (>= 10, 
soistfürCl.) r'=U4=®;?-f6, r*=®;?-f 36=®/i-f 13, r» = ®p+169 
= ®p + «, r'^'=(®p-f8)(®p'-f 6) = ®p4-2, r** = r*<'^'> = (®;? + 2)12 
= ®p-fl; gemäfs (1.). 

Für (2.) ist (>^=100 = ®;? + 8, ß*=®;> — 5, q^ = ®p-\-7, 
(>»^^ = (®;? + '2)(®p-|-8) = ®;? + 16, (>^V=(®p4-16).10 = ®p — I; wie 
gehörig. • 

Beispiele zu (II.) c. Die Stammzahlen ;f=13 und 9 = 29 sind 
beide von der Form 4n-f K Einer der Quadratreste von ;i ist (§.45. 13.) 
'2p-\'3 = 29='qf also ist q Quadratrest znp, und p=^13 selbst ist Qna- 
dratrest zu ^ = 29; gemäfs (3.). 

d. pB=5 und 9:^=313 sind beide von der Form 4ii-f 1* Einer der 
Nichtquadratreste zu 5 ist (§.45. 13.) 2.5-f 3=°^13, also =^q$ und zu- 
gleich ist p = 5 selbst Nichtquadratrest zu q^sziVi*^ gewiifs (3.). 

e. ps=:235 ^0^ ^^1* Form 4ii— 1, ist Quadmtrifst zu ^==29 = 
4ii-fl (§.45. 130; au<^b f=29 jst Quadratrest sin >^ 23, nemlich 

l.;i4-6; gemals (30* 

21» 



164 j. 49. Form, 7 — 11. 

f. p:=\\^ von der Form 4ii~l, ist Nicht^adratrest zu y = ?9 
(§.45. 18.}; und auch y='i9 ist Mehl quadriur est zu ^=:11, nemfiob 
= 2p-f*5 gemflfs (3.). 

^. y? = 13, von der Form 4«-f*9 >st Quadralrut zn y=23 = 
4n— I ; und auch y = 23 ist Quadratrest zu /^= 13 ($.45. IS.)^ nemüqk 
= 1 . p -f 4 ; gemäfs (3.). 

Ä. 1^ = 17 = 4/1-}" ^ >sl Nichtquadrairest zu y = 3 1 = 4ii — 1 : und 
auch y = 31 isl Mc/itquadrafrest zu p = 17, nemlich = l.p-j-l4 (§. 45. 13.), 
gemäfs (3.). 

;. p=-. 7 = 4n — 1 ist Quadrafrest zu y = 31 = 4ii— 1. Dage- 
gen ist y = 3I MchfquadrcUrestzvL p = 7, nemlich ==4.p-f 3 (§. 45. 13.); 
gemäfs (4.). 

k. p = ir=4ii — 1 ist Nichtquadratresl zu y=^3l=4ii — 1. 
Dagegen ist y = 3l Quadratrest zu p=ll, nemlich =2p-f9 C§- ^ö- 13-); 
gemäfs (4.). 

ErsterBeweis von (I.). A. Nach dem Fermatschen Lehrsatze (40.) ist 

7. z'^'—i = ®p, 
und daraus folgt, weil p — I immer gerade ist, 

8. (^i(P-i)_l)(3.t(P-0^l) = ®p, 

alsomufs entweder z^P'^^ — \ oder 3f*^''-»>-|-i mit p aufgehen^ das heifst es mofs 

9. entweder 2?*^«> — 1 = ©p 
10. oder «*^'^*>-f t = ®p 

sein. 

ü. Die Gleichung (7.) hat p — \ Wurzeln y denn sie findet nach 

(§. 40.) für alte die p — V Werthe I, 2, 3, 4, ;? — 1 von % Statt. Also 

mufs auch yß-)^ und folglich müssen (9. und 10.), diese letztern zusammen^ 
fOr p — 1 verschiedene Werthe von z Statt finden. 

C. Ein- und derselbe Werth von z kann nicht (9.) und (10.) zugUiA 
erfüllen, denn sonst wäre, (9.) von (10.) abgezogen, 

11. »*("-*>+ 1 -(2;*^'^'>— 1) = 2 = ®;i, 
und 2 geht nicht mit p auf. Alle Wurzeln von (9.) müssen also von deneii 
von (10.) verseUeden sein. 

D. Nun kann nach (§. 44.) (9.), und eben so (10.), nicht mehr da 
|^p_l) Wurzeln haben. Deshalb kann z. B. (9.) auch mcht weniger als 
ü^ — I) Wurzeln- haben, denn wäre das, so mflfste, weil (9. und 10.) «t^ 
sammen p — l Wurzeln haben müssen QB.')^ (10.) fnehr Bl8^(p—i) Wurzrin 
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haben V ^^s nach (§.44.) nicht sein kann. Folglich mufs (9.), da es nicht 
we/ir und nicht weniger als \{p — 1) Wurzeln haben kann, nothwendig gerade • 
^{p — 1) verschiedene Wurzeln haben, und folglich (10.) die übrigen \{p — i) 
Wurzeln, die nach (C) alle von den Wurzeln von (9.) verschieden sind. 
Die Gleichungen (9. und 10.) theilen sich also zu zwei gleichen Theilen in 
die /i — 1 Wurzeln 1, 2, S, 4, p — ^ von (7.). 

E. Setzt man nun für alle Werthe von Zy 

12. z" = ®/i + r, 
wo r >>0 und <ip9 so bezeichnet r alle Quadratreste. Nimmt man von 
(12.) die \{p — l)ten Potenz, so ergiebt sich ^ 

13. z" *^-»> = z^' = (®/i + f)*^'> = ®/i + r*o-o (§, 11, 20.), 
und da nach dem Fermatschen Lehrsatz (§. 40.), fttr Me Werthe von z, 
»P-» = ©;> -f 1 ist, 

(^p^i = ©/z + HO'-') oder 
14. r^^'^ = (^pJ^X oder r^^'^—i = (^p. 

F. Es sind aber die Quadratreste r, da sie >> und <ip sind, eben- 
sowohl Werthe von z: also ist (14.) nichts anders als (9.); und da nun (9.) 
zufolge (/?•) nothwendig für ICp — Werthe von z (Jür nicht mehr und 
nicht weniger) Statt findet, so hat in (14.) r nothwendig \{p — i) verschie- 
dene Werthe. Folglich giebt es nothwendig \{p — I) verschiedene (^4ra^ 
Teste r, nicht mehr und nicht weniger, unter denWerthen von z Z>0 und <CP9 
und für jeden derselben findet die Gleichung (14.) Statt, welche diejenige (1.) 
des Lehrsalzes ist. 

G. Da r in (14.) oder (l.J nvr i(p—i) Werthe haben kann, so 
bleiben -^(p — 1) Werthe von z übrig, welche nach (C.^ diejenige sind, die 
der Gleichung (10.) genugthun. Da sie keine Qoadratreste sind, für welche 
nur die Gleichung (9.) gilt, so sind sie die JSichtquadratreste ^ , und folglich 
giebt es auch i(p—i) Nich/quadratreste, imd für jeden derselben findet 

nach (10.) die Gleichung 

15. pKP-D^i = ®^ 

Statt, welche nichts anderes als die Gleichung (2.) des Lehrsalzes ist. 

H. Übrigens kann r und ^ auch >p sein, z. B. Ti und Qi , wenn nur 

16. Pi = ®P'\'r und 

17. p, == ®p-f p 
ist. Dieses zusammen behauptet (L). 
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Zweiter Beweis Ton I. i. Aus den Zahlen 

18. ö = 1/^1 3, 4, .... fi—l 
geben je zwei, Zi und «2^ gemafs ($. 47. 111.}^ 

19. ZiZi =: ®P'\ (f^ 

wo ^ ein hehehiger Nichtquadratrest zu p ist, und es sind nach (§«47. IIL} 
■k(P — 1) solcher Producte vorhanden, in welchen dann «i und «2 ^^ die 
Zahlen (13.) durchlaufen, ohne dafs irgend eine mehr als einmal vorkäme. 

K. Daraus folgt, dafs das Producl aller der ^(p — 1) Producte (19.) 
das Frodnct aller der Zahlen (18.) ist; und da nun jedes der ^{p — 1) Pro- 
ducte (19.) «x«j=®/»-|'P giebl? so ist 

20. I.2.3.4.... (/?—!) = ^®/i+())«'^'> = ^p-{-^^'^'\ 
L. Aber gemfife (§. 48.) ist 

21. 1.2.3.4.... (/»—() = ©/»—!, 
also ist, zufolge (20. und 21.), ®/> -f p«*^') = ©;> — I oder 

22. (>»('^'> = ®p—l; 
gemSfs (2.). 

M. Für jede ZtM <Zp, also auch für jeden Qvadratrest r zu p, ist 
nach dem Fermatsohen Satz (§. 40.) 

23. rP^' = ®/>4-l. 
Daraus folgt 

24. rP-'— 1 oder (r^P-'^-f l)(r«''-"— !)•= (51^, 
also mufs entweder r^p-o^j ojer r*<P~''— 1 mit p aufyehen, das heifet, 
es mufs 

25. entweder r«p-'> = ©p — 1 , 

26. oder r«P-'> = e;»-|-l 

sein. Das erste kann nicht sein, denn sonst mOfste nach (22.) r nicht Ate 
Quadratrest, sondern ein füchlpiadratrest ^ sein* Also kann nur 

27. r*('^»> = @;>+i 
sein; gemftfs (1.). 

Beweis von (IL). JS. Nach dem ReciproeitAtsgesetse ($. 42.} irt 
zugleich y*^-'> = @p4-l und p*<^*> = ©^r-fl, oder zugleich ^Kp-d ^ 
©;>— 1 und ;fi*<^*> = ©y— 1, wenn /^ und q nieht beide von der Fom 
4ii — 1 sind. Also ist in diesem Fall^ gemäjb (1. und 2.), entweder q einer 
der Quadratreste zu p und zugleich p einer der Quadralreste , zn q, odw 
9 einer Aer Nichtquadratreste zm p und zugleich p einer iev Ntchtquadrat^ 
reste zu y; gemäfs (3.). 
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O. Sodann ist nach dem ReciprocitHtsgfiBsetze (§. 42.) zugleich q^^p-^^ = 
®/?-fl und ;i*^^-'> = ®y— 1, oder zugleich q^^'^ = &p—l und /i*^^*^«=: 
®y-f^9 wenn p und q beide von der Form 4ii — 1 sind. Also ist in diesem 
Falie gemäfs (1. und 2.) entweder q einer der Quadrafreste zu p, und snr- 
gleich p einer der Niehtquadratreste zu y> oder ^ einer der Nichtquadratreste 
zu py und zugleich p einer der Quadratreste zu ^, gemäfs (4.). 

Erste Anm. P. Der ^*fe Beweis von(I.), welcher (11.) unmittelbar 
begründet, beruht insbesondere auf dem Fermatschen Satze (§. 40.) und auf 
dem Satze (§. 44.) von der Anzahl der Wurzeln von Zahlengleichungen; der 
zweite Beweis von (I.) beruht auf dem Wilsonschen Satze (§. 48.) und auf 
dem Satze (§. 47.) von den zusammengehörigen Zahlen. Der zweite Beweis 
bedarf also weniger Vordersätze als der erste. Eigenthflmlich ist in dem ersten 
Beweise die Folgerung in (X'.)? ^^^^ ^^ ^^^ ^^^ beiden Gleichungen (9. und 10.) 
keine mehr als \{p — 1) Wurzeln haben kann und beide zusammen nothwendig 
p — 1 Wurzeln haben, jede \{p — 1) Wurzeln haben mufs. 

Zweite Anm. Q. Wegen der Beziehung (IL) des Redprocitäts- 
oder ' Gegenseitigkeits * Gesetzes auf die Quadratresfe und Niehtquadratreste 
könnte man dasselbe Gegenquadratrestgesefz nennen. Diese Benennung würde 
deutlicher bezeichnen was gemeint ist, als das Wort Gegenseitigkeitsgesetz. 
Da es indessen etwas länger ist und das Gegenseitigkeitsgesetz auch in seiner 
ursprünglichen Form (§. 42.) vorkommt, so wollen wir von ,f Gegenquadrat^ 
restgesetz'*' nicht Gebrauch machen. 

Ferner wäre Gegenheitsgesetz kürzer und einfacher als Gegenseitig- 
keitsgesetz, und Gegenheii würde nach dem Vorbilde von Gleichheit, Allge^ 
tneinheit, Besonderheit, Gewifsheif u. s. w. grammatisch nicht unrichtig sein. 
Da indessen wieder das Wort Gegenheit nooh vieUeicUt z»neu ht, so wollen 
wir die kürzere Benennung blofs anheimstellen, und uns nur begnügen ^ das 
verstümmelte fremde Wort Reciprocitst zu vermeiden, mithin den Satz (§. 42.) 
oder (§. 49.41.) Gegenseitigkeitsgesetz nennen. 

$.50. 
Lehrsatz. 

L Für alle StammzaUen p =: 4ii4~l ^^^^ ^^ fceichenfreien 
fVerthe der positiven und der negativen eckten Quadratresfe diesel'^ 
ben. Gleiches gilt V4m den Hichtquadratr^steu^ 
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IL Für alle StammzaAlen p = 4ii — I sind die positiven echten 
Quadrutreste die zeichenfreien Werlhe der negativen echten 
Nicht^uadratreste, und die positiven echten Niehtquadratreste 
die zeichenfreien Werthe der negativen echten Quadratreste. 

Beispiele. Was (I.) behauptet, zeigt sich in (§. 45. 13.) an dM 
Stammzahlen 5, 13, 17 und 29, die von der Form 4ii-f-l sind. 

Was {II.) behauptet, zeigt sich in ($. 45. 13.) an den Stammzahlea 
3, 7, 11, 19, 23 und 31, die von der Form 4n— 1 sind. 

Beweis A. Für alle, und folglich auch fOr aUe echten positiven Qua^ 
dratreste r findet nach (§. 49. 1.) die Gleichung 

1. r*<^»=®p-fl, 

und für alle, also auch für alle echten positiven Nichtguadratreste nach 
($.49. 20 9 die Gleichung 

2. (i*<'^«> = (^p — l 

Statt.. 

B. Alle echten negativen Quadratresle werden durch r^ — p ausge- 
drflckt, also ihre zeichenfreien Werthe durch p — r; denn p — r ist >0 

und <ip* 

Je nachdem also die durch p — r ausgedrückten Zahlen 

3. (p — r)»o>-") = ® ^ -f- 1 / oder 

4. (^_r)«0>-o = ®p_i 

geben, werden sie zufolge (§. 49. 1. u. 2.) Quadratreste oder Mchtguadrml^ 
reste zu p sein. 

C. Da 

5. (p — r)^'^'^ = ®p^(—r)^p-^) 

ist, so erfordert nach (3.) das Erste, dafs 

6. ®;,+(_r)«^*> = ®p + l, also (— r)*<^*> = ®;r-f I, 
das Andere nach (4.), dafs 

7. &pJ^(—r)^P-'^ = (»p — l, also (— r)*o>-*> = ®^— t 
sei. • 

D. Ist nun ;i = 4ii-f 1, so ist j^(p — l) = Qn und folglich i(p—l) 
eine ^^aifcZahl. Also ist alsdann (— r)*^'> = (-}-r)*<'^'>, und da nach (1.) 
(-i^r)^''^ = Q)pJ^i ist, so wird für ^— 4n-f-l die Gleichung (6.) erfÖllL 
Also sind für p = 4ii+l die Zahlen p—r echte fosiüye Quadratreste, mi 
folglich sind die echten negativen Quadratreste r — p ihrem zeidkenfreim^ 
Werthe nach den echten positivM Quadrafreeten r gleich. 
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Und da die echten positiven NieAfquadralreifte (i äbrig bleiben, wenn 
man die echten poaiXiyen Quadratre^f/e r aus den Zahlen 1^2^ 'i^4^ .... p — 1 
wegnimmt; desgleichen die echten negativen NicAt^aJratresie — (>, wenn 
man die echten negativen Quadratreste aus — (1? *^9 3,4, •••. ^ — 1) weglflfst, 
ao sind auch nothwendig die echten negativen McA/quadratresfe ihrem zücken^ 
freien Werthe nach den echten posi/iveti NichU/uadratreeten glück. 

Dieses ist was (I.} behauptet. 

' E. Ist dagegen p = 4n — I, so ist |(;> — l) = 2n — I , und folg- 
licb i(p — ein© ungerade Zahl. Also ist alsdann (—r)*^^'> = — (-}- r)*<^*>, 
und da nach (1.) (^.r)*^'^ = ©p+ 1 , also — (-f r)*<^'>= — ®;^ — 1 = 
(»p — \ ist, so \vird fOr ;> = 4ii — 1 die Gleichung (7.) erfüllt. Also "sind 
für /9 = 4 fi — I die Zahlen p — r echte positive NicA/quadratreste, nnd folg- 
lich die echten negativen Quadratreste r — p ihrem zeicAenfreien Werthe 
p — r nach den echten positiven NicAt^adratresten (f gleich. 

Und da nnn die echten neg^Wyen NicAt^iuadratreste — ^ durch ^ — p 
ausgedräckt Werden, so sind sie, weil p — r=(> war, gleich p — r — p= — r; 
folglich ist der zeicAenfreie Werlh r der negativen echten Quadralreste — r 
der der negativen echten JNicAtquadrafreste ^. 

Dieses ist was (II.) behauptet. 

F. Anm. Der Satz beruht insbesondere auf ($. 49.). 

§. 5t 
Lehrsatz. 

I. Für jede SlaiMmzaAl 1^ = 4- n'\'t ist die Sumtae der zeichen^ 
freien WertAe je zweier positiver oder je zweier negativer echter Qua-- 
dratreste, so wie die Summe der zeicAen freien Werthe je zweier 
positiver oder je zweier negativer ecAter NicAtquadratreste, gteicA p. 

II. t\ir jede Stammza/il p = 4n — 1 ist die Summe der zeicAen-»^ 
freien WertAe je eines positiven und eines negativen echten Quadrat- 
rests, so wie die Sumxne der zeicAenfreien WertAe je eines positiven 
und eines negativen ecAten NicAtquadratrests gleicA p. ' 

Beispiel. In ($. 45. 13.) sieht man was (I.) behauptet an denStamno^ 
zahlen /^ = 5, 13, 17 nnd 29, die von der Form 4ii-f 1 sind, und was (IL) 
behauptet an den Stammzahlen 3, 7, 11, 19 23 und 31, die von der Form 
4ii — 1 sind. 

22 



170 • j. 51. Form. 1-5. 

Beweis A. Je nachdem p — r ein et\i\er fosiürev Quadratresl, oder 
ein echter positiver Nhhtquadmlrest ist, wird die Summe zweier echter 
positiver, oder die Summe eines echten positiven und eines echten negativen 
JSUcktqmadratres/s gleich p sein. 

B. Soll nun p-^^r ein echter positiver Qundrntrest sein,, so mufii 
es nach (§.49. 1.) die Gleichung 

1. (p — r)*<^'> = ®p^{ 

erfüllen. Soll p — r ein echter positiver INichU/uadratrest sein, so mufs es 
nach (§. 49. 2.)^ der Gleichung 

2. (p — r)*^'^'^ = ®p — 1 
genugthun. 

C. Ersteres geschieht, wenn ;?=:4n-f I ist; denn die Gleiciiung (!•) 

ist so viel als. ©;>+(— ry*^~'^ = ®/^+ 1 oder 

3. (— r)*<^'> = ®/i+l, 
und da hier ^(p — I)=:2n= einer geraden Zahl ist, so Ist (— r)*^'^*^ = 
(_j-r}*o-'), also in (3.) 

4. -fr*<'^'> = ®p-f 1, 

■ 

und folglich auch nach (1.) 

5. (p—r)^f^'^ = ®;i-f 1. 
Mithin ist p — r wirklich ein echter positiver Quadrafrest. Also ist 

zunächst 

a. Die Summe je zweier echter positiver Quadratreste =/^* 

h. Die zeichenfreien Werthe der echten negativen Quadraireste sind 

in dem Falle |? = 4n'f 1 nach (§. 50. I.) den echten positiven Quadraireslem 

gleich. Also ist auch die Summe der zeichenfreien Werthe zweier echter 

negativer Quadratreste ==/i. 

c. Die positiven echten JSichtqvadratresle (f bleihen aus den Zahlen 

1 , 2, 3, 4, p — 1 flbrig, wenn man davon die echten positiven Quadratreste 

r weglftfst. Also ist kein q einem r gleich. Mithin ist auch kein p — (> einem 
p — r gleich, und mithin, da nach (a.) jedes p — r einem r gleich ist, auch 
kein p — ^ einem r. Aber p — (> ist, eben wie q , nothwendig unter d^i Zah- 
len 1,2,3,4, p—i anzutreffen, weil p — ^ >0 und <Zp ist: also Ist 

Mtbwendig jedes p-^Q einem q gleich. Das heilbt: auch dieSqmme je zwaer 
editer positiver Mchtquadraireste ist =^p* 

d. Endlich sind nach (§. 50. I.) die zeichenfreien Werthe der ffeg»- 
tiven echten Mchtquadratreste den positiven echten Nichtquadrafrifstmi^ gtckk 
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Also ist auch die Summe der zeichenfreien Werthe je zweier echter negativer 
NUhlquadratreste =/i. 

Dieses zusammen ist, was (I.) behauptet. 

/>. Die zweite Gleichling (2.) in (Ä.) wird erfüllt, wenn p--^^n — i 
ist; denn die Gleichung (2.) ist so viel als ®;EF-f (~fO*^-^^ = ®/i — i oder 

6. {-r)^^p-'^ = ®/?-l, 
und. da hier \{p — 1) = !2n— 1 = einer ungeraden Zahl ist, ^o Ist (— r)*^~'^ 
__(-}.r)i^'>, also ist in (6.) 

7. _ (-f r)*(''-»> = ®/i — l oder 

a ^ (+r)*^^> = ~(S/i4- 1 = ®/i+i- 

Dieses ist der Gleichung (§. 49. 1.) für alle echten positiven Quadratre»le -{-r 
gemafs. Also erfüllt in dem gegenwärtigen Falle /i5=ss4ji — I, p — r die 
Gleichung (2.) wirklich, und folglich ist fär ;ei = 4ii — 1 die Summe der zei- 
chenfreien Werthe je eines positiven Quadratrests und eines positiven echten 
Mchlqnadratresis T=ip. 

Aber die positiven echten Nichtquadratreste sind nach (§. 50. II.) 
den zeichenfreien Wertheü der negativen echten Quadratreste gimck. Also ist 

a. Die Somme der zeichenfreien Werthe je eines positiven und eines 
negativen echten Quadratrestes =p^ 

d. Ferner sind nach ($. 5Q. IL) die echtra positiven Quadratreste den 
zeichenfreien Werthen nach den negativen echten Nicktquadratresten gleich. 
Also ist auch die Summe der zeichenfreien Werthe je eines positiven und 
eines negativen wlA^ti^^htquadratrestes i=xp. 

Dieses zusammen ist was (IL) behauptet. 

Anm. E. Der Beweis beruht auf (§. 49. und 5a). Eigenthflndidi 
ist der Schlufs in (C cO* 

§. 52. 
Lehrsatz. « 

I. Das Product einer beliebigen Anzahl von Quadratresten 
zu einet* und derselben Stammzahl p ist ein Quadratrest zu p. 

IL Das Product einer beliebigen geraden Anzahl von Nicht» 
quadratresten', eben so, ist ein Quadratrest. 

IIL Das Product einer beliebigen ungeraden A$hzahl 9on be» 
liebigen Nichtquadratresten, eben so, ist ein NichtquadratresL 

IV. Das Product eines Quadratrestes und eines Nichtquu'^ 
dratrest^s ist ein Nichtquadratrest, r 

22» 
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Beispiele. 1. Zu I. -f^, — 10 und 4 sind Quadratrette m 
p^l (§. 45. 13.), und ihr Product ist — 3'>0= — 46.7-f' >, also ebenfalls 
ein Quadratrest zu p. 

2. Zu II. IS, — 5, 7 und 13 sind NieAf^adratresfe zn p = 13 
(§.45. 13.), und ihr Product ist — 9450=— 7'27. 134 |, also ein Qtutdtat- 
rest IM p. 

3. Zu III. — 3!>^ — ;« und 40 sind NicAtquadra/reste zu p = 29 
(§.45. 13.), und ihr Product 3^.40 ist =40960= 1412. M|I?, also eben- 
falls ein Nichtqvadratrest zu p. 

4. Zu IV. —11 ist ein Quadratrest und -j-33 ein NicAtquadrat" 
rest zu fi = 23 (§. 45, 13.), nnd ihr Product — 3()3 ist = — 16.234-5, 
also ein NicAiqvadratrest eü p. 

Beweis. Fflr jeden beliebigen Quadratrest r ist nach ($. 49. 1.) 

1. r^cp-i) === @p^i 

und für jeden beliebigen Mc AI quadratrest p nach (§. 49. 2.) 

2. ()*<^'> = ®p—{. 

31ultiplieirt man also eine beliebige AnzaAl von r in einander, so ist 
das Product gemäfs (1.) immer =&p'\-l^ und folglich ebenfalls ein Qua- 
dratrest} gemäfs (I.). 

Multiplicirt man eine beliebige gerade AnzaAl von NicAtquadratresten 
in einander, so ist das Product gemäfs (2.) immer =®p-j-l, also eben- 
falls ein Quadratrest; gemäfs (II.)- ^ * 

Multiplicirt man dagegen eine beliebige ungerade Anzahl von NicAt^ 
quadralresten in einander, so ist das Product gemäfs (2.) immer =(^p — \^ 
und folglich ein McAtquadralrest ; gemäfs (IIIO- 

Multiplicirt man (1.) in (2.), so ist das Product = @^— 1, und folg^ 
lieh ein NicAtqttadratrest; gemäfs (IV.). 
* Anm. Der Beweis geht unmittelbar aus (§. 49.) hervor. 

8. 53. 
Lehrsatz. 

I. -\- 1 ist Quadratrest zu nfhn Stammzahlen ohne Ausnahme. 
II. — 1 ist Quadratrest zu allen Stammzahlen pz=z4n^l 

und NicAtquadratrest zu allen Stammzahlen p = 4ii — 1. 
III. '{-'iidl Quadratrest zu allen Stammzahlen ;i= «Sn-f I und /^ = 8it— 1 
und NicAtquadratrest zu allen Stammsahlen p=:8n^[i und p=:Hn—X 
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rV. —2 ist Quadratrest zn allen Stammzahlen p = 8it -|- 1 und p = 8n -f 3 
nnd Mehfquadratrest zu allen Stammzahlen p=f^n— 1 und p= 8it— 3. 

Beispiele, a. In allen den Beispielen (§. 45. 13.) ist, wie sich 
zeigt 9 -f I « einer der Quaärafreste. 

b.' — I ist unter den Quadratresten zu |^ == ;% 13, 17 und !29, und 
diese p sind von der Form 4 n -f I . 

— I ist unter den Nichtquadratresten zu jü = 3, 7, 1 1 , 19, 23 und 3 1 , 

und diese Stammzahlen sind von der Form 4n— 1. 

r. -f -^ '^* ^®^ ^^"^ Quadratresten zu ^= 17 = 8it-f * w*^^ y^ = 
. / 'J',23 und 31=8n— I, 

-f 2 ist unter den Nichtquadratresten zu pz=\\\ und 19 = 

8n + 3 und ;? = 5, 13und 29 = 8n — 3. 

d. —2 ist unter den Quadratresten zu ;i=l7 = 8ii-fl und />== 

3,11 und l9 = 8it4-3. 

— 2 ist unter den Nichtquadratresten zn p=7 und 23 = 8 n — 1 

und ;[^ = 5, 13 und 29=8ii — 3. 

BeweisYonl. A. Fflr alle Zahlen r, welche Quadratreste zu der 
Stammzahl p sind , ist nach (§. 49. 1 .) 

1. r*o>-o = &P+1. 
Dieser Gleichung wird durch r= -f ^ genuggethan; was auch p sein mag. Also 
ist -[- 1 Quadratrest zu jedir Stanunzahl p. 

Beweis von IL B. Der Gleichung (1.) wird durch r= — 1 nur 
dann genuggethan, wenn-^(;? — I) gerade ist. Dieses ist d^ Fall fär p = 
4n4- 1 9 welches \{p — 1) = ? « giebt; nicht für p = 4ii — 1 ; denn dieses 
giebt i(p— l) = 2n— 1, also eine ungerade Zahl. Mithin ist —I QtM-- 
dratrest zu aUen Stammzahlen /9 = 4it-|' 1. 

C. Sodann jst für alle Zahlen (>, welche Nichtquadratreste zu der 

Stammzahl 7^ sind, nach (§.49.2.), 

2. (^Kp-o = &P—1. 

Dieser Gleichung wird durch (>==— I genuggethan, wenn ^(p—l) ungerade ist. 
Dieses ist, wfe so eben in QB.') bemerkt, der Fall, wenn p = 4ii— 1 ist. 
Also ist — 1 Nichtquadrälrest zu allen Stammzahlen /^ = 411—1. 

Beweis von IIL. D. Man multiplieire alle dieZahlen 1, 2, 3, 4, .... 
.... \{p—\) mU ?. Dieses giebt 
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3. Für ^ = 8n-}-l, 2.1, 2.!?, 2.3, 2.4, 2.2» und 

2(2n+l), 2(2»-|-2), 2(2»+ 3), .... 2.4»; 

4. Für;» = 8» — I, 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, .... 2(2« — !) und 

2.2«, 2(2«-f(), 2(2«-}-2), .... 2(4« — 1); 

5. Für ^ = 8«4-3, 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, .... 2.2» und 

2(2«+l), 2(2« + 2), 2(2«-f3), .... 2(4«-fl); 

6. Für ;»=:8«— 3, 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, .... 2(2«— 1) und 

2.2«, 2(2«-[-l), 2(2«-}- 2), .... 2(4«— 2). 
In diesen vier verschiedenen Produclenreihen sind alle die, welche vor dem 
Worte und stehen, <i\p, denn die gröfnlen derselben sind 2.2« = 4« <C 
^(8n + l), 2(2«— 2) = 4«— l<i(8«— I); 2.2m = 4«<^(S«-|-3) nnd 
2(2« — 1) = 4« — 2<:i(8« — 3): alle Producte, die nach dem Worte und 
stehen, sind >\p oder <Zp} denn die Ar/«!««/«» derselben sind 2(2n4-l)= 
4n + 2>i(8«+l); 2.2« = 4«>i(8«— 1); 2(2«-f l) = 4«-f-2>i(8«-f-3) 
und 2.2« = 4»>i^(8» — 3); die gröfsten dagegen 2,4« = 8«<8«-fl; 
2(4«— 1) = 8« — 2<8«— 1; 2(4«-|-I) = 8» + 2<;8«4-3 und 2(4«— 2) 
= 8«— 4<8n — 3. 

E. Die AnzaM der Producte in (3. 4. 5. 6.), die >^p sind, und 
welche durch x bezeichnet werden mag, ist 

7. In (3.), für /? = 8«-[- 1, ;f=2«, tXso gerade} 

8. In (4.), für/» = 8»— 1, * = 2«, diso gerade ; 

9. In (5.), für ^ = S«-{-3, xs=2»-f 1, also ungerade; 
10. In (6.), für /» = 8» — 3, jf=2» — 1, also ungerade. 

F. Nuy isl zufolge (§. 41. 3. und 4.), wenn man daselbst z=:2 setit, 

11, oKp-o = C5;ef-| !,• wenn x gerade und 

12. 2^^^'^ = Q^p — 1, wenn x ungerade ist. 

Also erfüllt r = 2 die Gleichung (1.), wenn x gerade, also p = f^n^i oder 
;i = 8n — I, und (>=2 die Gleichung (!>.), wenn x ungerade, also p^ 
Sn-f 3 oder /;= S« — 3 isl. Und folglich isl -j- 2 Quadrutrest zu ;s> = 8 n-f i 
und /i=8ii — 1, und Nicktqvadratrest zu ;? = 8n-f 3 und p=8ii — 3; 
gemafs (III.). 

Erster Beweis von IV. G. Es war -f 1 Quadratrest zu alten 
Stammzahlen ohne Ausnahme, also zu p=:8n-fl, 8n — 1, 8it-|-3 und 
Sil — 3 (I.). Ferner war —I Quadratrest zu p = 4ii-f-I (IL), also lo 
den Stammzahlen |^=:8ii*f 1 und /i:=8ii — 3, die vw der Form 4ii-fl 
sind, wie sich zeigt, wenn man in 4ii-f t erst 'in und dann 2ii — 1 statt n 
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setzt (was geschehen darf , indem 2ii und 2n — 1 zusammen ebensowohl Me 
geraden und nngeraden Zahlen ausdrücken, wie n selbst), und was dann 
4/2ii+l = 8n+l und 4(2«— 1)+1 = 8n — 3 giebt. Und endlich war 
— I Mckf^ftadratresi zu p==4n— 1 (IL), also zu den Stammzahlen p= 
Kn— 1 und p = 8n-f 3, die von der Form 4n— l sind, wie sich zeigt, 
wenn man in 4n— 1 erst 2n und dann 2ii-f 1 statt n setzt, was wie vor-« 
hin geschehen darf und was 4. 2ii— *1 = 8«— 1 und 4(2n4- 1)— 1 = 
8n-f 3 giebt. 

H. Nimmt man dies mit dem was der Lehrsatz in (III.) für -]- « ^fs- 
81^ zusammen, so ergiebt sich Folgendes: 

Z« ^ = 8ii4-l, 8n— 1, 8«-f3 und 8n — 3 
sind 
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Nan erhfllt man in (13.) —2, wenn man 

Fflr;ii=8ii4- 1, den ßvadratrest —1 mit dem Quadratrest -f^, 

- p=8n — I, den Quadratrest -|-2 mit dem Nichtquadratrest — I, 

- p = 8n -j- 3 , den KichU/uadratrest — 1 mit dem Nichtquadratrest -f 2, 

- p==8ii — 3, den Quadratrest — 1 mit dem Nichtquadratrest -f-2 

multiplicirt. Aber das Product zweier Quadratreste und zv^eier Nichtqua^ 
dratreste ist nach (§. 52. I. und II.) ein Quadratrest, und das Product eines 
Quadratrests und eines Nichtquadratrests nach ( §. 52. III.) ein Nichtqua^ 
dratrest: also folgt aus (14.), dafs —2 Quadratrest zu ;f = 8it-f 1 und 
;[i=8n-f3 und Nichtquadratrest zu p = 8ii — I und /[i = 8n — 3 ist; 
gemäfs (IV.). 

Zweiter Beweis von IV. /. Man multiplicire (11. und 12.) mit 
(_l)K^o. Dieses giebt 

15. (— 2)*^"> = ®;ef+(— 1)*^*>, wenn x gerade, also /i = 8ii+t oder 

p = 8n— 1 ist (7. und 8.), und 

16. (— 2)*^-'>=:®;i— (— l)«P^«, wennxifii^^aife,aIso/r==8ii-(^3 oder 

^•=811^3 ist (9. und 10.). 
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Nun ist 

Für p = Hn'\'l^ iC/'— 1) = 4», f\so gerade; 

- p=zfin—[^ ^(/i— |) = 4n— 1, also ungerade; 

- p = Hn'\^'6^ ^(/i — i) = 4ii-f 1, eX^o ungm^mde; 

- ;; = 8ii — 3, i(;s>— I) = 4it — 2, also gerade; * 
folglich geben (15. und 16.) 

18., (— 2)Hp-» = ®;i4-l fflr ;^ = 8n-fl; 

19. (— i)*<^*^ = ®/>— I für /i = 8n — 1; 

20. (— 2)*<^*> = ®p^l für /i = 8w-f 3; 
31. (— 2)*^-'> = ®/>— l filrp = 8n — 3. 

Die Gleichungen (18. und 20.) erfüllen diejenigen (1.) für r = — 2, also ist 
— 2 Quadratrest zu ;> = 8n-f 1 und 8n -|-3. Dagegen erfüllen die Gleichun- 
gen (19. und 21.) die Gleichung (2.) für p= — 2, also ist —2 NichUpia^ 
dratreet zu p = Sn — l und p = Hn — 3; gem&fs (IV.). 

Anm. i. Die Beweise beruhen auf einer Verbindung der SAtze ($. 41. 
49. und 52.). 

§. 54. 
Lehrsatz. 

Wenn in den Zahlengleichungen (S. §. 43.) 

1. «^ = (^p-\-r urfd 

2. z^ = ®;>-j-p 

p mne Stammzahl ist, t und q >0^ und <!p sind, und der Exponent d 
1*11 p — 1 , der Exponent k in d und also ebet^alls in p — t aufgeht, so 

dafs z. B. 

3. Jt = p — 1 und 

4. xA = (> 

ist, und man setzt in (1.) der Reihe nach . 

5. z = 1,2, 3, 4, .... p— 1, 
so bekommt 

I. Der Rest r in (1.) t verschiedene Werthe aus den Zah^ 
len (5.), und zu jedem dieser x Werthe von r gehören & verschiedene 
undd andere Werthe von z. Oder mit andern Worten: die Gleichung (i.) 
hat für Jeden der r verschiedenen Werthe, die r haben kann, ä, und 
für Jedes r, ^ andere Wurzeln. 

II. Unter den r verschiedenen Werthen, welche r in (1.) haben 
kann, ist immer und ßr Jedes J auch der Werth r=l, und er ge- 
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immer zu z = 1. /«/ i gerade y hO gehört r = 1 zugleich zu 
z.==p— 1, und ist d ungerade ^ so gehört zu z = p — 1 rf^r Äe*^ r = p— 1 

oder r.==-5- 1. "..•.. 

» JIL Für '(y==p— 1, aleo r=l, kann r iitir = I ^Wn, tin^i jit 
diesem Fall drückt die Gleichung Qi.^ den Ferwatschen Lehrsatz C§*40.) 
aus. Es ist also von diesem Satze der gegenwärtige auf gewisse Weise 
^eine- Erweiterung. . - 

. . IV. Für <J=^(p — 1), also t = 3, hat r nur die beiden Werthe 
t und p — 1 oder =^'\-i und — 1, und die zu r= -j- ^ gehörigen z sind 
die Quadratreste, die zu r== — 1 gehörigen z die Nichtquadrat- 
reste «i p, 

V, • Ferner ist 

6. (p — z)^ =^ ®P+r, wenn & gerade und 

7. (p — z)^ = ®p — r, wenn ^ ungerade ist. 

Das heifst, wenn d gerade ist geben z und p — z gleiche Reste, und 
wenn ^/ungerade istf sind die Reste, welche z und f — z geben, zu- 

m 

snmmen =p. 

VI. Von den d verschiedenen fVer/hen von z, welche m(l.) einen 
und iifenselben Rest r geben, lassen in (2.) je x verschiedene Reste ()^ 
und Je X der Reste ^ sind für dn und dasselbe r einander gleich. 

Beispiele^ Die welter unten angehfingte mit I. bezeichnete Tafel, 
welche die sflmmtlichen lleste der 1,2^ 3, 4, . .. . 60 (=/' — l)ten Potenzen von 
den Zahlen I, 3^ 3, 4-, i.. . =60 zu der Stammzahl j9 =61 enthält, liefert 
Beispiele zu dem gegenwärtigen und zugleich zu den folgenden Lehrsätzen. 
Wie solche Tafel mit verhältnifsmäfsig geringer Mflhe zu berechneu sei, wird 
sich weiter unten zeigen. - 

Zu L <J = 4 geht in /i— 1 1= 60 auf und giebt t = 15 (3.). Die * 
Tafel zeigt, dafs'.für dea Exponenten >J = 4, r die t= 15 verschiedenen 
Werthe 1,^^ \\ 13, 15, 16, 20, 23, 25, 34, 43, 47, 56, 57 und 58 l^at 
und dafs jeder dieser Werthe yq|k r, d^^^ mal vorkommt. 

J = 10 gdht in p— 1 =: 60 auf und giebt t = 6 CS.)? »öA. für den 
E:cponenle» (^ s= 10 hat nach - der Tafel r «Ke t=6 verschiedenen Werthe 
I, 13, 14, 47; 48 und 60; jeder dieser Werthe von r kommt (J=^ 10. inal vor. 

Zu II. Für jedes d gehört zu ar = 1 der Re« r = *: Für alle 
geraden d gehöA st %i=p—i =60 derResi res I und fflr aliö tiiik/^a- 
den d der Rest r =*:»-*' 1 =?? 60 ddar r= -^ 1. ^ : J 

23 . 
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» ■ • ■ - ■ 

Ztt IIL Fär S==p^ 1 =60 sind aUe r gleich 1 ; dem Fermatscheii 
Lehrsatze gemäfs. ' 

Zu IV. Für ^=30= J^(p — I) hat r, wie die Tafel zeigte nur die 
beiden Werthe l und p — I = 60, Die m r = -f- 1 gebörigep 3<) Werlhe 

8; 1 , 3, 4j 5, 9, 1 2, j 3, 1 4, 1 5, 1 6, 1 9, 20, 32, 25, 27, 34, 36, 39, 4 1 , 42, . 

45, 46, 47, 48, 49, 52, 56, 57, 58 md . 60 

von z sind die Werlhe von r für (?='> in der zweiten horizontalen Reihe, 
also die Quadrafreste zu p. Die zvi r = p — 1 = 60 für (^ = 30 gehörig^ 
z sind die übrigen 30 Zahlen, welche diejenigen (8^ von den Zahlen. I,*2, 
3,4,.. ... 60 noch übrig lassen, also die Nichtquadratreste zn p. 

Zu V. Für das gerade (?= 14 z. B. giebt nach der Tafel z=l9 
den Rest r = 16 und p — z^^ ^^K~ ^^ = *2 giebt ebenfalls den Rest r = 16. 
Für das gerade (J = 52 giebt « = 26 den Rest r = 57 und p — z = f)l—'H} 
= 33 giebt ebenfalls den Rest r = 57.. 

Für das ungerade <y = 2l giebt ä===12 den Rest >*=£=34 imd pr-z 
= 6 1 — 12 = 49 giebt den Rest r = 27 = ;i — 34. Für das uageradie J=^9 
giebt i=t= 16 den Rest r=58 und ^ü — «=61 — 16==45 giebt den Rest 

r = 3 = » — 58. . : 

■ ■ ■' * 

^u V I. Für <y = 20, also t == 3 (3.), hat der Rest r die x =s= 3 Werthe 
1, 13 und 47, nnd z. B. den Rest r=: 13 geben die <f=20 Werthe 

9. 4, 10, 12, 14, 17, 19, 25i 26, 29, 30, 31, 32, 35, 36, 42, 44, 47, 49, 

51 und 57 von.«. - 

■ ■ , ■■ 

jSetzt man nun X = 4, so ist x = o (4.), und sucht man- die Reste zur 
A = 4ten Potenz der Werthe (9.) von z auf, so ergiebt si^^ dafs 

die i = 44 Werlhe 4, 17,4 und 57 von z den Rest (>«= 12, 

- ;i = 4 - - 10, 12,49 und 51 von« - - (f = 57, 
10. ( - ;i = 4 - - 14, 29, 32 und 47 von« - - p = 47,. 

- A = 4 - - i9,2(>,35und42 von« - - p;=25, 
und. die ;i = 4 - - 25, 30, 3 1* und 36 von « ^ - i» =^ 42 

lassen^ also je l=^i der (^ = 3P Werthe (ßJ) von z, die in (1,} zu «um» 
und:de$f^elben Reist r(=: 13) gehören , in (2:} x=: 5 yerschiedeire * Rette 
(1=13,57^47,25 und 42; gemifs (VI.). 

Bnweis^J« Nimmt man von (1.) die rte Poten, so crgiebt sieb . 

;it. z^'' = \(»p+ry ^ :&p^r^' (§. 12. »0.), 
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iiiid da dr'=p—i (2.), a''"' aber jiaeb (§.40.) s=®;r^l ist, @;»-f 1 = 
®p-\-r^ oder 

12. r' = &p^l' ' 

iB. Nun ist aber auch eben so wohl, dem Fennatschen Satze zufolge, 

13.' rP-* = ®/>-f' V 
dena r ist jedenfalls einender Zahlen (5.}, welche x sein kann. 
Aus (12.' und 13.) folgt 

14. . r' — 1 ?= ©;» und r^' — 1 = ®p. 
Da nun T in ;[i — 1 aufyeht, so gehl auch r^ — 1, wenn man damit r^' — 1 
diyidirt, darin auf und es ist 

C ' In r^*— I ==&p hat, dem Fermatschen Satze zufolge, r itoM- 
wenäig alle die /> — 1 verschiedenen Werthe 1? 2? 3j 4, .... /n— ^1: isdso * 

mufs für alle diese. Werthe von r auch nolhwendig das Product rechlerhand 
in (15.) mit p aufgehen. 

D: Es könn^aber der Factor r^^I in O^.) fi^T nicht mehr eis z 

verschiedene Werthe von r, und der Factor r^**"'^^-f-r^^"'^^-f r^^-^^^., . .-f l 

för nic/il mehr als (^— l)r verschiedene Werthe von r mit p aufgehen. Denn 

die Gleichungen 

"" <* 16. r^ — ^ = ®p und 

17, ^^^-'>^ + r(^-^>^4-^^^-^>^... + l = ®/i 
können dem Lehrsatze (§.44.) zufolge, erstere tUckt mehr als r, letztere 
nich/ Mehr als (j9 — 1}t verschiedene Wurzeln haben. 

Daraus, und dafs nach (C) die beiden Gleichungen (16. und 17.) is«- 
sammen Aothwepdig p—\ Tersobiedene Wurzeln haben Müssen, folgt, dafs 
jdfe Gleichung (16.) noth wendig gerade t verschiedene Wurzeln haben mtifs, 
und die Gleichung (17:) die übrigen (cJ— 1)t Wurzeln. Denn hätte (16.) 
weniger ^p t Wurzeln ^ so müfste (17.) eben so viele Wurzeln mehr ids 
{d—\)x haben, indem t-}-(J— '1)t = ^t=7i — 1 ist; was nach (§.44.) 
nicht möglich ist.- So kann also (j[6.) nicht -weniger als r Wurzeln haben, 
uq^ nach (§. 44.)"auch nicht mehr: also mufs die Zahl der Wurzeln von (16.) 
nothwendig gleich r seiii. Auch köntfen (16. nnd 17.) nicht etwa Wurzehi 
gemeinsch^tiich haben. Denn hfllle z. B. (16.) a Wurzeln mit (47.) ge- 
meinschaftlich, so könnten in (16. und 17.) tlberhatipt nur p-^-i—a ver-^ 
sehiedene Wjurzeto torkominen, da (16. tniil. Jz^Mnunen mr t^(i—i)r 
tf — 1 WqrMlti kabcfB ktonfnr ghidhtwoU ntwen in <16. mni 17.) msm^ 

23* 
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men alle die verschiedenen p — 1 Werthe 1, 2, 3, 4, . • . . p^- l von r vor^ 

kommen, weil dies in (13.) der Fall ist. 

Es hat also nothwendig in (12.), und folglich in (11.)? woraus (12.) 
folgt, und mithin auch in (1.), woraus (11.) folgt, der Rest r, r und nur r 
verschiedene Werthe >0 und </>• Dieses ist was zunächst der Lehrsais 
in (I.) behauptet. 

E. Es folgt ferner aus 

18. z^' = (^p\-l (§.40.) und 

19. r- = ®p-\-l (12.), 
wenn man (19.) von (18.) abzieht, 

20. z^' — r^ = ®p. 

Aber t geht in p — l auf, denn es ist ;? — 1 == ir (3.). Daher, geht 
auch z^^ — r"" mit z^ — r auf und man erhall, wenn man dividirt, statt (20.): 

21. z^^-r^ = {z'^—r)(z^^'-'^-\'Z^^^''^r'\-z^^''^^r\...^^^^ 

= ®p; ... 

nemlich, in (21.) die Facloren wiederum multiplicirt, giebt 

_ jJ^(T-i7y. _ ^«^(T-2)^7 _ ^7SyJ-^7 _ j^^T-l _ ^T . 

• ^ 

= z^—r\ 

F. Da nun die Gleichung (18.) fOr alle die ^ — 1 verschiedenen Werthe 

1,2, 3, 4, p — 1 von z gilt, so mufs auch (21.) alfe diese Werthe von 

z zulassen, und folglich mfissen die beiden Factoren rechterhand in (21.) för 
alte diese verschiedenen Werthe von z mit p aufgehen. 

« 

G. Ganz so wie in (/>.) folgte, dafs die beiden FacAren rechterhand 
in (15.) nothwendig, der eine t, der andere \d — Vjr verschieden^^ Werthe 
von r zulassen mfissen, folgt auch hier, däfs die beiden Factoren rechterhand 
in (21.), der eine nothwendig für d^ der andere Ülr d{x — i) verschiedene 
Werthe von z gelten mfissen, denn die Gleichungen 

23. z^—r = ®/? und 
24. . Ä^^"-'>4-:»^<^-'>r4-5?^^'-'V\...-f 5?'V^-'-f5?V'-'-f r^-' = ®p' 

)iönnen nach (§. 44.), die erste nicht mehr als ^, die zweite nicht mehr 
als i(T — I) verschiedene Wurzeln haben. 

Also folgt aus der Gleichung (23.), welche diejenige (1.) selbst ist, 
dals zu jedem Werth, welchen r haben kann, ufkd -deren es nach (A) t giebt, 
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z nothwendig j yersehiedene Werthe hat. Und zwar mflssen jedem andern r, 
J andere z entsprechen: denn gehörten zu verschiedenen r gliche z, so 
worden, indem nur r verschiedene r vorhanden sind, nicht alle p-^l =är 
veristhiedeae Werthe von z vorkommen; was gleichwohl in (21.) oder (18.) 
der Fall sein mufs. « 

Dieses ist was der^ Lehrsatz weiter in (I.) behauptet. 

H. Für jedes^ ä giebt in (1.) «= I, r=l. Für jedbs gerade (J 

-giebt* (1.) (p — l)^ = ®p-|- '9 ^^^ ^^=^ ^? ^^ jedes ungerade ^ giebt (1.) 
(p—iy=:(^p — 1, also r = p—t oder r=— 1. Dieses ist was (II.) 
Behauptet. 

" i. Fflr <y = p-»l giebt (1.)? dem Fermatschen Lehrsätze (:§• 40.) 
gemäls, für Jedes z, «P"' = ®;?4- 1 ;* gemäfs (IHO- 

K. Für (^ = ^(^^1) giebt (1.), wenn man. für z die Quadrat^ , 
resie zu p setzt, zufolge (§. 49.) 9 ä*^'^*^ = ®|i-[- 1, und w^nn man für «r ^ 
die Nichtj/vadrafresie zw p setzt, zufolge (§.49.2.), z^^^^^ = &p—l; 
gemfifs (IV.). » . 

L. SetEt man in (1.) p — z statt z, so ergiebt sich 

25. (p—zY =.®p-\-(—z)^ = ®;»±(®./>+r)(l.) = ®p±r, 

je nachd^m^ ^ ^erai/ß oder, tin^^rai/^ ist; gSmäfs (6. und 7. Y.). 

' M. Aus (2. ^ folgt, wenn man die ;rten Potenzen davon, nimmt, 

. 26. Ä»^ = ®/i-f p' =^ «^ (4.), 
also ist, gemafs (1.), 

&p^r = ®^-|-(>'' oder 
#- 27. .(!*-= ®/i + r, 

mithin hiilt.(», zufolge (I.), fQr ein und dasselbe r, x verschiedene Werthe 
aus denen von z, welche in (1.) das bestimmte r geben. Andrerseits gehö- 
ren in (2.), ebenfalls getläfs (I.)^^ verschiedene Werthe von z zu einenr 
und demselben q; und da nun alle die Werthe von q aus denjenigen Werthen 
von z sind, die in (1.) ein und dasselbe r geben, so gehören k dieser Werthe 
von z zu einem und demselben r. Dieses zusammen behauptet (VI.). 

Anm. N. Der Beweis beruht auf einer Verbindung der Sätze (§. 40. 
43. und 44.7. Wie in (§. 51.) sind hier die Schlüsse in (/>. und&.) eigen- 
thflmlich. 
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§.55. 
Lehrsatz. 
E9 sei in den ZtokleHgleichungen 

1. z^ = ®p-f-r und 
_ ; 2. 2"= ®p + (i , .. * 

p eine Slwnmzahl, t>i) mid <Cf und der Reihe nach 

n 3. z == I , ?, 3, '4, . . # • p — I.. 

I. jS^iW m (1.) und (2.) e t/ni/ o zu einander f/ieilerfremd,, 
gleichviel ob auch zu p — i ^ oder nicht, so geben diejenigen Werihe von x 
aus denen (3.), zu welchen in (1.) gleiche j gehören, m (2.) nickt 
zugleich gleiche (>;' und umgekehrt. • , 

II. Ist in (1.) B zu ^ — 1 theiler fremd,, so bekommt r ^u />• 
dem andern fVerth von z einen andern Werth, und die Werthe von 
r durchlaufen^ eben trie z selbst, alle die Zahlen - \ i^ ?, 3, 4, ...:. p — 1* 
obwohl in verschiedener Ordnung. 

III. Ferner ist in (i.) c 

4. (p-^z/ = ^f-^-r für^gerade e und 

5. (p — z) = ®p — r für ungerade «; > 
i/^^ /ieifslf wenn z zu p den Rest r läfst, so geliöri für ein gerades c 
zu p — z derselbe Rest r tini/ /"Ar ein ungerades, e def^Aest — r 
oder p — r. , 

IV. Ist d der gröfsle Gemeintheiler von e und p — 1 und 

6. e = T]^^ p — 1 == TcT, 
*o bekommt r in (1.)^*^ />/r J witrf für nicht mehrere verschiedene Wertke 
von z aus denen (3.) denselben fVert/i, und für die sämffit ticken z (3.) 
r verschiedene Werthe. k;' 

V. i«/ >t irgend ein Gemeintheiler von e und a und/^^eugMek 
ein Theiler von p — I, z. B. ,^ 

7. € = ;fi, a = wl und p— I =z= ^A, 
«o gehören zu den nemUchen je l Werthen von z aus denen (3.), wekäU 
^9 (1-) gleiche r geben, auch in (2.) gleiche (>, i^nil m i<^//i /^a//^ ti^€iiii 
X f/ni/ o) «ti einander theilerfremd sind, nicht mehrere. « 

Beispiele (wb Taf. L). Zu I. cf=2i und € = 5ü gind su ein- 
ander theilerfremd, aber beide nicht zu ;? — 1 = 60. Die 3 Werthe 7^ 54 
und 30 von z, welche für a = 21 den Rest ff = 24 lassen, geben für e = 5Ö 
die Reste r= 14, 60 und 48, also unif^r^ Reste; gemfifs (V). 
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(X =r 1 8 and c = 49 sind zu einander theil€r fremd ^ aber linr s ist es 
zugleich zu p — 1 = 60. Die 6 Werthe 4 , 5 , 9, 52 , 56 und 57 von Zf 
welche für (y= 18 deü Rest p == 5??' lassen, geb^ für « = 49 d|e' Reste 49, 
46, 34, '^7, 15 und 12^ also ^ti|^r# Reste; gemäfs (L). ^ 

'*' .! a = 13. und 6 ac= 49 sind zu einander und zugleich beide zu p — I =60 
theilerfremd. Der Werih 3 von ar, welcher für a= 13 den* Rest p t=^ 27 
lAfst, giebl fflr e=49 d«nRest r = 4l, also einen <intf«rnRest; ^rodfsCI.)- 

Zo II. Die Zahlen" 
S. . e = 1, 7, 1 1, 1 3, 1 7, 1 9, 'i3, '29, 3 1 , 37, 4 1 , 43, 47; 49, 53 und 59 > l 
sind zu 71 — 13=60 /Aeilerfremd} und für alle ffiese Werthe,« des£xponen- 
ten der z in.(l.) hat r, wie es die T^Jel zeigt, für jeden widern Werth- von 
z einen andern Werth. Die Werlhe voö r durchlaufen, eb.en wie ^e z 
seihst, alle die Zahlen 1, 2, 3, 4, ..w. ;9--l, obwohl in verschiedener Ord- 
niing; gemäfs (IL)-. 

Zu III. Für das tferade « =38 ist z. B. für »=f 13, r=47, und 
für » =i 48 =-;? — 1 3 irt r ebdnfalls = 47 ; gemafe (4.). 

\ Für das Ungerade €=53 ist z. B. für aj=16, r = 57 und ftlr 

z.issi^5^^p — 16 ist ri=4=:p — 57; gemftfs (5.> , 

• " "^ ■ . ' 

Zu f V. ÜB sei fi=£=42, so ist der gröfste GemeintheÜer von e in 
|,_;i=6(>, <t=i6 und in (d.) j; = 7, t== 10. In der Tafel ändet rfch, 
dafs für die ete = 42te Potenz der z, z.B. die ^ = fe Werthe 3, 19* 'i% 38, 
4'i und 5 ( von z einen und denselben Rest r == 9 geben : und fflr die sämMr, 
liehen z (3.) hat r die t= 10 verschiedenen Werthß 1, 3, 9, 20, 27, 34, 
41, 52, 58 und 60; gemfifs (IV.). 

_ • • * . • • • . 

^li Y. Dw Gem^intheiler ;i == zu ^= 24 und a = 48 ist zugleich 
ein Theildr wn » — I = ek). Die ;i = 6 . Werthe 4, 5, 6, 9, »7, 23 -von z 
geben für 6 = 24 den Rest r == 34. Dieselben Werthe von z gohen zu . 

jj^^=i=a?*® alle den Rest (> = 5S; gemüfs (V.). 

Ein -Gemeintheifor zti €==24 und a=±:45 ist X = 3, was zugleich in 
p — 1±^60 aufgeht. Dabei ist ;r:=:8 und 01=15, und diese Werthe von 
X und cci sind zu einander theilerfremd Die 12 Werthe 2, 3, 1 9, 22, 26, 28, 
33, 35, 39, 42, 5§.und 59 von ar geben fllr «=24 den Rest p==20 und für 
(;i^45 die Reste 50, 60, 6(i; i, 50, 11, 5(>, 1M>Ö, I, t «nd II, tad nur je 
les^S voilMtoi klztern sind ^^^^p g^eioh; gen&fs (YO- 
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Beweis A, Von den beiden Exponenten e und o in (1. und 2.) be-* 
zeichne b den gröfsern. Man setze 



WO ai<C^9 ^2<^i9 ^3<I<^2? •••• sein sollen. 

ö. Da. .6 und a zu einander theilerfremd sein sollen, so führt (§•) 
nach (§. 19. IV.) nalhivendig zuletzt auf den Rest a^=l. 

« 6. Es seien a und b zwei Ton den Werthen von s, welche nadi 
der Voranssetaung in (1.) gleieke RevU r lassen, so dafs a^o 

10. <i» = ®|»-f r und b' = ®;»-f r 

isl. Könnten nun diese nemlichen Wertiie a und b von z auch in (2.) gleiche 
Reste Q lassen, so. müfste auch 

11. a' = &p^Q und »" = ®p + p 

sein. . . ■ <• 

c. Drflckt man in (10;) c nach der ersten der Gleichungen (9.) «osi 
so ergiebt sich .. 

^ma4o. ^ @p^^ und *"•+««= ®||-|- r , oder 

12.. a""«"' = ®|?-j-r und 4"" 6" = ®|i-f r, 
und da nach (11.) 

13. oT' = ®p-^(f"' und A™" = ®;»^(»'» 

ist (§. 12. 20.), 

(®|i-|-p")fl'" = ©/»-t^r und i(^p-{-Q'')b'"-= &p-\-r oder 
14. (»•"fl" = @j»-f-r und ^"b" >= &p-\-r. . 

- <f. Die Gleichungen (14.) von einander abgezogen, gd>en ' 

15. Q"'(tt'"—b':)='&p, 
oder, wenn man 

16. «*" = ®;? + fli und b^^ = (^p-^-b^ 
seist, wo «!<!/> und b^<ip angenommen wird,. - . 

e'"(®/i f//i — ®p— *i) = ®p oder 

17. e'Ca, — *0 = ®;i: 

also müfste entweder ff oder . a i — b^ niit /i aufyehen. Da beides nicht 4^ 

Fall ist, indem (>, ai und 6| alle drei <Cp. sind, so kann die Gleichoiig (17.) 
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nur jßrffillt 'werden^ wenn «i — bi = oder 

18.. «j = *, 
ist. Folglich können die beiden Werthe a nnd b yon z, di^ napb der Vxfh- 
aussetzungf . in (1.) glwhe Reste r lassen , nur dann auch in (2.) gleiche 
Resite if geben ) wenn in (16.) ai:=hi ist. 

e* Die Gleichungen (11.), nach der zweiten Gleichung in (9.> aufP^ 



gedrückt, geben 



l»»»| Ol +ffi 



19. 



a"""«?» 






®p-f^v. "'^d *'"*''* =*®^-f*r* 



■f 



= ®f»+«» und *■»•<'■ +«1 
= ®;>-i-> und A"""*"« 
oder, d9 vermöge (16s) 
20. «""" = 
ist CS^ 12,200/ ' ' ' • 

C®r-}-<0«°* = ®/»+p und (©!»-]-**;")*■' 
21. <'«"* =: ®p-f^(» und ir'*"* 

oder auch, da nach (18.) a, = 61 sein mufs, 

,22. .«r'a°* J= @r+C »nd <•*"» 
/l Die Gleichongen («2.) von einander abgezogen, geben 

• 23. ar« («"» — *'«) = ®p, * 
oder, wenn man ■ ". ■ . 

c .'24. a'» = (Bp^fh und. ,A'» = ®/»4-6, 
setzt,' wo ai<C:p,\ai.^bt<^p angenommen wird, 

. <'(@j» + tfi— ©/»— 4j) = 0/» oder 

25. «»""(«i— *») = @p.- 
also müfste entweder «x odor u^ — b^ mit p aufgehen. Da beides nicht der 
Fall ist, indem aj, 1I2 und £2 alle drei <^p sind, so kann die' Gleichung (35.) 
nur erffillt werden, wenn 0^'r'b2^=O oder 

36. 1I2 = 62 

ist. Folglich können die beiden \V^rthe a und A von Zf die nach der Vor-. 

aussetzung (in 1.) gleiche Reste r lassen, nur danu auch in (2. y gleiche 

• ' 

"Reste ip geben, wenn, nächst aji»=6| in (16.), auch in (24.) 02''=: 62. ist. 

,; • ^; V Die Gleichungen (16.) sind, da a^^bg $ei& mufs (18.), 

*\ 3T.. fl^^ = 0/14.0, und b^' = ®p+^t. 
Vaif^M man mit diesen Gleichungen von neuem ganz lA wie 4n (c. und 4) 
mit den Gleichimgen (11.), und zwar indem man den Exponenten Oj in (27.) 
nach der dnttin Gleichung (9.) ausdruckt, so ergiebt sich, wie leicht zu 
sehen, indem nur «Qe Zei^«r'um 1 erhöht wwden dürfen, dafs, wemi omd, 
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Shnlich wie in (24.)) 

28. a^* = 0r + «3 ^d i"' = 
setet, neb wie46r, ähnlich wie in (26.)^ 

29. Oz^ ^ 
sein mufs, wenn die Gleichungen (27.} nnfl folgKdi 
SUitt finden sollen. 

h. iluf dieselbe Weise folgt weiter, dafs 

Für if^=z(^p-\-a^ trad ^^' — (^p^b^^a^ 
Fflr af" = (3p^a^ und f^^&p^h^, a^ 

und so weiter; zuletzt also dafif 
Fflr Ä*" = ©;? + Ä« und Ä*"" = 0/f + *, ^ «„ 
sein H|nfs, wenn die Gleichungen (11.) Statt finden sollen, dits« helfet,! wenn 
zwei Werthe a ijnd h von «, die in «' = ©/?-j-r (1.) ^l^'eA^' Reste r zu /f 
lassen, auch in s^=:L&p-\-Q (2.) zu p jfteich^ Reste 9 geben sollen. 

f. Nun ist aber 0^ = 1 (a.')^ also geben die letzten der Gteichungen (3(X) 
a^= ©/t-f«r„ und **= Oip-^K oder 
81. a^ :=: a und Ä„= Ä. 
Die letzte Bedingung a„ = 6^ in (30.) für das Stattfinden der (xleichungen (11.) 

wäre also * » > . . 

33. a = *. 



*4; 



;! 



Diese Bedingung wird nicAt erfflUt, indem tf und b nicht fleieike sondern 
gldche Werthe von tr ausdrficken. Also können die Gleichungen (11.) mekt 
Statt finden : das heifst, keine zwei Werthe a und h von z, und folglich audi 
ttberbaupt nicht diejenigen Werthe von ^9 welche in n^=^&p'\-r (1.) 2Vf 
gkichi Reste r hss^, können zugleich in «^ = @/F-f (^ C20 1^ ;i^ gUkiB 
Reste (> geben, sobald b und a zu ^nander tkmUrfremd sind. Ob ^ und o n 
/i — 1 theilerfremd sind, oder nicht, kommt bei dem Beweise nicht in Betracht. 

Dieses ist es, was der Lehrsatz in (I.} behauptet 

B. Wenn in (2.) ar=zp^i ist, so g<4>en aHe die Werthe (3.} vim 
z nach dem Permatschen Lehrsatze (§. 40.) gfeiche Reste ^^ nemlidi'tftflf 
den Rest (>= 1. Nn geben nach (L) alle die Werthe von z\ die in. (2.) 
ffleicAe Reste (> lassen, in (1.) nicht gleiche Reste r. Also geben in dem 
gegeswärtigen Fall Sffo üe Werthe (3.) von ^r in (1.) sflmmffidi ver^ekMkm 
Weithe von r. und foigBch nmft, da /> — ( Werthe voä i-^ttod fo^cli tM 
r verbanden und afle >^ und <Cp sind; r, eben wie z, alle ^e Zahlen (3.) 
Atrehlmfen. INes bekanntet (U.\ 



« 
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C. Es ist .* 

33. (/>-»)• ^ ©;»-[-(-«)• = @p +«'(—!)' 

und, da «' = ©;» + r ist OO» - 

Dieses giebt * 

35. {p—zy =. ®/t-|-r, wenn c gerade und 

36. (p — zy^=(bp~r, wena i fi$iyerade idl^ 
gemäfs (in.)* . 

D. a. Setzt man fOr (IV.), wo d einer der Theiler von p—\ sein soll, 

37. z^ = ©/^-{-'•i^ 
^0 geben nach ($."54. I.) d verschiedene Werthe von z, und nicht mehrere, 
denselben Rest r|. 

Da nun f]9 = B sein soll (6.), so giebt (37.) 

38. z"^^ joder «' ==t= ®/>-frJ (§.12. 20.) 

und, da V.= ©/>-f r sein soll (1.), 

. @;i-}-r = ®/>-f-rJ oder 

39, rj = ©;>+r. 
Nun gebien S yerschiedf^ne und nicht mehrere Werthe von z in (37.) den^ 
selben ReÜ r^ , also geben sie auch vermöge (39.) denselben Werth r für (2.). 

b. Aber obgleich nicht mehre als 9 Werthe von z in (37.) densel- 
ben Rest Vi lassen y fragt es sich doch , ob nicht dennoch etwa andere Werthe 
von z nadi (39.) üBr (L) gleiche Reste r geben. 

Andere als £e|enigeri 9 Werthe von z, welche in (37^) dasselbe ri 
geben, lassen nothwenffig in (37.) einen andern Rest'r2, so dafii fOr sie 

40. z^ =^ ©Z^+r^ 
ist. Sollte nun dieser Werth von p dennoch iti (2.) denselben Rest r lassdi, 
10 mOfote getDlfs (39.) 

. ,. 41. r» =* ®p-\-r 

sein; also müfste die i;te Potenz zweier verschiedenen ZaHen r^ und Tj, beide 
^0 und <:ipf zu p den glichen Rest r lassen. Dieses aber ist nach (IL) 
nicht möglich , indem d der gröfste Gemeintheiler von # und p-^X WflOL adl, 
iils» V zu p.^JliyJkeUerfr^emd vH. Also lasMn nkht mehr ab d verschie- 
d«ae Werthe von « w (!•) denselben Rest r, sobald <^ der gröfste Gomeia«' 
Aeiler von « nnd «f — i. kt. ^ MitbiigieliL ea dudi «odi in (1.) ia dieMn 
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188 S. 56. Fora; J . 0.2. 

Falle nur ^~ = r (6.) verschiedene MV erUxe Yon r. Dieses susammen be- 
hauptet (IV.). ' 

E. o. In (Y.) soll l ein Theiler von p—i sein. Dieserhldb ;geben 
zufolge (§. 54. I.), wenn man .\ 

42. z^p=&p-\^r, 
setzt, A verschiedene Werthe von z Aas gleiche r^. 

Da nun €=:xX und a = a}X sein soll (7.), so giebt.(42.) 

43. z^ oder z' = ®ii>+rj = 0;i-f r (1.) und 

44. ««^ oder «* = ©/i + rf = @;^+9 (2.); 

und folglich sind für je il verschiedene Werthe von z die Werthe von rj' und r^ 
und folglich von r in (!.} und 9 in (2.) einander gleich. 

b. Sind X und ca zu einander theilerfremd^ so folgt, eben wie in 
QD. £.), dafs nicht auch noch andere als die l Werthe von ^ in (1. und 2.) 
ebenfalls gleiche r und zugldeh gleiche q geben können. 

F. Anm. Ein Hauptmoment des Beweises ist (Ä.y^ nemlich, dafs 
man, wenn e und a zu einander theilerfremd sind, nach C§* 19. IV.} noth- 

wendig auf den Rest 0^ = 1 kommt. Sonst beruht der Beweis auf (§. 40. und 54.}. 

« 

§.56. 
Lehrsatz. 

I. Ee giebt für jede Stammzahl p immer Werthe von z>>0 tmd 
<< p, aufser z = 1, von welchen schon niedrigere Potenzen als die 7sf^\ 
welche nach dem Fermatschen Lehreatze (^.iO.") zu p immei;^ detf Rest 1 
Idfst, ebenfalls schote diesen Rest geben, so dafs also die Gleichung 

1. z* = ®p+l 
für diese oder jene z auch schon für €<:p — 1 Statt findet. 

II. Die Werthe von « < p — 1 , für welche (1.) Statt findet, eind 
alle diejenigen Zahlen <Cp — 1, welche mU p — 1 einen Theiler d ge» 
mein haben, so dafs etwa 

2. € t=z ^rj und p — 1 =s ^T 
sein mufs. f . . 

III. Für solche Werthe vom e findet dia.JfHmekumg (1.), ti 
dm gröfsten Gemeintheiler von « triMif p — 1 bezeichnet ^ für 
für nicht mehr verevhiedene Werthe vost % Statt. 
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. IV. ^Fat alle Bf die mit p — 1 kmnen Theiler >>1 genimn habe», 

•m 

findet die ^MeAunj^Xi.') nur für den einz^en Werth 1 von ^. Statt. 

^ V. Die Wertke von e , für welche die Gleichung (2.) Statt findet^ 
rind WfT kemeewega immer die kleinsten, sondern es kann, fcenn (1.) 
fifom irgend einem z eifSMl wird, auch für^ einen noSh k leiner eti Werth 
von € schon, für dasselbe z, z'=®p-|-l sün. 

. Beispiele (ans Taf.I). Zd I. Wie die Tafel zeigt ist z. B. schon 
13»=;=^p4-1^ ll« = ®p+l, 9* = ®p+l n. s. w. • 

Zo IL Die Zahlen </!— 1, welche mit p— 1=60 -einen Theiler 
1 gemein haben , sind folgende: 

i|, % 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 2 1, 22, 24, 25, 26, 27, 28, 30, 32, 33, ^ . 
' 34;35, 36, 38, 39, 40, 42, 44, 45,46, 48, 49, ^0,51, 52,54, 55, 56, 57, 58. 

• * 

Ffir alle diede Weiihe des Exponenten e kommt, wie die Tafel zeigt, unter 
den Werthen von r jjchon der Rest 1 vor. 

Zu IIL r^iber gröfste Gemeintheiler von £ and p — 1 ist z. B. für 
f = 55^ ^i=5, und der Tafel zufolge wird die Gleichung (1.) für die ^=5 
Werthe 1, 9, 20, 34 und 58 von z erMt 

Zu. IV. Für €=7, 11, 13, 49 etc., die mit p — 1 keinen Thelle^ 
>^1 gemein haben, wird die Gleichung (1.), wie die Tafel zeigt, nur durch 
den einzigen Werth 1 voa z erfüllt. 

Zu V. Es ist 9** = ®p4-1, aber auch schon 9\ 9^ 9*' u. s. w. 
ist =®p+l. 

Beweis A. Man setze 

'4. «^ = &P+r, 
wo r>0 und <Cp9 so ist 






5, 5 

und da 

6. z'^ = 
ist, so ist ans (5. nnd 6.) 



,xS 



>>• 



7, r* 



%+r' C§. 12,200, 
»(2.) = ©;»+! CS- 40.) 



®p-\-l öder 



so wie auch 

8, 



r*' = (®f» + l)' = ©/»+!' ■= ®;»+l = r*. 
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N«ii tind i und « <ip-^,U ^o giebt es »nn^r Zahlen r>0 mid <:p— i, 
und fodgücb Wertbe vqu r> von welebw lohon ftierfrn^wr« «Ip di^ p^H^ 
Polen« wp den Rest 1 Inaaen; gemfifs (!.)• 

B. Waa in C^O bewiesen» gilt fär jVim TbeUer ^ yon /^^t^ al«o 
auch Qir jedes ^^ weldbes mit /r-^l irgend einMi Tbaler ^:>t geiiein hat 
Gemäfs (11.)- 

C Die Gleichung (7.) findet nwk C S« &4i {*) hier fOr den bestimm- 
ien Werth 1 des Restes fOr <^ und für nicht mehr verschiedene Wertbe von 
Z (bier r) Statte also wenn ^ der ^öfste Gemeinthciler von e und j9-*t ist, 
auch fOr i verschiedene Werthe, mithin auch die Gleichung (8.)^ oder (1«) 
fOr eben so viele Werthe, und fOr nicht mehrere. Gemfifs (Hl.}« 

D. Hat e keinen Tbeiler >\ mit /^— 1 gemein, so duroblAuft. «ach 
C§. 55. IL) in 

• - 

r alle die Zahlen 1, 2, 3, 4, .... p—i* also findet die Gleichung X^.y m 
diesem Pall nur für den einaigen Werth 1 von t Statt; gemftfs (IV.). 

E. Nach Cn.) giebt es Werthe von a:> 1 , die für jeden TAeüer ä 
von p—liie Gleichung 

10. «^ = ®/> 4- 1 

erfollen. Dieselben Wertbe von z erfüllen aber auch die Gleichung 

lt. z^f = z* = (Bp+t; 
denn (10.) giebt 

12. «^^ = {®P + iy = ®/>-|-l' =^ ©/?+!. 

Also die z, welche die Gleichung (1.) erffiUen^ können auch schon der Glei- 
chung (10.) genugthun, in welcher d<C^ ist. 

Anm. 



ie gegenwärtigen SStse beruhen auf ($. 54. und 55.). 



i, 57. Form. l-«-3. 191 



!•■ . A 



§.57.. 

■ * ' ■■■••■■ ■ ■ I» 

. ; Zufolge ($• 56.) giebt es 5 wenn p eine SUnmnzaAl ist, immer Werthe «'r 
von ilr.>>l,.yon welchen schon m€4riger$. Potenisen, als nach dem Fent^tscheii 
Satie die. Polens e^\ jra p dM Rest 1 lassen, also immer Wurk^b^ >-l zn d«r 
Gleichnnj^ , 

wo «</— |. ' 

■ ./ \ Nim giebt es andk offenbar immer niedrigste Exponenten X, fot welche, 

für besttjniiite -z, ' ' ■ ■ 

■■"'^' /?-■;■ 2. «* = ®/>+i ■• ■ " * ^ 

Die- Wnrzeln z dieser 61d(Aang^ filr im 9i^drife(en Exponenten it, 
die also für alle kleineren Exponenten 1, 2, 3, .^.•. bis il — 1 andere Reste 
als 1 und smfT^^^i^ den Exponenten X den Rest- 1 geben, sollen Stamm* 
wurzeln aus 1 zu p fitr den Exponenten X, oder kürzer, Ite^Stamm* 
wurzeln aus 1 zu p heifsen nnd durch Zx- liezeichnet werden. 

Ist X gleich. /i — 1 selbst, so dafs also alle, niedrigere Potenzen a|^ 
sf^^ andere Reste als 1 zu /i lassen, so sollen die 2:^ welche diese Eigenr 
Schaft haben, Hauptstammwurzeln aus l zu p heifsen. 

Gewöhnlich giebt man nur den Hauptstatnmwurzeln einen besondern 
Namen; man nennt sie primitive Wurzeln. Es ist aber gut, auch den Ikbi^ 
gen Stammwurzeln, für weldie e<ip — t ist eine besondere Beneuttun'gliei«- 
zulegen; nnd die Benennungen Stammwurzel, und fSr den Fall €<=;» — 1 
Mhuptstämmwurzeli schebimi passend, weiigstens nicht minief ptssend zu 

sein; als die nicht deutsche Benennuji|: für letztere. 

^- •"■ ..■■«. 

Wenn in der Gleichung 

3- 2:* = (äp + r 

z eine Hauptstammumriel und x<C.p — 1, also r zufolge der Eigenschaft 
der lätammwurzeln nicht =3=1 ist, so nennt man auch den Exponenten x, fQr 
welchen der Rest r Statt findet, Index zu r. 



I ^ 



192 S. 58. Vom. 1 — 5. 

„ • S. 58. 



Lehrsatz. 

L Esgiebf, wenn p eine Stammzahl ist,- zujßiem Exponenten 
d> 1, ifar fit p — 1 aufgehtf also auch zu p— 1 eelbsty Siammwurzeln; 
da» kmfst Werthe von z, wm ttelchen keine niedrigere Patenz ale^M? 
zu p den Reet 1 Idfety oho für welche für keinen kldneren Exponenten ak4 

1. z^ = ®/i-f| , 

ist. 

IL Zu Exponenten cT^ die nicht in p — 1 aufgehen ^ gleichviel ob 
sie mit p — 1 Theiler gemmn haben ^ oder nicht, giebt es keine, 
wurzeln. 

Beispiel. (Aos Taf.*I.) «=1, 13 und 47 sind die 
zu dem Theiler «J = 4 von ;» — 1 = 60. ar^= 3, 27, 4 1 und 52 sind die Stainm- 
tpurzetn zu dem Theiler <?= 10 von /i — 1, und s^=8, 23, 24, 28, 33, 37^ 38 
und 53 sind die Stamnfcurzeln zu dem Theiler ^ = 20 von p — 1 u. s. w. 
5r =2, 6, 7, 10, 17, 18, 26, 30, 3 1, 35, 43, 44, 51, 54^55 und 59 sind die ffaii^l^ 
sta mm untrzeln oder diejenigen zu d = p — 1 = (K). 

BteweisvonL A. Nach ($. 56. III.) giebt es für jeden Theiler^ 
von p — il, (T verschiedene Werthe von z, so wie nach ($• 4Ö.) f flr ^ gMch 
p — 1, p — 1 verschiedene Werthe von z, för welche 

- 3. z^ = ©p-f-l 
ist. 

Bn Giebt nun in der Gleichung (2.) keine der versc^edenen Poten- 
zen z\ z^, z^f — z^^ zu p den Rest 1, sondern ei|t z^ selbst, so ist z 
in (ßJ) selbst iie die Stammwurzel aus l zn p. 

. Geben aber schon niedrigere Potenzen als z^ zu p den Best 1 , §o 
wird not]^wendig irgend eine derseUien die niedrigHe sein.. Man sat«e, ihr 
Exponent sei = L Alsdann ist zunächst zu zeigen , dais l ein Theiler von d 
und folglich von p—t sein mufs. ^ 

C. Gesetzt X sei nicht ein Theiler von ^, also 

3. <y = ®;l+p, 

wo p>0 und <C>t ist, so mflfste, da 

4. z^ = &p-\'i 
vorausgesetzt wird , nach (2. und 3.) 

5. 55^ = ««^+e = -5«V = ®/?4-.l, * 
oder, da nach (4.) 55«^ = (©;>+ 1)^ = ®/> + 1 ist (5.), 
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{®p-\'l)z^ = ®/i-f 1 oder 

6. af = ®;^4-l 

sein ; also mfifste, da (><C it ist, eine noch niedrigere Potenz als z^ zu p den 
Rest 1 lassen. Da dieses gegen die Voraussetzung ist, so kann nicht J = 
®i -}-(>, sondern nur S = &1 und folglich l nur ein TAeiler von J sein. 

D. Nun ist nothwendig jeder Theiler X von d ein Theiler von »—I 
selbst. Und da es nun ttir Jeden Theiler l von p — 1, so wie für X=p — 1 
selbst, Werthe von z giebl, die der Gleichung a;^ = ®/i-j-l genugthun, so giebt 
es auch für jeden Theiler l oder d von p — 1 Slammtimrzeln. 

Beweis von IL E. Ist (T zu /? — 1 theiler fremd , so bekommt nach 

C§. 56. IL) in 

7. z^ = &p-\-r 

r für jeden Werth von z einen and^mWerth und die Werthe von r durch* 
laufen alle die Zahlen 1, 2, 3, 4, .... ;i — 1. Also ist kein r, aufser für 
sr=l, gleich 1; mithin findet die Gleichung (1.) nur allein für 2r = l Statt, 
und folglich giebt es in diesem Fall keine Stammwurzeln. 

F. Hat d mit p — l einen Theiler l gemein, so dafs z. B. 

8. d = Iri und p—lz=lT 
ist, so giebt es schon für den kleinsten Theiler X von d Stammwurzeln ; denn 
es giebt deren nach (1.) für jeden Exponenten, welcher, wie X, ein Theiler 
von p — 1 ist. Also ist schon 

9. z^ = ®/i-f 1, 
während zugleich 

10. z^ = z^'^ = (®;^ + l)^ = ®p+ 1 
ist, und die z, welche der Gleichung (10.) oder (1.) entsprechen, sind nicht 
mehr Stammumrzeln aus 1, weil schon die niedrigere Potenz z^ von z den 
Rest 1 läfst. Mithin giebt es auch \n diesem Fall keine Stammumrzeln aus 
1 zu ;ei^ und folglich überhaupt, wenn d nicht m p — 1 aufgeht, keine Jten 
Stammwurzeln aus 1 zu p; gemäfs (IL). 

Anm. G. Der Satz geht insbesondere aus (§. 56.) hervor. 

$. 59. 
Lehrsatz. 
Wenn in der Zahlengleichung 

1. z\ = ®;>+l 
p eine Stammzahl, d ein Theiler von p— 1 und z^ etiler der dten Stamm^ 
wurzeln aus 1 zu ^ ist, so sind 

25 
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I. Die Reste zu aUen den Potenzen z^, 2^, z^, z^, .... zfvon % 
unter einander verschieden, und wenn man die wütern, höheren Po^ 
ienzen nimmt, eo kehren dieselben Reste in derselben Ordnung 
wieder, und bilden also eine Periode. Das heiftt, m Zechen ausg^ 
drückt: wenn man in der Gleichung 

2. Z-/+- = ®p+r^+. 
der Reihe nach 

3. X = 1,2,3,.... J und n = 0, 1, 2,3,..-. (^^ — l) 

setzt, so sind die r, welche sich in (2.) ergeben, für ein und dasselbe 
n unter einander verschieden, für gleiche » und verschiedene n eiber 
einander gleich, so dafs 

II. Ist in (I.) z eine Hauptstammwurzel, also J=:p— 1, so 
durchläuft, wenn man in 

5. Zj.1 =: ®p + P 

der Reihe nach 

6. x= 1,2, 3, .... p — 1 
setzt, r ebenfalls alle die Zahlen 1, 2, 3, .... p~ 1; nmr in anderer Ord^ 
nung als z. 

Beispiele. (Aus Taf.I.) Zu I. FOr die J = 3le Sf amm w u r z el 13 
ist die immerfort wiederkehrende Periode der Reste zu sr^, z\ z^ etc. 13, 7 
und 1. FOr die J = 4te Slammwurzel 50 ist die Periode zu z\ s^, «r^, z^ ete. 
50, 60, 11 und 1. Fflr die (T=10te Stammwurzel 3 ist die Periode der 
Reste zu z\ «*, z\ .... z^"" etc. 3, 9, 27, 20, 60, 58, 52, 34, 41 mid 1. 
U. s. w. Immer sind die Reste in jeder Periode unter sich verschieden. 

Zu II. FOr £e Hauptstammwurzel 2 z. B. dorcUauft r aOe die 
Zahlen 1, 2, 3, 4^ •••• 60, obwohl in verschiedener Ordnung von x. Eben 
so verhfilt sich fQr die andern Hauptstammwurzeln 6, 7, 10, 17 eta 

Beweis A. Die Gleichung (2.) ist so vid ab 

7. «"^55« = ®;>+r,,+. 
und, da vermöge Cl-) «^"^ = (®/^-f-')" = ®/^+l ist, so viel als 

(®;>-f 1)ä« = ®p+r„a+« oder 
8. «« r= ®/^+r,a+.. 
Nun ist auch nach (2.) 

9. z^ = ^p-^r,^ 
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also folgt aus (8. und 9.) 

(^p-\'r„s+^ = ®p + r, oder 
10. r,a+. = ®/i+r, 
und , da beide r <C.p sein sollen , 

gemftfs (4.). 

B. Gäben nun z. B. : a:*« und z^^ gleiche Reste r^, = r^^ , so wäre 

12. ar''» = ®p + r;f^ und «''' = ©f^ + r^, , 
also 

13. . z^'^—z'^ = ®jt^, 
oder, wenn von den beiden Zahlen x^ und X2 etwa x^ die gröfsere ist. 

14. »^^«(-5*1-'^ — 1) = ®p. 

Da z<Cp ist, so geht 2; und folglich z^^ mil p nicht auf, also müfste, 
zufolge (14.), z^'"^^' — 1 mit p aufgehen ^ mithin 

15. z'''''^ = ®p-f 1 
sein. Aber x^ und x^ sind nicht gröfser als (J, wiewohl >0, also ist x^ — ;^2 
<iSi folglich gäbe nach (15.) schon eine niedrigere Potenz als z^ zu p den 
Rest 1. Dies ist der Voraussetzung entgegen, da z eine Statnmwurzel sein 
soll. Also können die Potenzen emer Slammwurzel z mit Exponenten <1^ 
nicht gleiche Reste r zu p lassen, und folglich sind die Reste zu allen den 
Potenzen z^, z\ z\ Z*, .... z^ unter einander verschieden. 

Dieses zusammen ist was (I.) behauptet. 

C Da nach (I.) für jede Stammwurzel, also auch für die Haupt- 
stammwurzeln f alle Reste r in (5.) unter sich verschieden sind, wenn man 
X = 1 , 2, 3, . . . . ;i — 1 setzt , die Anzahl der verschiedenen Reste aber so 
grofs ist, als die der Werthe von x , folglich = p — 1 , und dabei alle r <Cp 
sind, so sind die. Werthe von r in (5.) nothwendig alle die Zahlen 1, 2, 
3, •.•• p — 1 selbst. Und zwar sind sie es nothwendig in anderer Ordnung 
als x; denn wenn z. B. für ein bestimmtes x, z'zz^zi^p^r ist, so ist nicht für 
x-fl, »*+*=®;^-[-r-|-l, sondern »*+^ oder z''.z = (&p-{'r)z = &p-\'rz, 
und rz kann nicht =r-]-l sein, da alle r für die Hoff/i^stammwurzeln >1 
sind, bis auf das letzte r zu z^\ also fflr x=p— 1, welches, als das höchste 
X. das letzte ist. 
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§. 60. 
Lehrsatz. 
Wenn in der Zahlengleichung 

1. zj = ®p+r. 
p eine Sfammzahl, z^ eine die Stammwurzel aus 1 zu p, mithin d ein 
Th eiler von p — 1 und 

2. z\ = ®p+l 

ist, so sind in (1.) 

I. Diejenigen Reste r«, für welche l der gröfste Gemeintheiler 

von X und d ist, alle die -j-t^n Stammwurzeln aus 1 zu p. 

IL Diejenigen r^ in (1.), ßir welche x keinen Theiler >>1 mit 
(T gemein hat, sind alle die dien Stammwurzeln selbst, also alle die 
JVerthe, welche zs in (2.) haben kann. 

Beispiele. (Aus Taf. L) Für (J = 20 und z.B. z = 8 ist in (1.): 

jFürx=l2 34 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20, 

3- j r^= 8 3 24 9 11 27 33 20 38 60 53 38 37 52 50 34 28 41 23 1. 

Zu L Die x^ deren gröfster Gemeintheiler mit J=:20, 1 = 2 ist, 
sind 2, 6, 14 und 18. Die in (3.) zu diesem x gehörigen r sind 3, 27, 52 

und 41 ; und dieses sind die sämmtlichen -y-= lOten Stammwurzeln aus 1 zu p. 

Die X , welche mit d = 20 zum gröfsten Gemeintheiler iL = 4 haben, 
sind 4, 8, 12, 16. Die in (3.) zu diesen x gehörigen r sind 9, 20, 58 und 

34; und das sind die sämmtlichen -^ = 5len Stammwurzeln aus 1 zu p. 

Die X. welche mit (J=20 zum grröfsten Gemeintheiler il=5 haben, 
sind 5 und 15. Die in (3.) zu diesen x gehörigen r sind 11 und 50; und 

dieses sind die sämmtlichen -v-=:4ten Stammwurzeln aus 1 zu p. 

Das X, welches mit J = 20 zum gröfsten Gemeintheiler A. = 10 hat, 
ist 10. Das in (3.) zu diesem x gehörige r ist 60; und dies ist die einzige 

-Y = 2te Slammwurzel aus 1 zu p. 

ZvL IL Die X, welche in (3.) mit d keiften Theiler >> 1 gemein 
haben, sind 1, 3, 7, 9, 1 1, 13, 17 und 19. Die in (3.) zu diesen x ge- 
hörigen r sind 8, 24, 33, 38, 53, 37, 28 und 23 ; und dieses sind die sAmm^- 
lichen J=20ten Stammwurzeln aus 1 zu p. 



oder^ da nach (1.) 



ist, 
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Beweis A. Man setze 

4. S = fil und X = ri^^ 

wo X den gröfsten Gemdntheiler von x und d bezeichnet. Nimmt man nun 

S 
in (1 .) die -y- = /ite Potenz , so ergiebt sich 

5. zf' = (^P'\-K 
oder, gemafs (4), 

6. «^"' = z^^ = ®/F-f r:, 
7. «•'^ = (S^p'\'\y = ®jt^ + l 

8. #<;= ©/> + ! = rj. 
Also läfst die ^ = -y-te Potenz von r, zu /» den Rest 1 . 

B. Aber keine niedrigere als die fi==^ -^te Potenz von r« kann den 

Rest 1 lassen; denn wire es so, so mfifste in (8.) l ein anderer Theiler li 
von d sein, der grOfser ist als der gröfste Genmntheder X von S und x. 

Ein Thekler von J mflfste A^ immer sein, weil sonst 3- keine ganze Zahl 

wäre. Es wäre aber für einen solchen Theiler ki in (4.) r keine ganze 
Zahl, da vorausgesetzt ist, dafs X der gröfste Gemeintheiler von (T und x sein 
soll. Nun könnte zwar i^J in (7.), auch wenn y ein Bruch ist, immer noch 
eine ganze Zahl sein, aber diese Zahl wäre dann kein ganzzahliges Viel- 
fache von (J, sondern etwa =ii(J-f'(>5 wo q>0 und < <^ ist. Solche Po- 
tenzen VOD 2r in (7.) lassen aber zu p nicht den Rest 1, sondern nach 
(§. 59. I.) lauter unter einander von 1 verschiedene Reste. Also kann l 
nicht gröfser sein als der gröfste Gemeintheiler von S und x, und folglich 

iSfst in (8.) keine kleinere als die y = /ite Potenz von r, den Rest 1 zu p, 

mithin ist r. in (8.) eine yte Stammwurzel aus 1 zu p, und jV^«^ r^ wel- 
ches die Gleichung (1.) fOr die verschiedenen Werthe von x giebt, deren 
gröfster Gemeintheiler mit cT gleich l ist, ist eine solche. 

C. Es kann aber auch kein anderes r als diejenigen, welche die 

Gleichung (1.) giebt, eine yte Stammwurzel aus 1 zn p sein. Denn die 



198 §. 6U Foim. 1 — 5. 

Gleichung (1.) giebt alle r, fflr welche J und x die Zahl X zum gröfsten 
Gemeintheiler hat. Andere r mfifslen also Werthen von x entsprechen, die 
mit S modere gröfste Gemeintheiler Z| hitten, und diese sind dann nach (0.) 

nicht mehr -y-te, sondern y-te, also widere Stammwurzeln aus 1 %xk p. Also 

sind die r in (1.) alle yte Stammwurzeln aus 1 zu py und es giebt Ar«fM 

anderen weiter. 

Dieses zusammen ist was (I.) behauptet. 

D. Haben ^ und x in (1.) keinen Theiler i> 1 gemein, so ist Oir 
gröfster Gemeintheiler i. = 1 , und folglich in (4.) fi = S^ also dann in (8.) 

9. rf = ©^/i+l. 
Folglich sind dann die r. in (1.) alle die Jten 'Stammwurzeln z aus 1 zu;f 
selbst; gemftfs (IL)* 

§. 61. 

Lehrsatz. 

I. Van den verschiedenen dten Stammwurzeln aus 1 zu 
der Stammzahl p geben die Ite, 2te, 9te, Ate, .... &ts Potenzen glmdi^ 
mdpriff, obwohl in verschiedener Ordnung, im$ner dieselben Beste zu p, 
unter welchen dann nach (§. 60. II.) anch die Werthe von z selbst sind} 
so dafs also für jede der verschiedenen Stammwurzeln z^ in der 

Gleichung 

1. z* = ®p+l, 

wo (f ein Theiler von p — 1 ist, wenn man in 

2. z' = ®p+r, 
der Reihe nach 

tJ. h ^= 1 , 'Z^ o, TT, • ♦ « • o 

setzt, Te immer dieselben Zahlen durchlauft, unter denen sich auch He 
Werthe von z selbst befinden , Jedoch für Jeden andern Werth von % m 
verschiedener Ordnung. 

II. Die Ordnung der Aufeinanderfolge der Reste für irgend mos 
dte Stammwurzel z, wird durch die Aufdnanderfolge der Reste ftr 
eine andere dte Stammwurzel Z| dadurch bestimmt, dafs, wenn z. B. 

4. z\ = ®p-f-Z2 

ist und man setzt 

5. z5 = ©p+To 



S. 61. Form. 6—11. 
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n^ + ^M wo Xi 



6. ex = n^4-x,, wo x, <r^ und 

7. z?^ 
die;/^ alsdann in (5. tinif 7.) 

8. 

kt, das hüfsty dafs zf* und z\ zu p gleiche Reste r, und r«^ lassen, so 
dafs folglich für je zwei Werthe Z| und Zi von z^ , welche die Gleichung 
(4.) erfüllen, 



r, = Fv 



r^ir 



r3jr 



r4» 



9. 



•19 ^19 **! 9 **! 9 



• • • 



Z 



w eti p gleiche Reste lassen. 



und zl^ Z2, Z2, Z29 •••• z, 

Beispiel. (AusTaf.I.) Zu I. Die^ = 10teSlammwurzelnfflr/i=6l 
sind nach der Tafel 3, 27, 41 , 52 , und die Ite, 2te, 3te, 4te, .... 10(=(T)te 
Potenzen dieser verschiedenen Stammwnrzeln geben zu p gleichmärsig dieselben 
Reste 3, 9, 27, 20, 60, 58, 52, 34, 41 und 1, unter welchen sich auch die 
Stammwurzeln 3, 27, 41 und 52 selbst befinden; obwohl in verschiedener 
Ordnung. 

Zu IL FOr die lOte Stammwurzel ;si==3 giebt zl zu p den Rest 
27, welches ebenfalls eine der lOten Stammwurzel «, = 27 list; also ist fQr 
diesen Fall in (4.) x='d. Nun giebt 

zl den Rest 27 zu p^ 

zl den Rest 58 - - 

;c? den Rest 41 - - 

«1* oder Ä*'o+» oder z^ den Rest 9 

z\' oder ;c*^+* oder «* - - 60 - - 

z\^ oder «^•^«+« oder z« - - 34 - - 

zV oder ;s^-^«+^ oder ^ - - 3 - - 

zi' oder ;5''"+* oder «* - - 20 - - 

zl' oder ;c'»«+^ oder «' - - 52 - ^ 

«f* oder «^-^^^^der ^ - - 1 * * 

und dieselben Reste zu /^ geben ;si, «^, «|, t^, t4, 4, ^^ ^ 
gemftfs (9.). 

Beweis A. Für jedes € in (2.), welches mit (? keinen Theiler >1 
gemein hat, ist nach (§. 60 IL) . r, eine &le Stammwurzel aus 1 zu p. Alle 
diejenigen x also, welche zu S theilerfremd sind, erfüllen die Gleichung (4.). 

B. Nimmt man nun von (4.) die Potenz e, so ergiebt sich 

11. «I» = ®p^^ 



10. 



«! und «1^ 
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oder, nach (6.) aasgedrQckt, 

«j»+«. = ®p-\-z^ oder 

oder, da ans (1.) 

. 13. «I' = (®/» + l)" = ®f» + I 
ist, 

(®f»-f 1)«!' = ©/»+«; oder 

14. «5 = ®p-\-3fi^. 

C. Lafst man nun in (6.) e der Reihe nach alle die Zahlen 1, 2, 3, 
4, . . . . d durchlaufen , so durchlauft nach ( §. 34. I.) , da x und ^ nach der 

• 

Voraussetzung zu einander theilerfremd sind, Xi in (6.) ebenfalls alle iiese Zak^ 
len, obwohl in verschiedener Ordnung. Setzt man also in (14.) nach (5. und 6.) 

15. «; = &p-\'r^ und 

16. «J«=©;i+r,^ 

und I&fst in (15.) £ alle die Zahlen 1, 3, 3, 4, .... c^ durchlaufen, so durch- 
lauft Xi nach (6.) ebenfalls alle diese Zahlen, und folglich durchlauft auch, 
Termöge (14.), r«^ in (16.) alle dieselben Zahlen wie r, in (15.), indem 
nach (14.) ^^2 und s^i^ nur um Vielfache von p verschieden sind und sie also 
dieselben Reste r^ und r,^ zu p geben müssen. Fol^ich durchlauft r« in (2.), 
wenn man der Reihe nach £= 1, 2, 3, 4, . . . . J setzt, fOr jedes z^ oder «i, 
welches eine ^te Sta^nrnwurzel aus \ z\x p ist, immer dieselben Zahlen. 
Dieses ist was (I.) behauptet. 

D. Setzt man (15. und 16.) in (14.), so ergiebt sich 

17. r, = &p + r^^ 

und, da r^ und r,^ beide <ip sind, 

18. r, = r,^ ; 
gemftfs (II. 8.). 

E. Anm. Die gegenwärtigen Sätze gehen aus (§. 34. und 40.) hervor 

§. 62. 
Lehrsatz. 
Wenn in der Zahlenglwhung 

1. x^ = @p + r 

p eine Stamtnzahl, ^ ein T heiler von p— 1 ist^ und z i^ in 

2. z^ = @p-f-l 

irgend eine die Stammwurzel aus 1 zu p, und man setzt 
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3. z- = @p-frx, 

5.. y^ = @p + (>, ^ 
M 1^1 tii (1. und 5.) 

, , 6. r = (> . 

fltr jede dte Stammwurzel z aus l zu p und für jeden Werth von 
x>0 und^<d'\'\. 

Oder in' Worten: Die dte Potenz einer beUebigen Zahl x giebt^ 
wenn 9 ein Tbeiler von p — 1 ist, zu p denselben Rest r, u^e liie 
dten Potenzen,^ von xz, xz^ xz^, xz^, .••. xz'' ^r jede öte Stamm-- 
würzet z aus 1 zv p. JticA ^i>6/ die dte Potenz keiner andern Zahlen 
den Rest r. 

Beispiel. (Aus Taf. I.) Es sei 

7. J7 = 12, (T = 6. 

Zu ^ = 6 ist 

S. z = U 

eine Stammwurzel. Für diese ist in (3.), wenn man x der Reihe nach = 1, 

2, 3, 4, 5 und 6 setzt, 

9. r, = 14, 13, 60, 47, 48 und 1 , 
und in (4.) ist 14.12 = 168 = 2./I + 46, 13.12 = 156 = 2./I + 34, 
60.12=720=8.;i+49, 47.12 = 564=9./i+l5, 48.12 = 576 = 9.;>-}727 
und I.l? = 0./i4'12, also 

10. y = 46,34,49, 15,27 und 12. 
Endlich ist für (5.), wie es sich aus der Tafel entnehmen läfst, wenn man 
46, 34, 49, 15, 27 und 12 in der obersten Horizontalen Reihe aufsucht und die 
zugehörigen Zah]pn in der sechsten horizontalen Zeile nimmt, 
. II. •46^ = 0/1+34, 34« = @;f+34, 49^ = ©/i+34, 15^^@/>-f34, 

27^ = @/i-f 34 und 12« = 0/1+34. 
Also sind für (5.) alle (> = 34 und =r. 

Beweis. A. In (1.) j?. mit «« multiplicirt, giebt (a?«"/ = a?^«»^. 
Aber ;t^ = ©/i+l (2.), also ;c»^ = (@/>+l)« = @/>+l und folglich 

12. (a?z*)^ = (@/>+l)a?^ = @;^+x^ = @/f + ©/i+r(l.)=4S/F+r/ 
also giebt x, multiplicirt xxAX jeder Potenz ;(* von z, die Jte Potenz dersel^ 
ben Reste r, wie die ^te Potenz von x selbst. 

B. Zu jedem Theiler J von /'— 1 gehören zu demselben r nur d 
Terschiedene Werthe von ocr (§. 54. 1.). Die Multiplication von x mit t^^ «^, 

36 
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7^^ .... z^ g^ebt 8 Zahlen, die, zur Potenz S erhoben, denselben Re^t r lassen, 
und alle diese Zahlen sind verschieden: denn zu z\ z\ z^^ .... z^ sind in (S.)? 
da z die die Stammwurzel aus i zu p sein soll, alle die Reste Ti versekie'- 
den, also auch alle die ^ in (4.)9 und aQe die q in (5.); mithin giebt die 
Multiplication von x mit z\ z^^ ;s\ •••• :s^ alle die J Zahlen, von welchen 
die Potenz 8 zn p denselben Rest r Iftfst; und es giebt keinen andern. 

Dies zusammen ist, was der Lehrsatz in Worten behauptat. 

C Dafs das, was der Lehrsatz in Zeichen ausspridit, das ^emliche 
ist, ergiebt sich wie folgt. Es ist ' « 

13. {x zf')' = (:r (@;i + r^Y (3.) = O p + (n^Y =-&P +i®P '+ xY (*.) 

= &p^y^ = &p^pQ5J). 
Aber 

14. x^ = Q)p^r, 

und da (jf;2*)^ und x^, wie sich fand, zu p gleiche Reste lassen, so ist 

15. r = p; 
gemäfs (6.). 

Anm. D. Der Satz beruht insbesondere auf (§.54.), 

§. 63. 
Lehrsatz. 

L Die Anzahl der Stammwurzeln zj aus 1 zu einer Stofn^nzahl ^^ 
für Jeden beliebigen Exponenten 8, der nach (§. 58.) tu p — 1 aufgehen 
mups, also auch für den Exponenten p — 1 selbst, ist der Anzahl der 
Zahlen >>0 und <Z9 gleich, die mit S keinen Theiler >>1 ge^ 
mein haben. 

IL Zu jedem andern in p — t aufgehenden Exponenten gMiten 
andere Stammwurzeln aus t zu ^. 

IIL Die Stamnnvurzeln z^ aus 1 zu p, mit allen den verschiede^ 
nen Theilern d von p-— 1, olso auch mit p — 1 selbst' zu Exponenten, 
sind zusammen alle die Zahlen 1, 2, 3, 4, P'^l* 

IV. Wenn man eine der Hauptstammwurzeln z^i 'kennt, so 
geben die Beste ihrer verschiedenen Potenzen zu p^- von der Iten «% 
bis zur p — Ifen, nicht allein die übrigen Hauptstammwurzeln, eon^ 
dem uuek die sümmtlichen Stammwurzeln für alle in p — 1 auf^ 
gehende Exponenten. Die Hauptstammwurzeln Zp., aus i tu f 
sind, wenn %^i eine derselben ist, in 

U aj^i=^ 0p+r. 



iV 



j 
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diefetUffen r^, deren Zeiger x mit p — 1 keinen Theiler >> 1 gemein 
habei^ Die Stammwurzeln z$ dagegen am 1 isru p, für einen beliebig 
gen tfi p — 1 aufgehenden Exponenten (^y sind die r^, deren Zei^ 

D — 1 

ger x mit f — 1 zum gröfsten Gemeintheiler ^i__ haben; so dafs man 

also vermittels einer der Hauptstammwurzeln alle Stamm- und 
Haupfstammwurzeln unmittelbar unter den Potenzenrestea jener ei- 
nen Hauptstammwurzel findet. 

' B.ei spiele. (Aus Taf. I.) Was der Lehrsatz behauptet, wird sich 
zusammengenommen in dem Beispiel ;» = 6l in folgender Übersicht zeigen. 

Es sind die Uauptslmnmwurzeln 

Zp.i= % 6, 7,10,17, 18,26,:^0,3I,35,43,44,51,54,55 und 59, 
= 2 in (1.) die Reste r, für 

= 1, 7,49,23,47, 13,41,29,59, 11,43, 17,53,19,37 und 31; 

2. ^ für «„_, = 6 in (1.) die Reste r, für 

= 43, I, 7, 29,41, 19, 23, 47, 17, 53, 49, 11, 59, 37, 31 und 13; 

= 7 in (1.) die Reste r« für 

= 49,43, 1,47,23,37,29,41,11,59, 7,53, 17,31, 13 und 19. 

'Es sind die (J = 3Öten Stammwurzeln «„, = 4, 5,19,36,39,45,46,49, 
]z. B. für Zp_i = 2 in (1 .) die Reste r. für x = 2, 22, 26, 1 4, 46, 34, 58, 38 ; 

3. { für «^, = 6- - - - r. - X = 26,46,38, 2,58,22,34,14; 
für«p_i = 7- - - - r, - x = 38,58,14,26,34,46,22, 2. 

Es sind die <J==20ten Slammwurzeln «»= 8,23,24,28,33,37,38,53, 
:Z. B.für «p_i = 2 in (1.) die Rester, für x= 3,57, 9,51,21,39,27,33; 

4. ,{ fflr«rp_i = 6- - - - r. - x== 9,51,27,33, 3,57,21,39; 
für2rpl, = 7- - - - r, - x = 27, 33, 21, 3(9, 9,51, 3,57. 

Es sind die^=15ten Stammworaeln «,5=12,15,16,22,25,42,56,57, 
z. B. für ar^j = 2 in (1.) die Reste r» für « = 8,28, 4, 16,44,56,52,32; 

5. ^ für«p_, = 6- - - - r, - «=44, 4,52,28,32, 8,16,56; 
für55p_, = 7 - r, - «=32,52,16, 4,56,44,28, 8. 

26» 
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6. 



7. 



8. 



9. 



10. 



11. 



12. 



Es sind die & = 


— t2leii Stammwurzeln «r^ = 


= 21, 29, 32, 


40, 


z. B. für Zp_i = 


:2 m(l.) die Reste r, für x = 


-- OOy «jOy Oy 


25; 


fittrarp_,= 


:6-- - - r, -x = 


= 25, 5, 35, 


55; 


tQTZ^ = 


:7-- - - r, -x = 


— - Oüj 00^ 0% 


25. 


• • • • 

Es sind die J: 


— lOten Stammwnrzeln «Tk, = 


= 3, 27, 41, 


52, 


z. B. für Zp_i — 


= 2 in (1.) die Reste r, für x = 


= 6, 18, 54, 


42; 


für z^i — 


6-- - - r, -x = 


= 18, 54, 42, 


6; 


für Äp-i — 

A A M A 


:7-- - - r, -x = 


= 54, 42, 6, 

k A ^ A A 


la 


V • 9 V 

Es sind die J 


— 6ten Stammwurzeln «e " 


P w V V V 

= 14, 4«, 


• • 


z. B. für «p_i — 


= 2 in (1.) die Reste r, für x = 


= 50, 10; 




für STp^i — 


= 6-- - - r, -x = 


= 50, 10; 




für Zp^i^ = 


= 7-- - - r. -x = 


= 50, 10. 




• • • • 

Es sind die d 


— 5ten Stammwurzeln «5 = 


> • • • 

- 9, 20, 34, 


58, 


z.B. für«p_i = 


= 2 in(l.) die Reste r^ f ür x = 


= 12, 24, 48, 


36; 


für «p_i = 


= 6-- - - r«-x = 


= 36, 12, 24, 


48; 


' für «p_i = 

• A A A 


= 7-- - - r, -x = 


= 4«, 36, 12, 

A ^ ^ A < 


24. 


• • • • 

Es sind die J 


4ten Stammwurzeln z^ = 


9 9 9 W i 

= 11, 50, 


i • 


z.B. für «p_i = 


= 2 in(l.) die Reste r, für x = 


= 15, 45; 




für Vi = 


= 6-- - - r, -x = 


= 45, 15; 




für «p_i = 

A A * A 


= 7-- - - r, -x = 


= 15, 45. 

k ^ A A 




V V w • 

Es sind die d 


— 3ten Stammwurzeln s, = 


1 • • • 

= 13, 47, 




z. B. für arp_i = 


= 2 in (1.) die Reste r, für x = 


= 40, 20; 




für arp_i= 


= 6-- - - r, -x = 


= 40, 20; 




für Äp_,= 

A A A A 


= 7--'- - r, -x = 


= 40, 20. 

• 

k A A A 




w w • • 

Es ist die ^ = 


= 2te Stammworzel «2 = 


1 • • • 

= 60, 




z. 6. für «p_i 


= 2 in (1.) der Rest r, für x = 


= 30; 




für «p_4 — 


:6 - - - - r« - X = 


= 30; 




für«p_t = 

• • • • 


= 7-- --r, -* = 


= 30. 

• • 


1 



.\\ 
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l Es ist die J = Ite Stammwurzel ^^ = 1 
^^' { für alle z^i in (1.) der Rest r^ för x == 60. 

Hier sind nun, wie man sieht, 

a. In (2.) die Werthe von x für die yerscliiedenen Uauptslamm^ 
umrzeln Zp^i dieselben ; wie es sein mufs, da Jede Hanptstammwnrzel das 
Nemliche giebt. 

ä/ In (2.), für die Hauptstammwurzeln ar^i = af6.), sind die Werthe I, 
7, 11,13, 17, 19,23, 29,31,37,41,43,47,49,53 und 59 von;? aUe die Zahlen, 
wdche mit /i — 1 =60 keinen Theiler > 1 gemein haben. 

In (3.), für die Stammwurzehi afa = Ä3,„ sind die Werthe 2, 14, 22, 26, 

34, 38, 46 und 58 von x alle die Zahlen, welche mit /i — 1 = 60 , ^^ = |^ = 2 

zum gröfsten GemeinikdUr haben. 

In (4.), für die Stammwurzeln zs = z^^ sind die Werthe 3, 9, 21, 27, 3ii, 

39, 51 und 57 von x aUe die Zahlen, welche mit p — l=60, £^ = ^=3 
zum ffrOfsten GemeintAeiler haben. 

Und so weiter in (5. 6. 7 13.) für <?= 15,12, 10,6,5,4,3, 2 

und 1; wie es gemfifs (IV.) sein soll. 

c. Die Anzahl der verschiedenen Stammwurzeln ist jedesmal der An- 
zahl der Zahlen gleich, welche mit ^ keinen Theiler >> 1 gemein haben; 
gem&fs (L). Nemlich: 

Zu (y=/i— 1 = 60 giebt es gemäfs (2.) 16 Stammwurzehi, 

und die 16 fahlen 1, 7, 1 1, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53 
und 59 haben mit J = 60 keinen TheUer > 1 gemein. 

Zu (^=30 giebt es gemäfs (3.) 8 Stamm wurzeln , 

und die 8 Zahlen 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23 und 29 haben mit J = 30 kei- 
nen Theiler > 1 gemein. 

Für (T=20 giebt es gemäfs (3.) 8 Stammwurzeln, 
und die 8 Zahlen 1, 3, 7, 9, 11, 13, 17 und 19 haben mit (T= 20 keinen 
Theiler >> t gemein. 

Und so weiter. . 

d. Zu jedem Exponentea ^gehören, wie (2. 3 13.) zeigen, 

andere Stammwurzeln z^\ gemäfs (II.). 

e. Alle Stammwnrzeln in (2. 3 13.) sind xnsanunen a^« die 

Zahlen 1, 2, 3, 4, 60; gemfifs (III.). 
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B e weis. A. Der Beweis von (IV.) liegt unmittelbar in (§. 60. 1. und II.) 
und ist daselbst ausgesprochen. 

B. Nach (§. 60. I.) sind in 

14. z'^, = ©/i + r, 
diejenigen r^, für welche der gröfnte Gefneintkmler von x und (T, k ist- 

alle die -y- = (Jiten Slammwurzeln aus \ zw p. 

a. Setzt man 

SO haben von diesen d Zahlen 

16. die \ = ^i. Zahlen i, 2X, .iA, 4X, .... -|^.Ä, 

und Ä^in^ andern, mit cT den Theiler l gemein. Nur diese -y = ^^ Zahlen 

unter denen (15.) kommen für die Werthe von x^ welche in (14.) durch die 

r die -T-=(yiten Stammwurzeln geben, in Betracht; denn alle diese x sollen 

mit l aufgehen. Aber unter den c^i Zahlen (16.) befinden sich auch alle x^ 
auf welche es ankommt. 

b. Es sollen aber von den ö^ Zahlen (16.), unter welchen sich die 
gesuchten x befinden, nur diejenigen genommen werden, welche mit 

17. d = $,l (16.) 

_ • 

keineth gröfaern Theiler aU X gemein haben. Diese sind die gewehten x. 
Drückt man die (T^ Zahlen (16.) allgemein durch 

18. f = ri 

aus, wo nun t= 1, 2, 3,4, .... ^, (= -v-j ist, so sind jene gesuchten x, 

welche mit d keinen gröfsem Theiler als x gemein haben, offenbar diejeni- 
gen, uhd nur diejenigen «, für welche r in (18.) mit ^i in (17.) keinen 
Theiler > 1 gemein hat: denn so wie r noch irgend einen Theiler ^>1 
von 9 mit d^ gemein hat, so ist der gröfsle Gemeintheiler von i tmd 9 nicht 
mehr iL, sondern /ul^L 

c. Es folgt also, dafs iie Anzahl derjenigen ar, deren gröfsfer Ge^ 
meintheiler mit J*, l ist, dieselbe sein rnnfs, wie die Anzahl der Zahlen, welche 

mit 9^=^ -j- keinen Theiler > 1 gemein haben , oder welche zu J, theiler^ 

fremd sind. 



I 
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d. Diese x Dun geben alle die cTj = T-ten Stammwurzeln: alsa ist 

S 8 

die Anzahl dieser -j- ten Stammwurzeln der Anzahl der zu J^ == -r l^^l^^ 

fremden Zahlen gleich. Folglich ist allgemein, d statt d^ gesetzt, die An- 
zahl der Stammwurzeln aus 1 zu p für einen beliebigen Exponenten d^ welcher 
VI p — 1 aufgeht f der Anzahl der Zahlen >>() und <I^ gleich, die mit d 

m 

keinen Theiler >1 gemein haben; gemäfs (L). 

C. Gehörte eine und dieselbe Stammwurzel z zu zwei verschiedenen 
in /i— 1 aufgehenden Exponenten J^ und (T^, so müfste 

19. z^i = Qyp'\-1 und zugleich 

20. z^. = &p^l • 

sein. Dies ist nidit der Fall ; denn wenn z. B. von den beiden Exponenten 
(fi und ^2 der letztere der gröfsere ist, so giebt nicht z^i den Rest 1 zu py 
sondern einen Rest >> 1 , indem alle Potenzen 2?^, ^^ 2r% . • . • z^^ , und also 
auch z^y. andere Reste als 1 geben und zuerst die Potenz z^i den Rest 1 
giebt. So will es die Bedingung, dafs z eine (T^te Stammwurzel sei. Also 
gehören zu jedem m p — 1 aufgehenden Exponenten d andere Stammwurzeln 
aus 1 zu j9; geiqäfs (IL). 

D. Jede der Zahlen 1,2, 3,4, ..•./!— 1 giebt, zu irgend einer Po- 
tenz erhoben, deren Exponent 3 entweder p — 1 selbst, oder ein Theiler von 
p — 1 ist, nachdem 2;\ j&% ar^, .... z^"^ andere Reste gegeben haben, zu fifi 
den Rest 1 (§. 58.). Jede der Zahlen 1, ^ 3, . .. . ;?*— 1 ist also nothwendig 
irgend eine StammwurzeL Ihre Potenzen erreichen immer, entweder schon 
mit irgend einem Theiler J von p — 1, oder mit p — 1 selbst zum Exponen- 
ten, jedenfalh den Rest 1. Aber zu jedem Exponenten 9 gehören andere 
Stammwurzeln (IL)* ^^ kommt jede der Zahlen als Stamm wurzel nur einmal 
vor; alle aber kommen als solche vor. Also sind die verschiedenen mög- 
lichen Stammwurzeln alle dfe Zahlen 1,2, 3, 4, .... p — \\ gemäfs (III.). 

Anm. E. Die gegenwärtigen Sätze gehen aus (§. 58. und 60.) hervor^ 
mit Hülfe der Erwägungen in (A.). 

§. 64. 
Lehrsatz. 
L Wenn p üne Stammzahl ist, J und fi beliebige Zahlen sind, 

und man setzt in 

1. z^ = &p'\'r und 

2. z^^ = &P+9 
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der Reihe nach 

3. z = 1,2,3,4, .... p—i^ 

so sind alle die Werthe von q in (2.) unter den Werthen von r in Cl«) 

mitbegriffen. 

n. Wenn l^^ l^^ ^, •••• die in p — 1 aufgehenden 8tamm^ 

zahlen sind, und Sk^^ dl^'t ^^3^ •••• gehen ebenfalls noch in p — 1 auf, 

also auch ^, so erhält man, wenn man von den JVerthen, welche r tu 

(1.) fär z = l, 2, 3, 4, ..•. p — 1 bekommt, die Werthe ausschliefst, 

welche in 

4. Z*^^i =@p-f P19 Z*^^« = ©p-fp2r *'^^^ = ©P + C3 9 •••• 

die Reste (>i f (»2 9 (>3 ? • • • •? ebenfalls für z = 1, 2, .3, 4, • • • • p — 1 anneh^ 
men und welche nach (I.) unter den Werthen von r m (1,) mitbegrifin 
sind, die ^^ ten Stammwurzeln aus 1 «ti p. 

III. Für (^ = 1 erhält man also die Haupt stammwurzeln, 
wenn man von den Zahlen 1 , 2, 3, 4, • • • • p -7- 1 selbst die Reste zu den» 

jenigen ihrer Potenzen ausschliefst, deren Exponenten l^^ l^^ A3, •... 
die m p— I aufgehenden Stammzahlen sind. 

IV. Auch erhält man die *^T ten Stammwurzeln aus 1 am p, 
wenn man von den Werthen von r in (1.) diejenigen ausschüefht, ftbr 
welche, wenn y. die sdmmtlichen Th^ler von ^~ bezeichnet, in 

5. r« = ©p+R, 
R = 1 ist. 

Anm. Will man die ^^^ten Stammwurzeln nach (II.) JbereduieB) 
so mufs man zunächst alle r in (1.) suchen. Sie ergeben sich schon ^ wem 
man «r = 1, 2, 3, 4, .... iC/' — 1) setzt; denn fOr die übrigen z sind nach 
(§.54. y.) die r entweder dieselben, zu p — z^ oder sie ergeben sich ais 
jenen, wenn man sie von p abzieht. In (4.) sind dann ebenfalls den z alle 
die Werthe 1,2, 3, 4, ...• i(/i-^l) beizulegen, aber nur für die Exponat- 
ten ^^1, cJA,, (JAj, ...• 

Will man dagegen die ^-jj— ten Stammwurzeln nach (IV.) beredi- 
nen, so sind, nachdem, wie vorhin, , die r in (1.) gefunden worden sind, dei 
r in (5.) nur alle die gefundenen Werthe von r beizulegen nöthig: aber 
fOr alle die verschiedenen Exponenten x^ welche in ^-j— aufgehen. 
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Beispiele, 
nfifs, z.. B. 



(Aus Taf. iy Z« I. In (1. und 2.) ist, der Tafel ge- 



■ä = 6,- . r .= 1 3 9 30 37 34 41 53 58 60,- 

^(I,=s= 15., e = 1... 9 30 .':. 34 ..-. ... 58 ..., 

, « - pcJ=.i8, p =5: » 3 9 30 37 34 41 "53 58'60, 

>tf==34, D =F I ...-930 ...'34 ... .".. S8 ...,, , ' 

/j<!'=30, n = ) ,. ;,. ..; Bo; '• 

jij=36,' (1 = 1 ...9 30 ... 34 ... ... 6i ...,'■ . 

^-<!.= 43', (.= 13 9.30 47 34 41.5358,60, - . 
^<> = 48,; p = i....'9 30 .-.: 34..; ... 5S ..., 

/iir,'=F.5'*, p = 1 3 9 -30 '.^7 34 41 53 58 SO. 
finmer sind, die (> fa <3.)V wie man sieit, unter den r mUbegriffen. 

. Isf <J,zu f~^\*ihälef<ffem4, so sind nacli (§. 55. II.)*die r in (1.) 
alle .die Zatilen'.j; 3,*3, 4, ... . ^ — I ; also sind aucli dann in (2.J die^p unler^ 

den' r In .<!.>. »»/ÄÄjprfj^,. gemfifs (1.). 

Zu l{. Die -in /i.^l c= 60 aufgellenden .$<a»i»i2aA/en <t,, ;i„.ili., . ;. . 
sind 3, 3. und, 5; *tJ;=^4 ist. einer der Theiler von /» — 1, uftd -von -den fix-- . ' 
pqnenten <>f,=8, <f;i,= 13' ujd <>i, = 30, t%t (4.)v gellen >i,!=.l3 und , ^ 
^i, = 50'in p-^I" «uf. Nun ist in (1. und. 4;) nach der Tafel; '• ."', ^ 

•'.'iFOr ^ =-.4., ' r =1 9 13 13 15 16 3() 32 35 34 42 47.56 57 58r .' 
7. { - (fj, = i;3'; p,=-l 9 ......' .30; 34 ...■...•..; ....58, 

• l - «•=<5'o, ■ (;»==i ... .'...13 ... ..;,... ...' i ... 47 ... ........ 

Schlief -malt. die. ^.unä p^- von den r'aus, so bleiben 13, 15,-16, 23, 35, 
.42,.56'JUMt 57 .übrig, .iH4 diese- Zablen sind,- wie die Tafel zeigt, die. 
^ E^'^-^iVsteii SÄ(*i»i«il-5iWil ans 1 zuV; gemäfs (HJ." ' . 

.Zu ni: tflr die Släfitinzahten *, = 3, X3 = 3 und'^=:=:'y,-^w,llche 
in ;;V- 1=60. aufgehen, und für (T^^ l'.'lal jn (4.), der 'Tafel *ziifolge: 

rJ,— 2,-e.-»VS4*.*.?*-".J213I.4I5l6lS20... LS ^'3 :^ j-.^. ...M3& 39...414i45'«474§49...52...5657M60, 

tij»»B. p,«-l»^,..ö9ii™> m 2324 ...37J8r...'..'. 3334. ..3738...'..Ul"--".;^..j 505253 5860, 

r;,;-5, ¥,'tel..'_..„..d> J>t4 21 ;^^29S2... .^^'... ..: ...«y; .i;,„ ...4748 ...50 60. 

Schliel^t möitt djese.-TerscbiedQnen 'Zahlen (>,,, p, ^pj'.von' deiT Zahlen 1, 3, 3, 
4, .;.! 60 ans,- so 'hleftcn -iiieaaU^ i 6; 7j 10„17, 18, 36,' 30, 31, 35, 43, 
44,' 5.1, 54s ^^ Ulffi 59 Qbrigv UM diAe ^&iäB JiauptftammtrmTxeln aus 1 
zu Iß) geinafs (111.). , * ' ' „'' ; '■ . , . 

..Zo-'lV. F0r*=5 z.B. i«£j^=?^"«=l-2. fcTheUerVonl'3sind3, 
3,4und6^alsoi»tin(5.)» = 3,3,4and'6?Nunisft(i(l.«.«.)llach.derTafel:' • 



Fflr 


(J = 


= 5, 
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Für 


;f = 


= 2, 
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x=^ 
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J* 


X t= 


= 6, 
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= 1 11 13 14 21 29 32 40 47 48 50 60; 
= 1 60 47 13 14 56 48 14 13 47 60 1, 
9. ( - x — 3; Ä == 1 50 l 60 50 27 11 II 1 60 11.60, .J ' 

= 1 1 13 47 10 25 47 13. 47 13 1 -1,' 
= 1 60 1 1 60 48 60 60 1 I 60 l. ' 

Die Werthe 1, 11, 13, 14, 47, 48 und 60 geben für ein oder das. iihdere x 

^ - • - • 

in (5.) den Rest jR = l. Sie müssen also von den Wertheu von r in dar 
obersten Zeile (9.) ausgeschlossen werden. Die äbrig bleibenden/r sind 2t, 

29, 32 und 40, and diese sind, wie die Tafel zeigt, die £^==12ten'$tfiimRii' 
wurzeln aus 1 zu p; gemafs, (IV.). - i' ■' • t.i • 

Beweis. Von I. A. Setzt man, fOr irgend . eiif bestimmtes r^ 

10. r^= &p^k, ^ . ; 

so ist jedenfalls k irgend eine der Zahlen z= 1, ?, 3^4, •••.|i — 1. . Nm 
giebt die Jte Potenz von (10.) - , - . *,. 

11. r^<^ = (Bp-^-k?. 

Aber da die ()ten Potenzen alfer der Zahlen 1,*^^ 3^ .«itZ/t^.— 1 in. (1.) nur 
die Reste r geben, so kann auch die c^te Potenz von Ar nur eins der r ge^- 

* L • » I 

ben, z. B. r,; folgU.ch ist , . .: 

13. h^ = @p+r,, 
mithin in (11-) 

13. r^ = @|»+®i» + r, = 0p+rj. -• *. . . 

Zufolge (2.) fcl aber . ,; • . 

* .14. r«^ = .©/»-[- (►,. ;.. ; . ....*. ;.• . 

also ist' aus (13. und 14.) @/»-f-ri=^©^4*(> o^öP' '•'.•. A 

. . ' 15. (» = 0;,+r, . * "• '.■■:-:-^ 

und, da r, unfl p beide <Cp sind, . • '\. • 

mithin ist ^ irgend einem r gleich, und folglich sind aUe Wjertlre von (► in (1^ 
mitbegriffen. ^ • 

Beweis von II. B. Für alte r.in (1.) ist 

ir. rt =± @|i+l, V 

denn. die ^ > -J e Potenz von (1.) giebt 

•18. «*'^~^ 4P-' ='@pf A" 






^. 
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und, da nach dem Fermatschen Lehrsatz (§. 40.) z^"^ = Q?p'\-\ ist, für Jedes z: 

1». ®/i+/^ = CV+1; 
woraus (17.) folgt. • ' 

Qr Nun ist es eine Bedingung fär die ^T ten Sfämmtüurzetn z, dafs 

• •-.■,■ 



,/. ' . * OA -TT 



♦ 



20. z^ ^ ©|> + t ; 

ijei: also .^anii jWe» r in. (17.) eine " > (e Stammwurzel seiitt und zwar 

ei^^n 9ich 'ibem^imiiarii Zahlen «r als die r zu .^^ten Stamm wurzeln ; denn 

/«fc Sfamm^rzeU^ mttft'2r^^===6>;;^ und giebt sie den Rest 1, 

00 ist sie auch pach (17.) ein r; denn alle t geben diesen Rest. 
t * , ' . • ' . j 

, Ä Abef nicht alle Ale r in (17.) sind ^-5— te Slammwurzeln aus 

1 '»ir|J^, weil schon niedr^gerie Potenzen als die ^-gr— ten von r den Rest 1 
zu' ;^ lassen :,können; und zwar sind alle diejenigen, und nur diejenigen r, 
welche init^'Exponenten, die in ^^— aufgehen, schon den Rest t zu p lassen, "* 

nicht ^-s— tei Stammwnrzeln. Denn gesetzt es sei • • 

... S ♦ ' . . 

so oafs x'ih' ^v aufgebt,* so ist, wenn schon 

""' '* ' * ^ ' 22. r« =i ep+1 

giiebi,^ nicht erne. :W-j*e, sondern kann schon eine ;fte Stammiyurz^^ sein, 

'' oder selbst eme Stiuninwnrzel ffli* einen noch niedrigem, in x aufgehenden 
•Expoiieintep.' I^ngegen kann', wend 2i eine ;rte Stamnqirurzel, also 

■ .■■;.■.:■%-. ">" ..^^ «23.;' ■'«-=• ©;^4-l ^ ■_^. 

5sl und ;^ nie</,ih*^^ aufgeö, also etwa 
• ■ ■ .' • <■• • .;-''^ «^ .-.•.■ -^ 

ist, wo p < x,^ dieses AT kein*s^def r in (17.) ^eJn. Denn da z eine ;fte 
Stammwurzel sein soH, so geb lein aUg die Potenzen «S «*, ar*, .... «*~S also 

auch is^^ nicht dSn Rest 1. Aus (23.) und. (24.) aber ist / 

. "^ . • •- ■ - ~ * . • * 

25. z^~ == K"+* = «""«fZ-ta, J@/»-p 1)" »'^v^'' + **» 



4 * 



27 



*. QT ♦ 
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und z^ ist nicht =C^ip-\-l: also ist auch z ^ in (25.) nicht =^&P'\'t\ 
wie es für alle r in (17.) sein mufs; so dafs also z keins der r in (170 
sein kann. ' 

Also alle r, welche schon mit Exponenten, die in ^7 aufgehen ^ und 



nur mit solchen Exponenten, den Rest 1 zu p lassen, sind nicht ^^ - te Stitfam- 

wurzeln, und man mufs sie folglich von den r, die der Gleichung (17.) genug- 
thun, ausschliefsen. 

E. Es ist aber nur nöthig, diejenigen r auszuschliefsen ,' welche mit 

■ ' ■ "■ ■ 1 

dem höchsten in —^- aufgehenden Fxponenten schon den Rest, 1 zn.jp las- 

sen; denn wenn ein niedrigerer in ^-j~ aufgehender E^onent x schott 

26. r* = @j»4-l 
giebt, so ist auch für das selbe r: 

£—1 

27. r'% r'«, .... bis zu r"^=©p-[-l. '. . '. 
t\ Die höchsten in ^T aufgehenden Elxponenten sind aber offenlMir 

* ^5T~9 ^I~' '^X~" ^*^» ^^'^^ ^^^ Quotienten von ^^ durch selbige sind 

28. 



p—i p— 1 _ P— 1 . P— 1 



'Vj) JS • J»! *S» .»-..5 



und diese Quotienten A^i, ^2^ ^39 •••• sind StammzaAlen', und.iolgHch sieht 
weiter theilbar. 






6r, Diejenigen r nun, welche ^. ^, 

^9. r^K = &P+1, r^K = ©p-pl, r^^^ = &p+i,\.:y ' ^ ^ 

*% • * . * 

geben, sind die q in/^), die zufolge (L)) wenn man nemlich in |G3*} ^i» 
^2, A.3, statt |U ^zt, unter denWerthen von r in (1.) ibitbegriten sind.. 

Denn es giebt (4.), wenn man darin die ^ > ^ ^jt v />;> 9 «-^ c^ten Po-. 
tenzen nimmt: - - "■" ^ - *.- 



30. 






«P-» 






P-i • 






\ 
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woraus , da üach dem Fermalschen Lehrsatz (§. 40.) z^''} = (3p -f 1 ist, 

' 31. Q^^7=: &p^\, p^C= O^i-fl, Q^^7=(3p^l, ...V 

folgt. =••>•, 

• • ■ 

Man /arf also ^ur die Werlhe der q in (4.) von den Werthen der r 

. . ^ ¥' , '. p j 

ia (1.) ausschliefseh, so erhalt man die ^-^s— ten Stammwurzeln aus 1 zu p. 

"" ■ ' -i \ ' • • - . 

Diesel. i3t was (IL) behauptet. ' 

•■ ■ • . ■ ' ' . 

• ; ,^ Bet^eis von I IL ..Ä Was (IIL) aussagt, folgt unmittelbar aus (IL) 
.^r den be^ondem Fall Jq= 1: denn in diesem Fall sind die r in (1.) alle die 
Zahlen T, 2, 3, 4w r. . . p—i selbst. 

. De weis von lV.\'f. Wie in (Ä) bewiesen, sind diejenigen r in 

<■■■»"■'. *,. ■■ ^ 

(l.)j, ,von welchen /schon Potenzen mi{ Exponenten ;?, die in ^-^- aufgehen, 

und ntir mit solchen Exponentieitf, * ^ 

- . 32. r« = (3p^i 

' geben., mcbt ^ • te Stammwurzeln. Nimmt n^an also von allen den Werthen « 

votf C in (1.)* alle diejenigen Potenzen, deren Exponenten )c in ■—^— aufge-- 

Äwi, so siiid dier, welche in (5.) Ä = l geben, von den r iA{\^ auszu- ^ 

^cA/fV/^«9j^^dle Obriglbleib^deii r sind ^-^le Stamm wurzeln'^ gemafs(IV.). 

• y m Anm. JSi Die» gegenwärtigen Sätze beruhen auf (§. 4Q. 54. und 55.), 
und Hächstdenf^mf den besondern Erwägungen in dem Beweise. 



>. 



♦• . .*■ ■•« ■• • . .. 



« I 



* ■ §.65. s ; .% 

Lehrsatz. • - * 

L ^ Diefenifien'^Vütiden fahlen 1, 2, 3, 4, ... . z (z = 2 ausgenom-^ 
^pi^n)r ^^^ke mit z kMien Theiler ;> 1 gemein habemsin^ immer paar^ 
u>eise v^fuihaeni^tihd dicu^un^me Jedes solchen Paares ist = z. 

II*, :<Die Sufnme ätler zu z theilerfremden Zahlen (z = 2 ausge- 
nomininj gern mit z ^at^ * " ^ ' 

•Ilf. Z>a« JProJduct Jeder ^tewei zu einander theilerfremden 

_ ■ ■* * * '^ 

T heiler eine^ beliebigen Z^hl z kann kleiner, aber nicht gröfsrer 

sein als z. ^ ^ 

, B e i s p i eL -Es sei ^^ = 1 80. Die zu dieser Zahl theilerfremden Zahlen sind 

. ( 1 ' 7 11 13 It 19 23 29 31 37 41 43 47 49 53 59 . 61 67 71 73 77 79 83 89 
' ll79 173 169 167 163 161 157 151 149 143 139 137 133 131.127 121 119 113 109 107 103 101 97 91. 
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])ie Zahlen stehert paarweise unter einander; und von jedem Pur ist' die 
Summe =z; gemäfs (I.). - 

Die Summe aller der Zahlen (1.) ist 4320; was mit z=l80 aufgeht; 

gemllfs II. ' 

Die verschiedenen Theiler von z sind folgende; " * ' ' 

2, 12 3 4 5 6 9 10 12 15 18 20.30 36 45 60 90. 

Die Producte der zu . einander iheilerfremdm Th«ler sind 

2. 3= 6, 2. 5= 10, 2. 9= 18, 2.I5== 30, 2.45 =^)j 
3.4=12, 3.5= 15, 3.10= 30, 3.30= 60;. .. *' . 

3. {i^, 5 = 20, 4. 9= 36, 4.15= 60, 4.45 =j80.; ' '- '• 

5, 6=30, 5..12= 60, 5.36=180; ■ .-' ' '- • , 

9.10 = 90, 9.20=180. . ,. 

Keins dieser Producte ist gröfser als z^=lH')\ gemäfs .(HI-)* 

Beweis. A. Wenn die Zahl a^O <iz zu z theilerfremd ist, so 

ist es nothwendig auch z — a=^b: denn ginge eine Zald >I in Ä" und z 

* zugleich^auf, so ginge sie auck nothwendig in a aQf-(§. 18.). ^-A^go ist m 

jeder zu z theiler fremden Zahl a efne andere^ 6 >>0 <Cz vorhanden, -die 

■ ■ ■ .k 

ebenfalls mit «keinen Theiler >1 gemein hat. Die -zu* 2r theilerfremden 
Zahlen >() und <Zz sind also immer paar wehe vorhanden, un^ die jSuiflmf 
jedes solchen Paares a und A ist <i-f 6 = ^y geriUfs (T.). ^; . ,. 

B. Da die Summe jedes Paaren' iei: j^m z ^eiTecfremden Za!\{en z 
ausmacht, so ist die Smome aller ein Vielfaches von z^ und g^ht ako Jf^ % 
auf ; gemäfs (IL). . ' > i' , 

« C «. ' Es seien J'i und c^^ *^©i zu einander theiierffemde Thdler 
Vonz, und/es sei, wenn es möglich ist, ihr Product* t^icJ^^*^, älsä<*et\^ä*'' 4 
i; 4. (^^(Jj = n554-r; • ;'• • 

WO durch n immer t$<iz gemacht werden kann, igreswegen dwiii r<C.A<^-' 
vorausgesetzt werdeft darf. * - * . * . 

b. Da nun z sowohl mit d^ , als mit c^^ aufgehen soll , . so mafs nach 

(§- 18.) in (4.) auch nothwendig r sowohl mit cJi,' als mit eJj, also nach (§. 2R) 

mit ^i (T> aufgehen. Aber r ist nothwendig <C ^i ^2 («•) ^ »Iso kann r nur 

sein und folglich nur 

, 5. (^1^2 == n« 

gesetst werden. 

c. Kann nun nZ> i sein , so mufs vermöge (5.) n entweder in ^ 
oder in ^2 aufgehen ; oder auch irgend ein Theiler n/ von n nmfe in <^^ , der 
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attdore Theiler n^^ weläier n^it^s?!! giebt, mofs in ^2 aufgehen. Ist üi^n^- 
ftO mufe 'n selbst in S^ oder c^, aufgehen, denn &i und d^ haben nach (ier 
Vorau^settutag keinen Theiler n^ ==112 > 1 gemein. ^ ' 

^ A-^ Abo zuilächsl für gMche Theiler von n mufs die GIeichuiig/(5.) 
•»IBO» wie si0 ist .stattfinden. Gebt dani^ n etwa in S^ auf, so folgt daraus 



6. 



n 



.$1 



z. 



Bims durch .(^, diYidiH giebt' 



• i.* 



*^rV 



/' 



7. 



*». » 



*.' 



hier jst ^^ jeme ganze Zahl, -^- aber mVA/, weil J'i und d^ den Theiler »> 1 

/- . * . - ^ « 

flicht gemein haben. ;Also kann für gleiche Theiler vpn n, (7.) nur für 
nt= I stattfinden, und also n iiiöht '>l,'nHffiia in (5.) d^d^ nicht >* s^ta- 

. • .«. Jpür ungleiche- Theiler n, und «2 von n würde (5.) ' 

geben, tthd,«wenn nun /i^ iif»<^i9 'i? iV ^2 au%eh^d angenommen wfrd, 

■f * '■ f • ' * '• »*''"•■' • * ■ ■■■■"' 

^ * ''* Z -• TT^ — *»• 

' Dies durch J, oder ^2*dii^dirt giebt 






nnd 



»1 «« 



^.' 



V. 



hier^itid x- und "-j-'iirflii«^ Zahlen,'^ — — und — ^ aber sind es nicht, weil 

(Jta »war mu fi2 , aber liicht mit dem Theiler ii| von ä^ , und ^i zwar miiP';iii , 
aber nicht mit ^m Theiler 1^ von. J, aufgeht. Die erste Gleichung (IQ) findet 
also nur Statt für iti:=±=*l und die zweite :&ur für ft2= 1, mithin (8.) nur fÜjK: 
j^^ni oder .i»==i.'^/tAJsor^uch «in diesem Fall^ kann in (5.) n m<^t fiTOJpier^ sehl * 
dslIjinnfd^lgÜch'^iJi nicht gr<tfser als t. Also kann übQrhaiipt*^J|(^^ nicht 



r-. u 



als ^ sein; gem&fs-jCIIIO-' ' 

* ^; §. 66. 

• \ Lehrsatz. 



Wenn p ^n^ ungerade 8t am tn zahl ist, eö iät 

L Für Jede Stammwurzel z^ atif 1 arff p mit geradem Ex^ 

pcnenten ß^' also, da p— 1 immer gerade ist, auch für Jede p — 1/^ o<£9r 

Uauplstimmusfuriel: 






. t 
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jiisr nur allein für den Exponenten ^d^ untt für kleinen andertt Rx^ 
ponenten <iS^ ist zu p der Rest = — K 

V II.' Von allen Stammwurzeln z^ aus 1 srti p mit ungeraAe^m 
Exponenten d giebt keine der Potenzen z^, z^, z^, .... bis z^..Sfii p defi 

Rest —1. • % 

Ilf: a. Alle Haupt stammwurzeln^ aus 1 ff^u p'sind JÜfieht^ 
quadratreste zu ^. 

ft. Alle ^-j-- =(^ten Stammwürze In aus l zu f sind, ncehn , 



K . ■- 



k eine Stammzahl ist, >.te Reste zu p, das keifst, Werthe von r in •. 

2. z' = @p-f r. • • , 

• . * . 

__ 4 ■ _ p 

c. Alte :=^len StAmm wurzeln auß 1 zu ^ sind, wenn 

X nicht eine Stammzahl ist, Ue Reste r 2^u p in (2.), wenn )l eine deY 
Stammzahlen ist. die in x aufyehen. t * ^ . ^ 

d. Nur dann sind alle Nicht quadratreste ^ti p, p — t €itif- 
genommen, HauptstammwurzelnofUs 1 zu p, wenn p — 1 mit kmner 

.andern Stammzahl als '2 und mit J(p — 1) aufgeht Sonst ^ nicht. ^ 

e. Für kein x sind in *. ' ; 

3. z« = ©p-f-r V 

' alle r /tir z = 1 ,3, 3, 4, • . . . p — 1 , = dte Stammwunseln. • 

IV. Für jede Slammzahl p und für jedes J sind ^e dten S^tifm^ 
wurzeln aus 1 211 p für ein und dasselbe S entweder sämmtiicÄ Qua' 
drätreste, oder sdmmtlich Nichtquadratreste; nicht zum TheiF 
Quadratreste, zum Theil Nichtquadratreste. Desgleichen itf das Proäuft 

jeder geraden Zahl von Sten Stammwurzeln aus 1 zu -f f^r jeäfs t 
und .ä ein Quadratrest zu ^. 

V. Wenn man für eine Stammwurzel zj ans 1 «tr*p nrntge^ 
r^dem E^ßonenten d^ also auc% für eine Hauptäiammwurzel, ' 

4. z*=%+r-.; ;■ * . :; ■ 
setzt, wo x-<ii^, so ist • . ^ " 

5. zi^+- ~ ®p^r; • 

M dafs man also die Reste zu allen Potenzen z*^+' findet, wenn man dk- 
jenigen zu z" von p abzieht.' 

« VI. Ist der - Exponent d einer Stammwurzel z^ aug 1 ^u p mm 

ungerade Zßhl, so ist p — Zj eine 2^te Stamm wurzel "aus 1 5^ i; 



. t 
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Vn. Wenn in 

6. z* = ®p-f r 
M 4m T heil er von d bezeichnet, so dafs also x auch d selbst seih kann: 
wenn ferner ^ gerade ist, und der Rest r für x = \d ist gleich —1, für 
ßUe andern x dagegen, die nur in d und nicht in ^d aufgehen^ weder 
-f-l» noch — 1, so ist z nothwendig eine dte Stammwurzel aus 1 zu p. 
Bandet nicht beides zugleich Statt, so ist z nicht eine dte 
Stmmmwurzel aus 1 zu jf. 

YIII. a. Wenn der Exponent d einer dten Stammwurzel zs aus 1 
zu p mit 4 aufgeht, so ist auch p — z eine die Stammwurzel aus 1 zu p. 

b. Geht S nur mit 3, nicht mit 4 auf^ so ist ^ — z eine ^dte 
Stammwurzel aus 1 A^ti p; so dafs es also für alle mit 2 und nicht 
mit 4 aufgehenden d eben so viele ^die als dte Stammwurzeln aus 1 
zu p giebt. 

IX. Wenn z^ Mhe die und z, eine tte Stammwurzel aus 1 zu 
p ist, und d und b sind zu einander theilerfremd, so ist in 

7. z^.z/1= ©p+r^ 
wenn r>> 1 ist, r eine dete Stammwurzel aus 1 zu p, und öb ist nie 
grOfser als p— t (§.65. IIL). 

X. Wenn in 

,8. zy= ®p + r, 

9. x^= ®p + z^, 

1" 

2 eine dte Stammwurzel aus \ zu p ist, und unter den Resten r tu (8.), 
für, die verschiedenen x== 1,3, 3, .... a— 1, kommt weder x — @p, noch 
x^_(Sjp, noch x^ — ®p, ...., bis zu x^^ — ®p vor, so ist x eine Ixte 
Stammwurzel aus 1 2ti p. 

Beispiele. Aus'Taf. I. Zu I. Fflr die (^ = 4te Stammwnrzel 11 
ist ll*^=ll^=®^+60=®;>— 1. Für die cJ = 6te Slammwurzel 14 ist 
14*^ = lV = ®;f-f 60 = ®;?— 1.* Fflr die J = 20te Slammwurzel 37 ist 
37*^ = 37*^ = ® ;i -j- 60 = ® ;> — 1 , u. s. w. Kein anderer aber als der Ex- 
ponent \d giebt zu p den Rest 60 oder —1. 

Zu II. Zu der J = 3 ten Stammwurzel 1 3 sind die Reste 13 und 47; 
SU der ^=5ten Stammwurzel 34 sind die Reste 34, 58, 20 und 9; fflr die 
1^= I5te Stammwurzel 16 sind die Reste 16, 12, 9, 23, 47, 30, 15, 57, 58, 13, 
35, 34, 56 und 42, n. s. w. Keiner dieser Reste ist 60 oder — -1 ; gemftfs (IL). 

38 
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Zu III. Die Zahlen in der zweiten horizontales Zeile der Tafel sind 
die Quadratreste zu p. Unter ihnen findet sich keine der Hauptstammwur- 
zeln 2, 6, 7, 10, 17 etc.; also sind alle Hauptstammwurzdn NichtquadratreatB 
zu p; gemäfs (IIL o.). 

Dagegen finden sich alle die ^-5-- = 30ten Stammwurzeln 4, 5, 19, 

36 etc. unter den Zahlen der zweiten horizontalen Zeile der Tafel, und sind 
also alle zweite oder Quadratreste zu p. Die Zahlen der dritten horizon- 

talen Zeile sind die X = Men Reste zu p. Unter ihnen befinden sich in 3— 

= 20ten Stammwurzeln 8, 23, 24 etc. Die Zahlen der fünften horizontalen 

Zeile sind die l = 5ten Reste zu p. Unter ihnen befinden sich die ^ , 

= 12ten Stamm wurzeln 21, 29, 32 etc. Ferner befinden sich z, B. die 

^^ = ^^^ = löten Stamm wurzeln 3, 27, 41 unter den Zahlen dw 

X 6 

3ten horizontalen Zeile; u. s. w.; gemäfs (III. b. und c.'). Aber nicht alle 
Zahlen, die in der zweiten horizontalen Zeile nicht stehen, also nicht alle 
Nichtquadratreste, sind Hauptstammwurzeln; und nicht alte Zahlen der 3ten, 

5ten Zeile etc. sind ^7" , ^-r — , ^^te etc. Slammwurzeln. 

Zu III. d. giebt die am Ende dieses Bandes angebängte Tafel Beispiele» 
Für ^ = 23 geht p — \ nur mit den Stammzahlen 2 und ll=^(/i — I) auf. 
Die Nichtf/uadratreste zu /> = 23 sind 5, 7, 10, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21. 
und 22. Alle diese Zahlen, p—l = 22 ausgenommen, sind Hauptstammr 
wurzeln aus 1 zu ;? = 23. 

Hier in Tafel I. sind z. B. für x = 6 die verschiedenen Werthe von r 
in (3.) folgende: 1, 3, 9, 20, 27, 34, 41, 52, 58 und 60. Nicht diese Zahlen 

alte, sondern nur die vier : 3, 27, 41 und 52 sind " == — :;= lüte S^tammwnr^ 

zeln aus 1 zu p; gemäfs (III. e.). 

Zu IV. Nach Tafel L sind z. B. die 20ten Stamnwurzeln 8^ 23, 24^ 
28, 33, 37^ 38 und 53 sämmtlich Nichtquadrafrestef denn sie finden äA 
nicht unter den Zahlen der zweiten horizontalen Zeile der Tafel. Dagegen 
die löten Stamm wurzebi 12, 15, 16, 22, 25, 42, 56 und 57 smd sd^nmtBek 
Quadratreste} gemäfs (IV.). 

Zu V. Für die ^ =s lOte Stamniwurzel z=z27 mn i zu /t ?=: 61 iM t 
».B. e'' = «^ = ®;>4.4l, also in (4.) r=5=4l, und z^^^" z^ z^ i8t»=®p^20 
=s=df— 4(=;==:®;i«-r. Für die J»30te Stammwnrzel «^39 ist s. E 
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.Ä»«*«" = ®;» + I9, also r=l9; «»*+«=»» ist =®p+42 = ®;»— 19 
sssi&p — r, Fflr die Hauptstammwurzel « = 43 ist z. B. 2''=2r'^ = @j9-{-4, 
^0 ri=4; und a;»^+« = »** ist =&p-\^^7=&p — 4=(Bp—r etc.; ge- 
mflfs (V.)- 

Zu VI. «= 13 ist eine Stammwnrzel aus 1 zu p mit der ungeraden 
Zahl 3 zum Exppnenten ; und p — « = 48 ist eine 2 (^ = 6te Stammwurzel ans 
1 zti ;y. z = 20 ist eine Stammwurzel mit der ungeraden Zahl 5 zum Ex- 
ponenten; und p — 2=41 ist eine 2<f = 10te Stammwurzel aus 1 zu »; 
g«mAf8 '( VI.). 

* Zu VII. Von <r = 20 sind die Theiler x = 1, 2, 4, 5 und 10. Da- 
von ist derjenige, welcher nur in J, nieU m \d=\0 aufgeht, 4. TOr 
»s=28 ist »*' = *"= ®;»-f-6<) = ®/> — l und «*= ®/»-|-20. Also istr 
in (6.) = — 1 für x = ^^ und weder ■\-i noch — 1 für das », welches 
nicht im \S aofg^t ; und s = 28 ist eine 20te Slammwurzel aus 1 zu p. 

Dagegen ist fOr ar = 1 1 zwar ar'" = (^p -f 60 = ® /» — 1 , aber «* ist 
= ^'p ■{■ 1 , und 2=11 ist nicht eine 20te Stammwurzel ; gemfifs ( VII.). 

Zu VIII. Für (r= 20 sind «,= 8, 23, 24, 28 Stammwurzeln ans 1 
zu p. d geht mif 4 auf, und /» — (8, 23, 24, 28) = 53, 38, 37 und 33 sind 
ebenfalls 20te Stamm wurzeln aus 1 zu p; gemäfs (VIII. o.). 

Die d = 3Qlen Stammwurzeln aus l zu /» sind «= 4, 5, 1 9, 36, 39, 45, 46 
und 49. Hier geht d nur mit 2, nicht mit 4 auf, und p— (4, 5, 1 9, 36, 39, 45, 46, 49) 
= 57, 56,4*>i ?5,22, 16, 1 5 und 12 sind die |<y=15ten Stammwurztln aus I 
zu p} genfifs (Vin."*.)- 

. Z tt IX, «j ==. J 1 ist eine d = 4te und «, = 42 eine « = 1 5te Stamm- 
wurzel aus 1 tXi P" ^ und e sind zu einander theilerfremd, nnd (7.) giebt 
hier *a«,= 1 1.42=462 = ®;» + 35, also r=35; und dieses r = 35 ist 
«ine 4 . 1 5 f== 60te oder Hauptstammwnrzel ; gemäfii ( IX.). 

Zu X. «j = 22 ist eine J=15te Stammwurzel aus I zu p, und 
12*=®/»-|-22, also in (9.) a? = 12. Die Reste r in (8.) zu «r= 22 sind 
Ittr * = 1, 2, 3, ... . 14, r = 22, 57, 34, 16, 47, 58, 56, 12, ... . etc. Unter 
denselben kommt j7= 12 vor, also ist x= 12 nieht eine Xrf = 4.15==60te 
Stammwurzel aus 1 zu p. In der That ist 12 nur eine I2te Stammwurzel 
«US t m p. Dagegen ist s^3=:29 «ne 4^=l3te Stammwurzel aus 1 zu p, 
und 6^ «='©;» -f?9, also in (9.) a; = 6. Die Reste r in (8.) zu « = 29 sind 
t;9,48, 50, 47, 2t, 60, 32, 13, 1 1, l4,40. Unter denselben könnt weder « = 6^ 

28» 
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noch ar^ = ®/i-|-36, noch 3?^ = ®/!-!- 33, noch ap*==®/i-f-t5 vor; also mufe 
x=:6 eine 5.12 = 60te Stammwurzel aus t fn p sein ; was auch der Fall 
ist; gemftft (X.). ^ ' 

Beweis von I. J. Fär eine cfte Stammwurzel aus 1 zu |» ist 
z^=z(^p-\.l oder 

10. z, 

Dieses giebt, wenn d gerade, also \d eine gansae Zahl ist, 

11. («*/-l)(4^+l) = ©/!.• ^ ^* 
also mufs p entweder in 2^^ — 1, oder in ^^^+ 1 aufgehen, das heifst^ es mufr 

12. entweder z^ = ©/?-{- 1, 

13. oder zf =^ (^p—i 

sein. Das Erste (12.) kann nicht sein, denn sonst gäbe nicht erst die ihe, 
sondern schon die \ d\e Potenz von z^ zu p den Rest -^ 1 , und z^ wfire also 
keine J'te Stammwurzel. Mithin mufs die Gleichung (13.) stattfinden; und 
diese ist die (1.) des Lehrsatzes. 

B. Wäre noch fär einen andern Exponenten als ^(T, z. B. fftr den 
Exponenten «<C(J, 

14. 5^, = ©,1-1, ^ 

so wäre 

15. z]'= ®/> + L 
Aber '2e ist nicht =^, sondern entweder kleiner oder gröfser als <f, jedoch 
< 2(^. Setzt man für den zweiten Fall '2€ = S-^x^ wo nun x<C.d ist, 
so wäre ^ - ■ 

16. zY = «f ' = z^z", = (Säp + Dz's = ®P + ^\ ' \ 
also mfifste, wenn nach (15.) «J'=®/>-}-l sein sollte, ®,i-f «5 = ®|>-fl oier • 

17. «« = ®/>+l 
sein. Aber für keinen Exponenten^ der kleiner ist als S , ist der Kest der 
Potenz zu p gleich -f I, weil zs eine Sie Stammwurzei sein soll. Also kann 
die Gleichung (15.) weder für 2€<(y, noch, in der Form (17.), für 2e>d 
<:;2c^ stattfinden, und folglich auch nicht die Gleichung (14.), und es gidit 
mithin kein anderer Exponent e, als ^^, für die (Tte Stammwursel z^^ 
ä;J= ®;^— 1 ; gemäfs (L). 

Bew. von II. C Ist d ungerade, und wfire für einen andern Ezpoiiei- 
ten als J, z. B. für « <; J, «r* = ®p— :!, so müfste wieder, wie in (IS.)) 
zy=&P'\-l sein; und da 2€ nicht =d sem kann, sondern entweder <ii 
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oder >><f <:2^ ist, so folgte ganz wie in (ÄO9 dafs ftlr kein 6<C^ die 
Äe Stammwurzel ar^, «r* = @/t>— 1 geben kann; gemfifs (IL)- 

Bew. von III. a. D. Die Hauptstammwurzeln Zp^i^ für welche 

18. :^| = ©z^ + l 

sein mnfs , können nicht unter den Quadratresten r zu p sein , für welche 
«^ = ®;ti-|.r ist: denn nach (§.49. 1.) ist für die Quadratreste r schon 

19. r*^'^*> = ®/i-f 1, 

also schon ihre if/>— l)le Potönz läfst zu p den Rest 1; was für p—lte 
Stammwurzeln nicht der Fall ist. Da es aber nun jedenfalls Hauptstamm- 
wurzeln ^bt^ so können sich dieselben nur unter den NicAtquadrairesten q 
befinden; gemäfs (III. o«). 

Bew. von III. 6. E. Die Gleichung (3.) giebt, wenn man die ^-jt-^^ 

Potenz nimmt, 

p-i ^ £—1 

20. z^' = «P-^ = ®/i + r^ 
und, da tta jedes z nach dem Fermatschen Lehrsalz (§. 40.) 3?^-"*==®»+! ist, 

,» • 21. rT= ®/»+l. 

Dieses ist eine der Bedingungen für die ^ > == (^ten Stammwurzeln 2r^ : also 

müssen sich alle ^ — = (hen Stammwurzeln Zs unter den Xten Resten r in (2.) 

finden;^ gemfifs (HI. 4.). 

Bew. von III. c. JFl Wenn «: eine (J= te Stamm wurzel aus t 

ZU p sein soll, sq mufs 

22. z" = ®fi+l 

sein; also: wenn l dne der in x aufgehenden Stammzahlen ist, und man setzt etwa 

23. X = fil^ 

m 

SO mufs 

also auch 

25. «; ^ = (®/>-|. ly = &p^i 
sein. Diese Bedingung erfüllen die r in (2.) gemfifs (21.). Also müssen 
sich alle d=^ ^^^^ten Stamm wurzeln unter den Xten Resten r in (2.) finden. 
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Bew. von III. d,, €1. a. Es giebt ünmer i(p—l) NieMpm^ 
dratreste (§. 45. UL)) und nach (§• 63. 1.) giebt es so viele UimpUUmm^ 
wurzeln als Zahlen >> und <ip ^^ p — 1 theilerfremd sind. 

ß: .Nun ist p — 1 immer (gerade, also sind die ^(p — 1) Zahlen 2, 
2t2, 3.2| 4.2, •..• i(/? — 1).2 = /;— 1 zu p — l nicht theilerfremd^ sondern 
haben damit den Theiler 2 >> 1 gemein. Es bleiben von den gesanimten 
p—\ Zahlen 1,2,3,4, ..•. p — 1 nur die \{p—\) ungeraden Zahlen 1,3, 
5,7,.... p — i — \ übrig, die zu /> — t theilerfremd sein können. Geht^nun 
p — \ nur mit den Stammzahlen 2 'und \{p — i) auf, so sind sie es mit Aus- 
nalime von p — 1 wirklich; denn keine von ihnen geht mit 2 auf. AIsq' giebt es 
alsdann wirklich \{p — 1) — 1 Hauptslammwurzeln, so viele als Nichtquadrat- 
reste, mit Ausnahme von p — 1. Und da nun alle Hauptstammwurzeb Nicht- 
q[uadratreste sind, so sind alsdann alle Nichtquadratreste , mit AusMhme von 
p — 1 , Hauptstammwurzeln. 

y. Geht dagegen p — I, aufser mit 2, noch mit andern, also'noph mit 
einer oder mehreren wu/eraden Stammzahlen ^1,^29 •*•• <^P ^uf, so be- 
finden sich dieselben noth wendig unter den ^{p — 1) ungeraden Zahlen 1, 3, 
5| 7, .«.. p — 2, die allein noch zu /? — 1 theilerfremd sein komiten; denn 
diese ungeraden Zahlen sind diejenigen <C p alle, welche es giebt. Es gehen 
also alsdann schon 9,, q^^ .... von jenen \{p — I) ungeradei^ Zahlen ab, 
und folglich giebt es dann weniger oder \{p — I) %^ p — 1 tbefleirfiremde 
Zahlen >>0 und <ip^ und mithin auch weniger Hauptstammwuieln. Mithin 
sind alsdann nicht alle Nichlquadrab'este Hauptslamoiwurzeln \ gemAß {in. d^. 

Bew. von IIL e. Nach C§.54. 1.) hat r in (3.) ^^^d verwdiiedMe 

Werthe. Andrerseits ist nach (§. 63. 1.) die Anzahl der ^^^ = ^ten Stamm- 

wmrzeln ans t zu p der Anzahl der zu ä theilerfremden Zahlm gleieh. . Letz- 
tere ist immer <i ^^ selbst wenn S eine Statamzahl ist; denn selbst dann sind 
erst die J — l Zahlen 1, 2, 3, 4, .... d — 1 zu d theilerfremd. Also iritti flb 

kein X alle r in (3.) " = dte Stammwurzeln; gemäfs (III. ^.). 

jj I 

Bew. von IV. H. A}leS = - ten Stamm wurzeln 9^, ffirilm^^llei 

Exponenten (T, finden sich nach (III. c«) unter den Resten r in a»^= ®|r-fr ftr 
denselben Exponenten X^ der eine von den in x aufgehenden Stammtakk» 
ist. Diese Reste r sind entweder Qu^Mhatreete , oder JNichfquadmtreHe! 
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denn andere Zahlen >> <! /^ giebt es niobt. Ist nun eine der ^ten Stamm- 
würzen ein r, welches ein Quadratrest ^ also ^n Rest für A = 2 ist^ so 
suid es audbi alle and^^ ^ten Stammwnrzeln ; denn alle finden sidi nnter den 
r för das gleiche X. Ist eine der <Tten Stammwnrzeln Zi ein r, welches ein 
^iehtquadratrest ist, so kann keine andere ^te Stammwürze! ein Quadrat^ 
rest sein; denn sonst wären es, wie so eben bemerkt, auch alle andern, nnd 
folglich auch z^. ^ 

Also, wenn eine c^te Stammwurzel ein Quadratrest ist, so sind es 

» 

auch alle andern ; und wenn eine derselben ein Niehtfuadratrest ist, sind es 
ebenfalla alle übrigen. ^ 

Das Froduct jeder geraden Anzahl von Quadratresten und Nichtquadrat- 
resten* ist nach (§• 52^ L und II.} ein Quadratrest: also ist das Froduct jeder 
geraden Anzahl von ^ten Slanmiwurzeln für jedes p und S dn Quadratrest; 
gemäfs (IV.). 

B,ew. von V. F. Nach (I.) ist für jedes gerade d 
, ^ 26. zf = &P—1. 

Setzt man nun, wie in (2.), ^ 

^ * 27. »« =®;i+r, 

po^ergiebt sich, wenn man (26.) mit (27.) multiplicirt , 

28. »*/+' = &p—r = ^p^(p — r)i 

gemftfs (V.)- » 

Bew. von VI. G. Es ist 

29. (p — zy^ = ®/i+(— ä)^ = ®/l+Ä'^ 

indem 'i(y immer gerade ist. Ist nun z eine Sie Stammwurzel aus 1 zu p, 

so ist ' 

30.. «J =± (Sj/f-j-l. 

Aber es ist • 

31. (p^zsY = &p + {-zy, 

also ist, für ein ungerades ^, ' 

82. (p-ar/ = (»P-^t = ®P-i (30.), 
und folglich kann nach (I.) p — zs eine 3 Jte Stammwürze! sein; d«m ist sie ein« 
solche, somufs nach(I.) (p — zsY = ®p — l sein; was nach (32.) derFaU ist 
H. Es ist aber auch, für jeden Exponenten ^<C^9 
33. (p-z^Y = (^p^(^z^Y «. (»P±z^s^ 
Je nachdem x gerade oder ungerade ist. Könnte nun fßr x<cSy (p-^^sY 
= &p±\ sei», so mAfete infolge (88.) 
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34. »5 = (^p±i 
sein. Dieses ist nicht der Fall; denn keine niedrigere Potenz als d von ider 
^en Stammwurzel z$ giebt zu p den Rest -f i ? was auch S sein mag; und 
wenn S ungerade ist, giebt auch keine niedrigere Potenz als d nach (II.) 
den Rest — 1 zu p: also kann r in • 

35. (p — zsY = ©/f-f r 
für kein x<^d weder ►[- 1 noch — I sein. 

i. Multiplicirt man nun (35.) mit (32.), so ergiebt dich 

36. {p — zsf^'' = (^p — r: 
also kann auch keine Potenz von p — z^^ deren Exponent >^ und <C2^ ist, 
EUJ9 weder 4-1 noch — 1 zum Rest geben. Mithin kann überhaupt keine 
Potenz von p — z^^ deren Exponent > und < 2 (J ist, zu p den Rest -f 1 
lassen ; die ^le Potenz von p — z^ läfst aber nach (32.) zu p den Rest — 1 : 
mithin ist p — z^ nothwendig eine 2(Tte Stammwurzel; gemäfs (VI.). 

Bew. von VII. K. Wenn für einen geraden Theiler d von p — 1 

27. z^^ = &p—\ 
ist, so ist, die zweite Potenz gekommen, 

38. z^ = ®;>-f 1; 

also kann alsdann dieses z eine die Stammwurzel z^ aus \ z\k p sm. 

Aber wenn 

39. d = lly. 

und schon . " 

40. z' = ®/i+l 
oder auch 

41. z' = ®jt?— 1, 

also a;^*=®/i-|-I ist, so ist z nicht eine Jte, sondern in dem Falle (40.) 
schon eine xte, und in dem Fall (41.) eine 2;fte Stammwurzel luis t tfx p. 
Dagegen giebt (40.), vermöge (39.), indBm |^J = >Lx ist, 
42. 2*^ = 2^' = {&p\iY = ©/i-f 1; 
was der vorausgesetzten Gleichung (37.) widerspricht: also kann z für.kemea 
Exponenten X, der in ^^ aufgeht, eine xte Stammwurzel sein, sobald nadiX370 
«*^ = @;> — 1 ist. 

L. Auch für kein anderes x^ welches in d nioht aufgeht, kann % dnf 
xte Stammwurzel sein, sobald die Gleichung (37.) stattfindet. Denn gesetzt es sei 

43. d == nx-i-e, , , 

WO «>>0 und <C^9 so ist, wenn z eine arte Stammwurzel, also 
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44. z' = ®p-\-i 
wäre, 

45. «■» =■ «"«+' = (©/»+!)"«' == ©;? + «'. 
Setzt man nun 

■ ■ 46". ■«' = ©^+£, 

SO ist, wenn z eine 4rte Stammwurzel^ sein soll, also* alle Potenzen mit Ex- 
ponenten ^, die <<^ sinfl,'i|i^f den Best 1 geben, a nicht = I, und folg- 
lich, da, (46.) in (45.) gesetzt, 

47.. z^ = G5/? + € 
giebt, in dieser Gleichung « nicht =^\. Dieses widerspricht der Vorausge- 
setzten Gleichung: also Icann auch für kein ;r, welches in d nicht aufgeht, z 
eine xte Stammwurzel sein, sobald (37.) Statt findet. *f 

M. Eben so wenig kann fflr ein ;; , welches \n\i nicht aufgeht, z eine 
x\e Stammwurzel sein; es sei denn, dafs x in ^aufginge. Denn setzt man 

48. icJ = nx'\-e, 
WQ «>0 und <^, so folgt, ganz wie in (JjS)^ 

49. a*^ = &p^t. 

Es müßte also, damit (37.) erfällt werde, e = i— 1 sein können. Dieses kann 
nun zwar, wenn z eine ;^e Stammwurzel ist, in 

' ' * 50. «' ^ ©/» + « (46.) 

allerdings der. Fall sein, aber nach (1.) nur für « = ^x;.denn nur «** giebt 
nach (1,J ©7?— 1. Ist nun aber « = ^;f, so ist in (48.) 

\ä = m-\-^x öder 
51. ^ == »x-f-x, 
und ;f mufs in ^ /iuf gehen. Also kann auch für kein ;;, welches in \d nicht 
aufgeht, 2r'eine Ab Stainmwurzel 4iu8 I zu p sein; aufser wenq x \n3 aufgeht. 

iV. Es*" kommt mithin nut allein auf die x an, die in J aufgehen; nidit 
auf die x^ nach (J^O? u>elche in \d aufgehen; nni auch auf alle andern nicht. 
Ist daher in der Gleichung^(6.) filr x=:j-cJ, r = — 1, und für keines 
der x^ welche. in d aufgehen^ oAn^ Rücksicht auf diejenigen, welche ia ^3 
aufgehen, weder r^-f 1, nodb rs^--*f, so kniA z fto keinen niedrigeren 
Exponeii|6n ds d eine Stanunwursel aus 1 zu p sein. Für x=^ d dagegen 
ist, wegen «*^ = ©;> — 1, notbwendig 

' 53. «^te @p+|; 

^fimä folglirii ist dann z nbtknoendig eine che Stammwonel aus \ zm f; ger- 
mäls (VIL). tiU ^ ■ 

29 
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O. Ist nicht z^ = (!^p — i^ sondern 

53. «*^ = &p-\'r, 

so ist 

z^ = ©p + r^ 

und r' ist nun = + 1 für r=-j-l oder r=— I: also ist dann ä^ nicht 

= Q}p-\-l^ und folglich z mcht eine cTte Stammwurzel. 

Werden andrerseits nicht die übrigefi^ Bedingungen von (VII.) er^ 
füllt, so ist z ebenfalls nicht eine c^te Stammwurzel aus 1 zu ;^i wenn gleich 
i5*'^ = ©;? — 1 ist. Also kann nur, yf^rmB^des zugleich Statt findet: nemlich 
z^'^ = ^p—\ ist, und die übrigen Bedingungen in (VII.) erfüllt werden, z 
eine cTte Stammwurzel aus \ zm p sein. 

Bew^^Yon VIII. P. Geht ^ mit 4 auf, so sind cT und ^ (^ beide ^ernife. 

Für jedes gerade d aber ist nach (1.), wenn z eine ^te Stammwurzel aus 1 

zu p ist, 

55. z^^ = &p — i. 

Nun ist ► Ä 

56. (p-z)^ = (^p^{-z)^ 

und, da auch ^ J gerade ist, 

57. (p-z)^^ = &p {-z^^ = &p-l (55.). 

Also kann dann p — z eine Sie Stammwurzel aus 1 zu ^ sein ; denn (57.) 

giebt (p — zy = &p-\-i. 

Es Isrst aber, wenn z eine ^te Stammwurzel aus i zu ^ ist, keine 

niedrigere Potenz z" von z als z^ weder den Rest -j- '9 noch, nach (L), den 

Rest — 1 , sondern es ist 

58. «* = &p^r, 

wo r nicht -f 1 oder — 1 ist. Dieses giebt 

59. (p — zY = &p^{^zy = &p + r: • 

folglich l&fst auch von p—z keine niedrigere als die dte Potenz zn p den 

Rest 1« Daher ist p-^-z nofhwendig eine ifte Stamm wurzel ans 1 m p, 

wenn z eine solche ist; gemftfs (VII. «•).* 

Q. Geht (^ mit 3, aber nicht mit 4 auf, so ist d gerade tmi ^i 

ungerade. Die Gleichung (55.) bleibt dieselbe; aber (56.) gi^fttst- ;. 

60. (/i— e)*^ = (3p— z^ = &P + 1 (56.): :;!?/- 

also kann jetzt p^z eine ^dte Stammwurzel aas 1 su p sein« Noft ist ii 

(58.) r für alle ;f <J nicht -f 1; blirfSs für x=|* ist r = — 1: also ist 

jetzt in (59.) r für alle x <;^ nicht -f 1, imd folglich ist p^z natAu)emd^ 

eine \Stß Stammwurzel aus 1 zn pf gemäfs (VIII. fr.)- 
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Bew. von IX. JR« a. Wenn zs eine (^e und z^ eine ete Stamm- 
wnrael aus 1 zu p ist^ so ist 

.61. zl =z &p^t und 

162. zl^&p+l, 

und keine niedrigere Potenz von 'z^ als die dte, und keine niedrigere Potenz 
von Zg als die €te giebt zu p jien Rest 1. 

A. Aus (61.) 9 80 wie aus (62.), folgt, wenn man von (61.) die tte 
und von (62.) die ^te Potenz nimmt, 

63. ar^' = ©;r+l uÄd z^/ = &p^l, 
also, Eins mit dem Andern multiplicirt, 

64: ^ (zsz.Y^ =^ (3p+l. ^t^ 

Daraus folgt, dafs das Product z^z^ eine Sete Stammtmtrzel ans 1 zu p 
sein kann* 

c* Gesetzt nun , es w&re z^ z^ schon eine Me Stammwurzel aus 1 zu p, 
wo l<iSe, so dafs schön 

65. (Äa«,/ = ©/+l 
wäre, dann aber keine niedrigere Potenz von zsz^ als die Me zu p den Rest 1 
gftbe, so mfifste ^ nolhwendig in &e aufyehen; denn wäre es anders und 

66. -äe = ^>L-f p, - 

wo (><C>t, so wäre 

67. (zsz,)^' = (zsz.r'-^^ = {zszy.{z^z,y = (G)p+ m^s^^y (58.) 

' , ■ =&p^(zsz,y, 

und da die niedrigere Potenz p als i von z^z^ nicht Qdp'\-l ist, so wäre 
nach (67.) meht (i»a«t)^^ = @f>+l. Da dies, der Gleichung (63.i wider- 
spridit, so kann in (67. und 66.)' (> nur Null sein ; mithin mufs il in ^6 auf- 
gehen und folglich in (66.) 

• 68. ^6 = 7tl 

sein. 

d. Nun lassen nur, die ^, *2S^ 3(T, «(Iten Potensei von z^^ und 

nur diö 6, 36, 3«, .... ^«ten Potenzen von z^ zu p den Rest 1; keine der 
f^eit^ m\l zwiechenlieffend^ Exponenten. Darauü folgt, dafs für kein 
Vielfamr^ z. B. ad^ von'J, wenn o<Z^ ist, för welches nadi (61.). 

69. «5^ = @^+i 

ist, xuahich in 

70. «f = ©/»-f-« 

0= 1 sein kann, sobald d und e za einander tktfl^fip^md sind. Oeiw da 

29» 
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Zg nur mit Exponenten, die Vielfache von « sind, wie re, z^* = &P'\-l 
sein kann, so mäfste (;J = t€ sein können; was nur dann der Fall ist, wenn 
a = e^ und T = d ist, indem kein Theiler > 1 von € in (T und kein TheUer 
>> 1 von (T in € aufgeht, folglich e ganz in o und x ganz in d aufgehen mufs. 
Es ist also auch, vermöge (69. und* 70.), in 

71. zfs^J^ = {z^z)^i := Q^pJ^e 

für kmn a <C.^ und auch nicht fär ein in e aufgehendes a, «= 1. 

e. Auf gleiche Weise folgt, dafs für kein a <i^^ auch nicht für ein 
in d aufgehendes a, in 

72. Ä^'ar^" = i^s^.T — &p^e 
e = l sein |jfmn. 

• f. Es kann aber immer ad oder a« ein Vielfaches von l seift', so* 
bald in (68.) «>1 ist. Denn vermöge xl = d€ (68.) mufs x, oder irgend 
ein Theiler fi von ;r, in ^ oder in e aufgehen: also ist immer, wenn man 
x = fiy setzt, 

73. v^==— 6 oder =(?..— , 

8 £ 

wo, nächst y, — oder — eine ganze Zahl ist, 4ie durteh a^^ bezeichnet wer- 
den kann.. Wäre x eine Stammzahl oder ohne Theiler, so wäre y= l und 
— = a, oder — = (T, gleich — oder — . 

y. Nun giebl (65.) 

74. («i«,)"^ = («a«*)'"' = fö/i-f 1 oder 

75. («,«.r = («,*,)<" = 0^4-1. . 

Diese Gleichungen widersprechen denen (71. und 73.): also kann in (66.) * 
nicht > l sein. Wenn aber in (71. und 72.) er = 6 oder = J ist, so'giebt 
(71. und 72.) 

76. («a^,/' = ©p+1 (64.). 
Dies ist ( 74. und 75.) geroäfs ; wo dann in (73.) a = cJ oder = b , fblglicb 
fizs=i\^ v= 1 und X=zdB ist. 

Also kann keine niedrigere Potenz A, als 3b selbst, von z^z^ tf^-p im 
Rest t geben; und folglich ist in (74.) das Product z^z^ und mlfidii andü 
vermöge (7.) r^ sobald r>> 1, nofhwendig eine ^ete Stammwurzel aus 1 zu p, 
wenn 3 und « zu einander theilerfremd sind; gemäfs (IX.). 

Bew. von X. 8. a. Wenn sr^ eine ^e Stammwurzel aus 1 lu j» 
ist und man sötzt, wie in (8.), 
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77. «5 = (3p-\-r, 

so ist, zufolge 4er Eigensdiaft der Stammwurzeln führ x = 1, 2, 3, 4, . . . . 9 — I, 
r nicht gMch 1; erst fflr x^=d ist r = l. 

b. Ist nun j? eine Zahl, von welcher die Me Potenz zu p die c^te 
Stammwurzel z^ zum Hest läfsl^, so dafs, wie in (9.)? 

78. x^ =± (^p^-zs 

ist , so giebt (77.) , wenn ,man darin aus (78.) ar^ = ar* — ®p setzt , 

79. ar«^ = ®p:fr = ^,, 

und folglich ist, vermöge (o.), für die Exponenten A, 3A, 3A, (c^ — l)il 

von X in (79.) r^nicht gldch 1. 

c. Nun giebl (79.), für eine belid)ige Zahl /w>>0 <A, 

80. J?*^+^ = ®;>-fra?^= «Jay. 
Käme nun unter den verschiedenen Werthen von r in (77.) irgend ein Rest 

81.. r = V-^ — ®/i 
vor, so wäre 4n (80.) , ... 

82. z^.xf' = ©/^-f^r^A-.a?^ = ®p+a?* = ©p + ^^a (78.): 
also mflfste, da p nicht durch 2r^ theilbar ist, ® mit i^^ aufgAen^ Und^ es wäre, 
wenn man (82.) mit z^ dividirt, 

83. iip*ay*= ®;>-f^l, 
oder,- da arj = ar*^ — (S/i ist (79.) , 

84. ar'^-^+A- = ®;>+l. 

rf. Es ist aber "der Exponent xA — (iL — ^) <C (JA, weil ^ < A nnd 

in (77.) x<^d ist: also gäbe eine niedrigere Potenz von x als a?^* schon 

zu /9 den Rest 1, und folglich wäre dann x keine Idle Stammwurzel aus 1 zu p. 

• e. Ist dagegen unter den Resten r in (77.) keiner weder =zx^ — &p, 

nöbh =?a?^— ®/>/ =r^^—®p, =x^^\—&p, also auch nicht =^x^f'—&p, 

so ist in (ßO.y rx^ nicht=^x^ = <^p^zs, folglich findet die Gleichung (82.), 

■ 

und mithin diejenige (83.) nicht Statt, und folglich ist ancb alsdann keine 
niedrigere Potenz von x als x^ gleich &/f-\-i. 
f. Ist X == (J, so ist in (79.) 

85. ipW = «J = @;»-|-|, 

also 

86. r = 1 

nnd folglich in (81.) 

87. l—f* = 
und in (83.) 

88. *" = ©/»+!; 
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aber keine niedrigere Potenz von x aU cc^^ giebt &p-\- 1. Mithin ist, wenn 
r weder = ar' — ©/?, noch =ar^ — ©/?, noch =ar^— -(^/i, .... bis sra 
0^-* — ©jt? ist, a: eine l5\e Stammwurzel aus I zu p; gemäfs (X.). 

§. 67. 

Lehrsatz. 

I. Wenn man für eine dte Stammwurzel z^ aus \ zu ^ 

1. z*^, z^,z;p....z^S zj = @p + (r,, r^^Fj, .... r,ui, v,^) 
Mtzt, und es ist X irgend ein Theiler von ^, so ist 

2. rJ+rJ + r,HrH----+ri=e>/;/ 
das heifsf, die Summe der Iten Potenzen der Reste r in (1.) geht mit p auf. 
IL Das Product der Reste r in (1.), itiiV p dividirt, Idfst, wenn 
d ungerade istf -f-l, und wenn ä gerade ist, —1 zum Rest; das 
keifst, es ist 

3. Fi r, 1314 r^ = C^p-f 1, wenn d ungerade und 

4. rir2r3r4. . .. r^ = ©p — 1, wenn d gerade ist. 

in. Zu jeder dten Stamm würzet zs (^=2 ausgenommen) giebt 
es eine zweite dte Stammwurzet x^ , und nur eine, welche, mt Jener 
muliipticirt und das Product durch p dividirt, dm Rest 1 gieht, so dafs 

5. za.x^ = ©p-f 1 
ist Die Stammwurzeln sind also immer zusammengehörige Zahlen 
für 1 arti p. 

IV. Das Product aller dten Stammwurzeln, für Jedes d^, das 
einzige d = 2 ausgenommen, für welches es nur die einzige Stammwurzel 
p— 1 giebt, ist = ©?+ *• 

Beispiele. (Aus Taf. I.) Zu L Für die (J = i:2te Stammwuiawl 

9^ s:^. 39 aus 1 znp ist die Summe der Reste zu den Iten, 2ten, 3ten, .... (ften 

Potenzen von z='2% 

6. 29 + 48 + 50+47+31 +60+ 32 4- 13+ 11 4-144. 404-1 =366=.6./i, 
und geht also mit p auf. 

Ein Theiler X von d ist z. B. 4, und die Summe der A=r4ten Po- 
tenzen der Reste (6.) ist, wenn man die Zahlen r in (6.) in der obersten 
horizontalen Zeile der Tafel aufsucht und die zugehörigen Zahlen der vierten 
horizontalen Zeile nimmt, 

7. 47 + 13 + 1 +47+ 13+ 1+47 + 13 + 1+47 + 13 + 1 = 244 «=:4.;i. 
Diese Summe geht also ebenfaUs mit p auf; gemfifs (L). 
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Zu n. Das Ptrodutt der Reste r in (6.) findet sich wie folgt: 
29.48 =^@/r-f 50; 50.50= — 11. — 11 =®/»-f60=@;»— I; —1.47 
= ©p — 47=G;?-f-l4; 14.21 =©|»-f- 50; 50.6Ö =— 11 . — l = @/>-f II; 
U.32 = ©^-(-47; 47.13=(?J;>-f 1 ; Ml=@;»fll; 11. 14 =©;»-{- 32; 
32.40=©;»— 1; — l.-f 1=©;» — 1: also ist fll^ das ^«rarf« d—i"} das 
Product der Reste r gleich CJ/> — 1 ; gemäfs (4.). 

Fflr das ungerade d = 5 sind z. B. von der 5ten Stammwnrzel zg •= 20 
die Reste der Iten, 2ten, 3ten, 4teD und 5ten Potenz, der Tafel gemdfs« 
r = 20, 34, 9, 58 und 1 . Ihr Product ist 20. 34 = ©/? -|-9 ; 9. 9 = 0/» -f *Df|;: 
20.58 — @/»-f- 1 ; 1 . 1 =©^-f- 1 : also ist für das ungerade i^— 5 das Pro- 
duct der Reste r gleich @/»-f M gemfifs (3.). 

« 

Zu JII. Die (^= loten Stammwurzeln z. B. sind 3,27,41 und 52, 
und es ist 3.41 = 2./>-j-l und 27.52 = 1404=23./».+ !; gemfifs (III.). 

Die <J = 15ten Stammwurzeln sted 12, 15, 16, 22, 25, 42, 56, 57 und es 
ist 12.56 = 672 = ll./»-f-l; .15.57 = 855= 14.;»-^- 1; 16.42 = 6*i== 
11.^4-1 und 22.25 =550= 9.;»+ 1; gemäfs (III.). 

Zu ly. Die d = 5ten Stammwiirzeln sind 9,20,34^58. Ihr Product 
ist 9.20= @;»-*3; — 3.34 = ©;»— 41 =©;»-f 20; 20.58=— 41. — 3 
= 1 23 = ©/» + 1 ; gemäfs (IV.). 

BeAveis von I. A. Nimmt man von (1.) die Summe der kien Po- 
tenzen, so ergfiebt sich 

8- •«H<+*5'+«?+-- + *? = ®P-\-r\-\-ri-\-rli.r\-{-....-\-rl. 
Aber es ist, vermöge der Eigenschaft der Stammtüurzeln , 

9. »^ = ®;i + l und zf = &pi^i, 
also, da z^=='&p'^rs srfn soll, 

10. t*^ = 1 «öd rj == I. 
Dies in (8.) gesetzt, giebt 

11. «',+<+^/+<--+«r"H@P+l =rj+r^+rj + rj.... + rt.+l. 
B. Nun ist 



12. i+4+^5^+^3H-.-+^r^' 






wie erhdlet, wenn man diese Gleichung mit z^ — i multipIidrL 

Aus (9.) ist »I — 1 =*®p, also — — r- = ^ . und es mufs, da p 
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nicht mit Zg—l aufgeht, & mit zg — 1 aufgehen und folglich 

ad''— 1 

13. ^ • = ©» 

^3 — i 

sein. 

C. Dieses giebt in (12.) 

14. H-4+^jH*J'4--.-+4'-"'.=^ <^/? 

undin(ll.)©;»4-©^ = rJ+r^-^r^^-....-f-r^,-f l,oder,dal = rjisl(10.), 

15. ri+rt + r^+rH.... + '1., + r^, = ©f»; 
wiß (1.). 

Bew. von II. D. Multiplicirt , man die Gleichungen (1.) mit einander^ 
so ergiebt sich 

16. »•+'+'+*+••• •+^-'. «^ = ®;»+rjr,r,....ra_.ra 
oder, da «J = ®;?+1 (9.) ist, 

oder. 

.18. 2f*-'> = ®;> + r,r,r,....r5_.ra. 

n. Ist nun ä nnfferade, also J— 1 gerade, ^o giebt (18.), wegen 
5^^=®p+l (9.), (®p + l)^^^""'^ = ®;' + n^2r3....ra oder . 

19. rir2r^....rs = (S^p+1-; 
gemäfs (3.). 

b. Isid gerade f also (T— 1 ungerade^ seist ä*^ = ®/i— 1 .(§r66,J.); 

also giebt dann (18.) (©;> — l/"* = ®;i-f r^r^rj r^ und,, da <J — 1 

ungerade ist, 

'20, r^r^r^ r^ = ®p — 1 ; 

gemäfs (4.). 

Bew. von II L E. Gemäfs ($.47. I.) giebt es zu jeder derZablefi 

21. z = 2,3,4,5,.... »—l 

eine zweite, von z^ verschiedene Zahl z^ aus derselben Reihe, und nur eine, 

für welche 

22. ZiZ2 = ®;i-j-l 

ist. 

F. (22.) giebt für Jeden beliebigen Exponenten x 

23. 2?««« = ®p^U 

Ist nun 2^1 eine cTte Stammwurzel aus 1 zu ;?, so ist vermöge ihrer Eigen- 
schaften, wenn man 

24 z1=&p-\-e _ 

setzt, «für ;;=: 1,2,3,4, .... J^l ni€ht=^l^ für ;^ = d aber noMiraiiirf-ssl. 
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G. Setzt man andrerseits 

25. zl = ©;> + «, 
so ist aus (24. und 25.) 

26. z\%\ = {^f'\-e){(^p\^) = ®p + «£ 

und vermöge (23.) 

27, ö« = ®p + l. 

Ä Da nun nach (F.) « ffir ;^ = I, '2, 3, 4, 8 — 1 nicht = I ist, 

so kann auch gemäfs (27.) 6 für x = 1, *>, 3, 4, .... $ — 1 nicht = 1 sein; 
denn wäre €=1 für eines dieser x, so wäre ee nicht =i &p-\'l^ wie es 
sein soll, sondern = ©;?-}-«• 

Da ferner nach (F.) für x = 8, e nothwendig =1 ist, so ist auch 
vermöge (27.) für x = (y, € nothwendig =1; denn wäre * nicht =1, so 
wäre nicht e€=&p'\'l^ wie es sein soll, sondern =^®p-\-e. 

L Es mufs also in (25.) für x = 1, 2, 3, 4, ä— I , e nicht = l 

und für x = cT, c ifleich 1 sein, und deshalb ist Z2 nothwendig eine ^le Stamm- 
wurzel, wenn Zi eine solche ist. Mithin giebt es nothwendig zu jeder ^en 
Stammwurzel z^ = zs eine zweite z^ = xs^ welche, mit jener mnltiplicirt und 
das Product durch ;r dividirt, den Rest 1 giebt. 

K. Und zwar giebt es nur eine solche: denn gäbe es eine zweite z^^ 

ffir welche 

28. z^Zi = ®/i+l 

wäre, so wäre 

29. aus (22.) z^z^z^ = '®/i + ä3 

30. und aus (28.) ZiZ^z^ = ®/>-f"*2- 

Da (i$9.) und (30.) sich widersprechen, wenn nicht Z2 = Zi ist, so kann es 
keine zweite zu Zi gehörige Stammwurzel geben. 

Dieses zusammen ist was (III.) behauptet und es folgt, dafs die Stamm- 
wurzeln zusammengehörige Zahlen für 1 zu p sind. 

Bew. von IV. L. Wenn sj eine der ^ten Stammwurzeln aus 1 zu 

p ist und man setzt 

31. «5=®;i4.r,, 

so sind nach (§. 60. II.) die Reste r für diejenigen Exponenten x, welche zu 
d theiler fremd sind, alle die dien Stammwurzeln zs selbst. 

Bezeichnet man also die zu d theilerfiremden x durch X|, xj, X3, .... 
und die in (31.) zugehörigen Reste durch Ti , r, , r, , . . . . , so dafs f&r irgend 
eine der ^ten Stammwurzeln zs 

30 
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32. 



«^' = 


= ®P+r,, 


«a' = 


= ®;»+r,, 


• • • 


= ©/»-!- r,, 



34. «J^ = @p-\-ririr^r^ , 



ist, so sind die r in (32.) alle die Jten Stammwurzeln zs selbst 

M. Multiplicirt man nun die Gleichungen (32.) mit einander, so er- 

giebt sich 

33. 3tj.+^+«3+*4+ ••• = @p'\-rir^r^r^.... 

^un ^eht aber nach ($.65. IJ.) die Summe ^i-f ^^f ^s-f"^«-***) ^^^ 
zu der Zahl J theilerfremden Zahlen , J == 2 ausgenommen , mit d auf, also 

giebt (33.) 

34. z, 

und da vermöge der Eigenschaft der Stamm wurzeln z^ = ®p-^ \ ^ ßlso auch 
zf = ®p-\^t ist, so giebt (34.) 

35. rir2ryr^ = &p-\-l'^ 

das heilst : das Product aller (hen Stamm wurzeln r i , r, , r, , r« , aus I 

zu p \s\ =@P'\'i. ^= i ist ausgenommen, für welches <t es ntrr die ehu 
Stammwurzel p — 1 giebt. 

. Anm. A^. Immer, wenn bewiesen werden soll, dafs 2: z.B. eine Ae 
Stummmurzel aus 1 zu der Stammzahl p sei, ist nicht zu flbersehen, dals 
deshalb, weil etwa sich findet, die c^t^ Potenz von z durch p dividirt lasse 
den Rest 1, das heifst, die Gleichung z^ = ®p'\~i werde erfüllt, z noch 
keineswegs noihwendiy eine die Stammwurzel aus 1 zu p sei. Es muls viel- 
mehr immer noch besonders bewiesen werden, dafs keine niedrigere als die 
Jte Potenz von z^ durch p dividirt, den Rest 1 Iflfst; denn dies ist die zweite 
Bedingung fflr Stammwurzeln. 

8. 68. 
Lehrsatz. 

I. — 3 ist Quadratrest zu alten Stammzahlen p = 6 n -f I und 
yiicAtguadratrest zu allen Stammzahten p = 6n — 1. 

II. -|- 3 ist Quadralrest zu allen StammzaUen p = 1 2 n-{- 1 ^md 1 2n— 1 
und ]Micklquadrairest zu allen Slammzahlen p= 12n4-^ ^^^ ^^^ — 5. 

HI. Setzt man für die Slammzahlen p == en-f I 

1. i" = ®p — 3, 



i 
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wo z die beiden Werthe z und ip—z Aat, so sind ^ die beiden dritten 
Stammwurzeln X3 aus \ zu ^: 

2. Xj = i(z — 1) oder ^(p — z— I) und 

3. X3 = p-i(z+l) orf^^(p-j-z-l). 

IV. Die beiden sechsten Stammwurzeln x^ aus \ zu ^ sind 
um I gröfserj also 

4. Xo = 1(2+0 ^^^'^ i(p — 2+0 wnrf 

5. X6 = p — i(z— I) oder i(p+z+l). 

Beispiele. Zu I. und III. Wie ans der am Ende dieses Bandes 
angehängten Tafel zu ersehen, ist 

1. —3 QmdraWesl zu p= 5 713 19 3137 43 6167 73 79 97 = 6fi+l, 

g ^ 2. und mcUqmdrafresi zu p = 1 1 17 23 29 41 47 53 59 71 83 89 lOl » 6«— 1, 

3. +3 ist QuadrairesX zu fi = 11 13 23 37 47 59 61 71 73 83 97 >Bl2ft±i, 

4. und 2VicMr/ifadra»»'e«( zu p = 5 7 1719 29 314143 53 67 79 89 101 . ... a=12«±5. 

. Zu III. 1. Nach Taf. I. ist 27^=®;i + 58 = ®/i — 3 und 34* = 
®;> + 58 = ®/> — 3, also hat für ;> = 6I=6n+I, z in (1.) die beiden 
Werthe 27 und 34. z^'H giebt nach (2. und 3.) 0:3= ^(27— 1) = 13 
und 0^3 = 61 — i(27+l) = 61 — 14 = 47; i» = 34 giebt ebenfaUs x^ = 
i(6l— 34 — 1)= 13 und j?3 = ^(61 + 34— 1) = 47, und 13 und 47 sind, 
wie die Tafel zeigt, die beiden dritten Stammwurzeln aus 1 zu p. Die beiden 
sechsten Stamm wurzeln aus \z\kp, der Tafel nach l4 und 48, sind um 1 gröfser. 

2. Für;>=43isl 13' = ®;> + 40=®;> — 4 und 30^ = ®/i + 40 = 
®;i — 3; also hat hier z in (1.) die beiden Werthe 13 und 30. «=13 giebt 
nach (2. und 3.) X3=i(l3 — l) = 6 und 0^3 = 43 — i(l3 + l) = 43— 7=36, 
und «=±=30 giebt arj = |(43 — 30 — 1) = 6 und 3:3 = j^(43 + 30 — 1)= 36, 
und 6 und 36 sind die beiden dritten Stamm W4irzeln aus»^L zu p. Die bei- 
den sechsten Stammwurzeln aus I zu p sind 7 und 37, also um 1 gröfser. 

Beweis. A* Ffir die dritten Stammwurzeln aus \ zw p ist 

7. x' = (^p^\. 

Von den drei ganzzahligen Werthen >>0 und <Zp9 welche x fflr diese 

Gleichung nach ( §. 54.) haben kann und von welchen x=: i einer ist, sind 

nothwendig die beiden andern, >> t, dritte Stammwurzeln aus \ zn p, weil 

die zwei Zahlen 1 und 2 mit 3 keinen Theiler >> 1 gemein haben und also 

nach (§. 63. I.) zwei Stammwurzeln, folglich zwei Werthe von xr I> 1 Statt 

finden mflssen, die der Gleichung (7.) genngthun, und die also die beiden an^ 

dem gannahligen Wurzeln der Gleichung (7.) sind , welche es aufser x^sst 

geben kann iisd Uer also geben mufs. 

30» . 
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B. Die beidSn Wurzeln, ;> 1, von der Gleichimg (7.) sind diejraigen 
der Gleichung 

denn (7.) giebt 

9, x^—l = (ar — l)(a?^-f a?-{-l) = ®p, 
und dieser Gleichung wird zunächst durch x= 1 und dann durch die beides 
Werlhe, welche x in (8.) haben kann, entsprochen. 

C. Löset man nun idie quadratische Gleichung (8.) auf die gewöhn* 
liehe Weise auf, so ergiebt sich x= — i±|/(i— l-j"®/') ®^®^ 

10. X = -=i±i;p^=:3) 

Diese beiden Werthe von x, welche (10.) ausdrAckt, sind also die beiden 
dritten Stammwurzeln >> 1 aus t zu p. 

D. Geht nun p—\ mit 3 auf, und mithin , Asl p — 1 immer geraie 
ist und folglich zvglÄch mit 3 aufgeht, mit 6 (§. 26.)) so dafs p von der 
Form ;?=:6ii-f I ist, so giebt es nolhwendig ganzzahlige dritte Stammynir« 
zeln aus 1 zu p; denn es giebt deren nach (§. 58. I.) fßr jeden Theiler d 
von p—^^ also hier auch far J = 3. Daraus folgt, dafs der Ausdruck in 
(10.) von X ganze Zahlen geben mufs. 

E. Dieses aber ist nicht anders möglich, als wenn &p — 3 ein Quadrat 
und folglich —3 ein Quadratrest zu p ist. Denn wäre ®/i — 3 nicht ein 
Quadrat, für kein ® , so wäre &p — 3 eine irratiotuile und folglich x keine 
ganze Zahl. Also mufs nothwendig nach (1.) 

11. z" = &P — 3 
und also in (10.) 

1^, X = — - — 

sein. 

F. Mehr, als dafs &p — 3 ein Quadrat z sei , ist aber auch in (10.) 
nicht nöthig, um die beiden Werthe von x zu ganzen Zahlen zu machen. 
Denn der Gleichung (11.) thut auch ebensowohl p — z eis z ein Genüge; also 

ist auch in (10.), ebensowohl wie iif (12.), x = — ~=-^ ist, auch 

13. X = -<+(/» - g). 

Ist nun z ungerade, so sind in (12.) z— 1 und —z—l=^ — («-{*1) 
beide gerade, und folglich sind x zwei ganze Zahlen. Ist z gerade, so ist 
p — z ungerade, und es folgt auf dieselbe Weise, dafs dann die jt in (13.) 
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zwei gaiize Zahl^ sind. Es gilt (12.) fQr den ungeraden^ (13.) für den 
geraden Werth von Zf und so geben denn anch^ die beiden Gleichungen (12. 
nnd 13.) nicht etwa vier verschiedene Werlhe von x, sondern nur dieselben 
zwei Werthe. Denn ist in (12.) z ungerade, so mufs man fflr (13.) den 
geraden Werth von z nehmen, welcher p — z ist, und dadurch reducirt sich 

(13.) auf x= -t±(P^Jy'-^0 ^ -i±^ ^ welches Z>fl**^/Ä« wie (12.) ist. 

Ist in (13.) z gerade, so mufs man fflr (12.) den andern,^ ungeraden Werth 
von z setzen; welcher p — z ist, damit so alle verschiedenen Werthe inRech- 

nung kommen; und dadurch reducirt sich (12.) auf x = =^'- ^; welches 

Dasselbe wie (13.) ist. 

Bis hierher folgt also, dafs für Stammzahlen p=^6n'\-i^ — 3 noth- 
wendig Quadratrest sein mufs und dal^ dann 

14. x^ = ^{z — l) oder i(p — z—l) 
und x^ = —^{z-\- 1) oder — i(/> — ar-f-l), oder, was dasselbe ist, 

15. a;, = p-^(z^\-l) oder p-^(p-z-]-l) = ^(p-\-z-i) 
die beiden dritten Stammwurzeln aus 1 zu /^ sind ; wie es (I.) und (III.) behauptet. 

£!. Ferner sind die 6ten Stammwurzeln arg, aus 1 zu p, da 3 eine 
Stammzahl ist, nach (§. 66. VI.) =p — z. Man findet sie also, wenn man 
die x^ (2. und 3.) von p abzieht. Dieses giebt die Ausdrücke (IV. 4. und 5.) 
von x^. Die sechsten Stammwurzeln aus 1 zu /i sind, wie (4. und 5.) zei- 
gen, um 1 gröfser als die dritten. 

H. Ist p von der Form 6» — 1, so geht p — 1 = 6» — 2 nicht mit 
3 auf,^und folglich giebt es für ;e? = 6ii — 1 keine dritten Stammwurzeln aus 
\ 2u p. Es gOübe aber dergleichen vermöge ^10.), wenn — 3 auch für die 
Stammzahlen /i = 6 n — i Quadratrest wäre. Also kann — 3 für solche 
Stammzahlen kein Quadratrest sein. Und da nun Jede Zahl entweder Quadrat- 
rest oder Nichtquadratrest ist, so ist — 3 für alle Stammzahlen p=6n — 1 
nothwendig Nichtquadratrest; gemäfs (I.). 

/• a. Nach (§.50. I.) sind für Stammzahlen ;;=:4it-f 1, für welche 
also p — 1 mit 4 aufgeht, die zeichenfreien Werthe der positiven und der ne- 
gativen Quaäratreste dieselben. Nun ist — 3 Quadratrest zu den Stammzahlen 
|i = 6n-f 1 OO? för welche p—i mit 6 aufgeht. Geht also p—i mit 4 
und mit 6 zugleich auf, so ist auch -f 3 Quadralrest zu p. Jenes ist der 
Fall für /!.= I2ii-f- 1; also ist zu den Stammzahlen ;i = 12it-f 1, -f3 Qua^-» 
dratrest; gemdfs (IL). 
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b. Eben so sind nadb (§. 50. I.) fflr Stammzahlen ;i=:4ii-f i, lür 
welche also Z' — 1 mit 4 aufgeht, die zeickenfreieii Werthe der positiven und 
der negativen Nicht i/nadratreste dieselben. Nun ist — 3 Nichtquadrfltre^t n 
den Stammzahlen /y ===611 — 1 (I.)) für welche P'\'\ mit 6 aufgehl. Geht also 
p—\ mit 4 und zugleich p A- 1 mit 6 auf, so ist auch -f 3 NicAl^adrmfret^ 
zu p. Jenes ist der Fall fflr /?= l'in-\'5: also ist zu den Stammzahlen 
p= i2n'\'D^ -{-'i Nichtquadralre^ft ; gemfifs (IL). 

c. Nach (§. 50. II.) sind fflr die Stammzahlen ;? = 4ii — 1, fflr welche 
p-\ \ mit 4 aufgeht, die zeichenfreien Werthe der negativen NicAtquadraU 
reste die positiven Quadrat res fe. Nun ist nach (I.) — 3 JSiektquadratrest 
zu den Stammzahlen ;9 = 6n — 1, fflr welche /? -f ' ^^^ ^ aufgeht. Gedit also 
p — 1 mit 4 und mit 6 zugleich auf, so ist -{-3 Quadratrent zu p. Jenes 
ist der Fall für ;? = 12»— I: also ist zu den Stammzahlen p = 12»— I, 
-f 3 Quadratreftt; gemäfs (II.)- 

d. Endlich sind nadi (§.50. II.) für die Stammzahlen ;^ = 4i|— 1, 
fflr welche p-\'i mit 4 aufgeht, die zeichenfreien Werthe der negativeä (^iiii« 
drafreste die positiven Nichtquadratreste. Nun ist nadi (L) — 3 Quadrat^ 
rest zu den Stammzahlen /; =a6»-f 1 9 für welche also p — 1 mit G^ufgehL 
Geht also pA^l mit 4 und zugleich p-^i mit 6 auf, so ist 4^3 Nkätfua^ 
dratresf zu p. Jenes ist der Fall für ;9 = 1 2 n — 5 : also ist zu den Stamm- 
zahlen ;?=l2ii — 5, 4"^ NicAtquadratrestf gemafs (IL). 

Zweiter Beweis von I. und II. K. Nach dem Cegeneeifigkmt^ 
gesetze ßkr Quadratreste (j^. 49. II. ) sind zwei Stammzahlen p und q zu 
einander zugleich positiver Quadratrest oder positiver Nicktquadratresti| wenn 
p und q nicht beide von der Form 4n— 1 sind; und zugleidi positiver Qgair 
dratrest und positiver Nichtquadratrest, oder umgekehrt, wenn hmde rÖ^%^ 
Form 4ii— i sind. Nach (49. 1.) aber ist, wenn z. B. p Quadratrest n q 
ist, also in ($.49. 1.) die Stelle von r einnimmt, 

16. /i^^-'>= ®y-f 1, 

und wenn p Nichtquadratrest zu q ist, also in ($. 49.\) die Stelle von f 

einnimmt, 

17. p^^-'^ = ©y— I. 

Also im Fall p und q nicht beide von der Form 4n— 1 sind, ist nach den 
Gegenseitigkeitsgesetz : 

18. Zugleich p^^^'^ = ®^f+l und y*^-'> ^ &p^t nni 

19. Zugleich ;»*^^-'> = ®y— 1 und y*<''-»> = ©/^—l. 
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Sind p und ^ bdde von der ^rm 4ii— 1, sa ist 

80, ZygMeh />*^^-"> = ©y + l und ^'^ = ®/!>— I und 
^ 21. Zi^y/«V?Ä />*(^-'>'= ®^— 1 und 9*^'^-'> = ®/» + 1 . 

L. Nun ist die Zahl 3, von welcher man wissen will, zu welchen 
Staiftnsahlen p sie Qoadratrest oder Nichtqnadratrest sei, ebenfalls eine Stmnm^ 
zahl: es gilt also von ihr, p gegc^fiber, das Gegenseitigkeitsgesetz und man 
kann sie statt y setzen. Dieses giebt 

a. In (18.) 

22. /f*<*-'> =;i = ®.3+l: * 
also, wenn itnSchst p von der Form 3(^-|- 1 oder 3n-|- 1 ist, so ist nach (18.) 
zugleich 3*^-'> = ®;i+ I, und folgUch ist nach (;§.49, I.) +3 Quadratrest 
zu p. Aber es kommt für (iS.) zugleich darauf an, da& p und y mcht beide 
von der Form 4it— 1 sind. Hier ist 3 = y von der Foiin 4«— I, also gilt 
(18.) nur, wenn p von der Form 4ii4-i ist. Mithin mufs p zugleich von 
der Form 3it-f 1 und vdta der Form 4n-f 1 sein, folglich "Von der Form 
12114-I9 wenn -f-^ Quadratrest zu p sein soll. 

b. Setzt man in (19.) 3 statt ^^ so ergiebt sich 
H ^ 23., p^'-'"^ = ;, == ®.3-l: 

also, wenn zunächst p von der Form 3® — 1 oder 3n— ^1 ist, 00 ist nach 
(19.) z^eich 3*<^*> = ®;i — 1 und folglich +3 nach (§.49. 2.) Mchlqua-^ 
dralrest zu p. Aber 'es mufs wieder, wie vorhin, p zugleich Vbn der Form 
4it-|-l swn, weil y = 3 von der Form 4ii — 1 ist und, wenn (19.) Statt 
finden soll, p und q nicht beide von der Form,^4n— 1 sein dürfen. Also 
mufs p von der Fowä 3«— 1 und zugleich von der Forni 4114- l,.also von 
deg Form 12ii^5 sein, wenn -f 3 Nichtquadratrest zu p sein soll; denn 
zu 12ii-f 5, i addirt, geht mit 3, und 1 davon abgezogen, geht mit 4 auf. 

c. Setzt man 3 statt q in (20.), so ergiebt sidi ^ 

24. /^K^') =;i = ®,3+l, 
also, wenn zunichst p von der Form 3 11 *f 1 ist , so ist nach (20.) zugleich 
3i(p-i)_@^_ 1^ rflo nach (§.49.«.) -f3 Mchtquadra/rest zu pf aber 
nur insofern p zugleich, eben wie 9 = 3, von der Form 4ii — 1 ist; der 
Bedingnng ffir(20.) gemftfs. Wenn also /i von der Form Sit-j-l und 4ii— l 
zugleich ist, so ist -f 3 Nichtquadratrest zu p. Dieses giebt die Form 
12 II — 5 ; denn 1 davon abgezogen geht mit 3, und 1 dazu addirt, mit 4 auf. 

d. Setzt man endlich 3 statt 9 ia (21.), so ergiebt sidi 

25. /^^-'> =J^ = ®.3 — 1, 
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also, wenn zunSdist p von d^r Form .3ii— Ivist, so ist nach (21.) zMgUuA 
3Kp-i) = @^-|-1^ also nach (§. 49. 1.) -f 3 Quadratreat zn p; aber nar 
insofern p zugleich, el>en wie y = 3, von ^ev Form 4n — 1 iat; der Bedii^ 
gung fär (21.) gemdfs. Wenn also p von der Form 3n — 1 und 4u — i 
zugleich ist, so ist -\-\\ Quadratrest zu p. Dieses giebt die Form t2ii«-l; 
denn, 1 dazu addirt, geht mit 3 und mit 4 auf. 

e. Zusammen also ist nach (n. und li) und nach (h. und c") 

26. -|-3 Quadratresl zu /i , wenn /? von der Form 1 2ii-[- 1 oder 1 2n — 1 ist und 

27. -f 3 Nichlquadratrest zu />, wenn ;? von der Form I2ii-f 5 oder l *2n — 5 ist ; 
gemäfs (IL). :r. 

M. Zu welchen Stammzahlen p, — 3 Quadratrest oder Nichtqaadmt-, 
rest sei, kann man auf den Grund dessen, w%s so eben fOr -{-3 gefunden 
worden ist, aus dem Lehrsatze (§. 50.) abnehmen. 

a. Nemlich, nadi (§. 50. L) sind die z^ehenfreien Werthe der posi- 
tiven und negativen echten Quadratreste und Nichlquadratreste für alle Stamm- 
zahlen ;?=4ii-f 1 dieselben. Von der Form 4ii-f l sind in (26. un^27.) 
die Formen 12ii-[- 1 nnd 12n-)-5. Also ist zu ;i=12»-}-l, eben wie -f ?i 
auch — 3 Quadralrest, und zu /n = 1 2 n -j- 5, eben jvie -f 3, aifth -^ NidÜ^ 
guadratrest. 

b. Nach (§.50. IL) geben fär alle Stammzahlen p^=^n — 1 die po* 
sitiven Quadratr0ste die zeichenfreien Werthe der negativen Nichtquadratreste und 
die positiven Nichtquadralreste die zeichenfreien Werthe der negativen Quadrat- 
reste. Von der Form 4ii— 1 sind in (26. und 27.) die Formen I2ii— I 
und 12n — 5. Also ist zu p^= Vin—\^ —3 Niektfuadratr^st und m 
p=12n — 5i5 —3 Quadratresl. ^ 

c. Zusammen also ist zufolge (a. und bJ) — 3 Quadratrest bu p = 
12n-f 1 und^/i=12ii — 5, und NicAtguadnUrest zu /?=12ji-|-5 und 
p = i'2n—l.** Die Form Gn-j-l drückt, wenn man 2» und 2n-^l statt» 
setzt, 12n-fl und 6(2n — 1)4-1 = 12n — 1 zugleich aus. Eben so drfldrt 
die Form Gn— 1, wenn man 2ii-j-l''und 2n stutt iWsetzt, 6(?ii4-|) — l 
= 12« — 5 und 12n — 1 zugleich aus. Also ist, kärger: 

28. — 3 Quadratresl zu p, wenin p von der Form 6ii-f 1 ist und 

29. — 3 Niehtquadratrest zu p, wenn p die Form 6ii — 1 hat; 
gemSfs (L). 

Man kann indessen die Resultate für —3 auch wie folgt direct am 
dem Gegenseitigkeitsgesetz entnehmen. 
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N. Da y = 3 von iler Form 4ii— 3 ist, so gellen (18. und 19.) 
nur für p = 4ii.-f 1 > J)nd:4:(20. und 21.) nut fllr ;> =4it— I. 
* ; a. "Ist im» p^=zin-\'t^ s^ ist ^(/9 — l)=:^.4it = 2ii eine fferade 
Zahl, also ist (— 3)^!^ = (+ 3)*^'^ Für die p, welche die Farm 4ä4.1 
haben, kann man aBo — 3 statt -f- 3 setzen: also zu allen den p =:4n'\-i^ 
zu welchen -f 3 Quadratrest oder Nichtquadratrest ist, ist es auch — 3. In 
(L. Ä.) ist ;? = 4n-f-l, und 4*3 ist Quairabrest zu ;^= I2n-f 1, also ist 
auch ---3 Quadrairest zu p == 12ii4'^- ' » 

In {L. *.) ist ;i=:4»-j-l xakA-^^^NtehU/umiratrestva ;i= r2it-f 5, 
also ist auch —.3 Nicht(|uadrali(yat zup = 12it-|-5. • 
^ *. h!^p = ^n^\^ S04st i(j^-^l) = i^ii— 2)==2ii— 1 eine wi- 

^^arf^ Zahl, also ist (— 3)*^'^'^ = — (+ 3)*^"\ und folgHch ist, wenn (4-3)*^*> 
= ®/>-j-l ist,.(— 3)*^'^ = ®/! — 1; und umgekehrt. Zu allen p^i^n—i 
also, zu vAlchen -f 3 Quidratrest ist, ist — 3 Nicht^dratreät; und umgekehrt. 

In (L. c.) ist ;^:;=4n-ftl, und 4-3 \sl^id^quüdratre$t zu/i= 12n— 5; 
also ist —3 QuadrMtrest zu f^==12n — 5. ^ ^ 

^ In (L. rf.>ißt Jfc = 4n— 1, und -f 3 h\ Quqdratrest zu |^= |2ii«-l; 

alsid^ ist«»— 3 Nicht^uädratrest zu p = 12n — 1. 

c. Zusammen üso ist hier nach (n. und 6.) —3 Quadratrest zu 
p=12n-f 1 und j9 = 12f|;— 5'Und NicAtq^adratrest zu |^=l?ii-}-5 und 
p=:12ig_l; eben wie In (ilfe O^ " '. / ' • 

Anm. O. In (fi. und 'C) kominil eine Äliwenflung den* 'AuflSsui^ 
einer gewöhnlichen algebraischen Gleichung auf^inen Zddensitc. rm ; ' !n di^m 
zweiten Beweise eiÜib Anwendung des ^egenseitig^eitsgesetzes. * • T 



V 



^. 69. • - .. 

.• Lehr|atz. * * ^ 

I. 4-5 ist Quadrtiirest ^zu üUen SUlmmzahlen p=10ft-f 1; 
jedoch nicht zu diesen nUein. Es ht also) u^enn ffion 

♦ 1. i^'L= ®p4-5 ^ ^ . 

setzt, wo z die zwei Werth» % u0d p— z odef -{-z und'^^M hat, % eims 
ganze Zahl ^0 <i^ — I. 

IL Femer i^ dann auch für üe beiden Wekhe von z in (1.) * 
2. 2z'— 10 Quairalrest ssu p, für p=10n4-U 
nicht aber für andere SUmmssMem} so %afh also, wenn man für ifo 
b^den fVerthe von z, hier für p = 10fl-j-i, 
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3. y' =^.®p-f-2z-^10 
setzt, wo y wiederum zwei Werthe y und ^-^^ j>der -f y ^^d — y hatp 
für jeden der beiden fVerthe von z, also zusammen vier Werthe, auch f 
eine ganze Zahl >> und <; p — l ist. 

III. Die vier fünften Stammwurzeln aus 1 2ti p «tikf 

4. a?5 = — ^ — 4^' 

wenn man jeden def^ beiden Werthe von z in (1.) je mit den beiden zu 
den andern Werthen rei| z gekörigen zwei Werthen von y in (3.-) 
verbindet. 

IV. Die vier zehiUen Slammufuri^ln oiAr 1 ati p diid 

5. Xjo = p — Xj. 

Beispiel. Es sei ;» = 61, so ist nach Taf. I. för (1^: 
6. « = -f26 und 4-35 ==;> — 26, also « = -f26 und —26. 
Dieses giebt in (3.), Taf. I.*tZufo%e, 

» 7. >-' = ®^-f-2.26— 10 = ®^-f42, also >-=l5 i)pd 46=;» — 15 odei;^ 

y=-fl5 und —15 für «=4-26; uftcl . 

8. y»=®p— 2^6— 10=®/>-f60, also y=ll jjnd '50 = p — II o^er • 

y=4-ll und —11 für «=—26. 

• Die beiden Werthe ron y für den Werth -[^6 yon z sind aRo -f 1 5 und — 15, und 
die beideir Werthe ven y fSa den Werth — 26 von z sind -f ^ ^ ^^Q^ — ^ ^ • 
Diesesbfiebt mfolge Cill.) fflr die i vier Werthe von ar»: 



9. 



1. 



2. 



X. 



Xr. 



©;» — 1-1-26 + if 
/► — 1-1- 26-2- 11 



Ö« ^! 



4. 



a*. 



®y— :^— 26 — 15 

4. 



4 

@/i^4- 14 
4 > 

• ®/» — 12 
4 

4 



2.61-1-14 136 



4.61 — 12 
4 

2.61->r42 



4 

232 
4 

80 



34; 
58; 
20; 



4 4 

und 9, 34, 58 flnd 20 sind^, wie Taf. I. zeigt, die vier flknften Stammwurzdn 
aus \ zw p.' 

Nach (5. 10.) und nach (9.) ist 
10. ;i— d?==61— 9 = 52j 61—34 = 27, 61— 58==3 und 61— 20 = 41, 
und 52| 27, 3 und 41 sind, der Tafel znfolge, die vier zehnten Stammwur- 
zeln aus 1 zu p. 
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Beweis. Ju Für die^fOnften Stammwurzeln aus \ zu p ist 

11. x' = ©/i+l. 
Von den füikf ganzzahligea* Werthen > und <ip, welche x für diese 
Gleichang nach ($. 54.) haben kann, und von welchen a? = 1 einer ist, sind 
die vier andern 9 I> 1 9 nothwendig die fOnften Stammwurzeln aus 1 zu p, 
weil vier Zahlen 1, 3, 3 und 4 mit 5 keinen Theiler >>1 gemein haben und 
also, sobald p — 1 mit 5, oder, weil p — 1 immer gerade ist, mit 10 aufgeht, t 
und folglich p von der Form lOn-fl ist, nach (§.63. 1.) nVr Stamm wurzeln 
und folglich rtVr Werthe von x>i Statt finden müssen, Me der Gleichung (11.) 
genuglhun und die also die rter andern ganzzahligen Wurzeln der Gleichung (11.) 
sind, welchfe es aufser x=\ geben kann und für jii = 10n-}-l geben mufs. 

B. Diese vier Wurzeln der Gleichung (11*) >> 1 sind die der Gleichung 

12. a?*-fa?^-[-ar'+a?-f 1 = np; 

denn (11.) giebt 

"13. x' — X = (j._i)(a?*-fj?»4-a?^-(-a?+l) = ®p, 

und dieser Gleichung wird durch x =: 1 und. dann durch die vier andern 
^Werthe, welche x in (12.) haben kann, entsprochen. 

C. Dividirt man (12.) durch a?% so ergiebt sich 

14. a:H^+l + | + ^ = ^./'. 
Setzt man hierauf ^ 

15. xA — = «f : ^ 

1 1 

welches ü^ = x'^'\-2-{-'-i^ also ar* -j- — = ti'— 2 giebt, so ist (14.) soviel als 

11' — 2-ftt+r^= ^.p oder"**^ 

X 

16. u^-^u — 1 = -^t'P' 

D. Löset man diese Gleichung is^eiten Grades auf die gewöhnliche 
Weise auf, so findet sich w== — i±y (i+ 1— "^•Z') öder 

*17. 2t«=-l±|/(5-^.;»). 

Feraer giebt (15.) x'^-\-\=ux oder 

18. a?» — tta?-f-l = 0. 
Löset man auch diese Gleichung zweiten Grades auf, so findet sidi a? = 

+ itt±y(itt* — 1) oder 

19. 4a? = 2ii±y(4ii' — 16), 

31* 
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und hierin den Werth von 2ii ans (17.) gesetet, 

• 4x = -l±/(5-^.;,)±y[lT2/(5_^.,) + 5-^.;,-l6],d,r 

4 

iff. Nun mufs dieser Ausdruck von x nolh wendig für ;>== lOn-f-l 
'vier ganzzahlige Werthe geben, weil dann vier ganzzahlige Stamm wurzeln 
^ !> 1 aus 1 zu /? Statt finden. 

Dieses ist zunächst nicht anders möglich, als wenn das unbekannte 4m 
in (14.) mit x^ aufgeht; denn wäre das nicht der. Fall, so wäre in (20.) 

1/(5 ^./ül eine Irraiion^aAl, oder doch ein Bruch f und Ähnliches wäre 

l/l ^ .p— 10 + 2 1/(5 Y *p)\ • Es '""'^ ^'^^ T irgend eine ganze 

Zahl ® sein. Dadurch reducirt sich (20.) auf 

4 

JPl Aber auch hier kann x nicht anders eine ganze Zahl sein, als 
wenn &p-{-5 irgend ein Quadrat «% also nach (1.) -* 

22. «' = ®;>-f 5 
ist; denn wäre das nicht, so wäre wieder in (2.) y(@/i-{-5) eine ImUtamd^ 
zahl und >/[®/i— 10 + 2|/(@/!>-f 5)] wäre es ebenfalls. 

Dadurch reducirt sich dann (21.) auf 

23. X = -i±z + V(®p-iO + 2z) ^ 

4 * 

&. Hier ist wiederum aus denselben Grflnden nöthig, dafs auch 
&p — 10 + 2ar, oder, da für z in (22.) sowohl -{-z eis —z gesetzt werden 
kann, &p'\-2z — 10 irgend ein Quadrat /^, folglich nach (3.) 

24. y" = ®p-\^2z—\0 
sei; so dals also nach (2.) nothwendig auch 2z — 10 Quadratreef zu p isL. 
Durch (24.) reducirt sich (23.) , weil noch z sowohl '\-z als ^z und y so- 
wohl -f y öls — y ausdrückt, auf 

25. X = 4^- 

H. Die Gleichmig (25.) giebt 

26. 4a? = — l-[-«+y. 
Aber wenn x der Gleichung (12.) genug thut, so thut es auch Qip-\-x. 
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Also kann man auch statt (26.) 

setzen, oder anch, wenn man — & statt 4© schreibt, 

28. — @p-f4a? =t= _l+5r+y, 
und dies giebt sdiliefslich 

29. x= ®/>-M-^+y. 

4 ' 

welches der Ausdruck (4.) der vier fänften Stammwurzeln aus l m p isL 

/. In (29.) oder (4.) m^ jeder der beiden Werthe, welche z in 

(2.) oder (1.) haben kann, deshalb je mit den beiden zu den mti/^nt Werthen 

von z gehörigen zwei Werthen von y in (3.) oder (24.) verbunden werde», 

* damit für jeden Werth von x^ in (4.) immer alle die verschiedenen Werthe 

von z und y in Rechnung kommen. 

K. Was in (10.) von den vier zehnten Stamm wurzeln aus l zu p 
behauptet wird, ist unmittelbar (§. 66. VI.) gemSfs. 

L. Bekäme x in (31.) dadurch allem, dafs -f^ Quadratrest zu p ist, 
ganzzahlige Werthe, so mflfsten nothwendig deshalb allein fünfte Stamm* 
wurzebi aus l zvl p Statt finden, und da dies nur dann der Fall ist, wenn 
p — 1, anfser mit 2, mit 5 aufgeht, also ;>=10ii-|-1 ist, so wfire der Umstand, 
dafs ■\-h Quadratrest zn p ist, auf die Stammzahlen p=^iOn-\-\ beschränkt, 
und keine andere Stammzahl j>=10it-}- 3, oder;? = l()n— l,oder;>=IOii— 3 
könnte -f^ ^^^ Quadratrest haben. Aber dies ist nicht der Fall. Dafs 4~^ 
Quadralrest zu p ist, reicht in (21.) nicht hin, sondern es mufs aufser -f-^ 
auch noch 1z — 10 Quadratrest zu p sein. Deshalb ist dann der- Umstand, 
dafs -f ^ Quadratrest zu p ist, nicht auf die Stammzahlen ;9= lOn-f 1 be-^ 
schränkt, sondern auch andere Stammzahlen können -f-5 zum Quadratrest 
haben; wie in (I.) bemerkt. 

^ M. Haben aber andere Stammzahlen als /i= lOn-j-l zum Quadrat- 
rest 4-^9 ^^ ^^^^ ^^ ihnen 2z — 10 nicht Quadratrest sein; denn wflre das, 
80 bekäme x in (21^ nothwendig ganzzahlige Werthe, und folglich fänden 
nothwendig aildi fflr solche Stammzahlen fflnfte Stammwurzeln aus 1 zu /r 
Statt; was nicht der Fall ist, da fflr p=iOn—i^ lOii-j-3 und lOii — 3, 
p—i nicht mit 5 aufgeht. Dies wird in (II.) bemerkt. 

Zu /ir=:!29 z. B. ist -f5 Quadratrest und zwar zQ e = ll und 18. 
AberinS«— 10 = 2.11 — 10=12, =2.18 — 10=26, =2. — 11— '10 
= _32=@/»+26 = 2.— 18 — 10=-46 = @;>+12 sind 12 und 26 
nicht Quadratreste zu /^ = 29. 
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Anm. N. Man könnte hier wieder, ähnlich wie im vorigen Paragraph, 
vermittels des Gegenseitigkeitsgeselzes für Quadratreste finden, welche Form 
p haben mufs, damit -\-o oder auch — 5 Quadratrest oder Nichtquadratrest su 
p sei. Weiter unten kommt indessen ein allgemeiner Salz vor über die Formen, 
welche eine Stammzahl p haben mufs, damit eine beliebige gegebene positive 
oder negative Zahl x zu ihr Quadratrest oder Nichlquadratrest sei. Die An- 
«Wendung des Gegenseitigkeitsgesetzes auf den gegenwärtigen Fall a?= + 5 
kann also unterbleiben. Im vorigen Paragraph gab die Anwendung desselben 
auf j; = + 3 schon das nöthige Beispiel. In dem gegenwärtigen und dem vo- 
rigen Paragraph kam es nur mehr auf die Ausdrücke der fünften und dritten 
Stammwurzeln aus l zu p an. 

§. 70. 
Aufgabe. 
Die Reste, welche bleiben, wenn man die 2ten, 3ten, 4ten u. s. w. Po- 
tenzen einer beliebigen Zahl z durch eine andere gegebene Zahl a^z dividirt, 
* ohne Multiplication und Division, blofs durch Addition und Subtraclion zu finden. 

Beispiele für die Auflösung. 
I. Es sei 

1. ä: = 6, a = 33, 

2. 12345678 9 1011 12 13 14 15 J6 17 1819 20 21 22 23 24 2526 2728 2930 31 32, 

3. 612182430 3 9152127 612182430 3 9152127 612182430 3 9152127, 

4. 6 318 9212730152412 6 318 92127 30152412 6 318 92127 3015 2412 6 3. 

• II. Es sei 

5. a: = 15, fl = 41, 

6. 12 3 4 5 6 7 8 910111213141516171819 20 21222324 25 26 27 28293031323334353637383 
7.15 30 41934 823381227 11631 52035 924391328 21732 6 213610 25 401429 318 33 722371 
8.15 2013 3114 5341824322925 6 8383722 2 30 40 26 212810 27 36 72317 912163533 3 419391 

III. Es sei 

9. 3? = 23, a = 41, 

10. 12345678 91011121314151617181920 212223 2425 26 272829 303132 33 34 353637383 
11.23 5281033153820 225 73012 35174022 427 932143719 124 62911341639 21 326 831133 
12.23 373116 4018 41025 1233731164018 41025 1233731164018 41025 1233731164018 4102 

Auflösung, mit Beweis. A. Man schreibe die natürlichen Zahlen 
1^ 2, 3, 4 bis zu n—l in eine horizontale Zeile (2. 6. lÖ.). Unter 1 setie 
man die Zahl z (=6,15,23), von welcher die Reste der verschiedenen Po- 
tenzen verlangt werden. 
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Man addire z zu sich selbst und setze die Sutnfne, im Fall gfe a nicht 
abersteigt, wie 12 und 30 in (3. und 7.)? so wie sie ist, im Fall sie aber a 
flbersteigt, wie in (ll.)? ^ö si^ 46 ist, nachdem davon a abgezogen worden, 
den Rest (5 in (11.)) unter 3. 

Zu dieser Summe addire man abermals z und setze die neue Summe, 
im Fall sie nicht a übersteigt, wie 18 und 28 in (3. und 11.), selbst, und 
im Fall sie a äbersteigt, wie in (7.), wo sie 45 ist, nachdem davon a ab- 
gezogen worden, den Rest (A ii» (7.)) unter 3. 

Dasselbe Verfahren wiederhole man und setze das Resultat unter 4, und 
so fort, bis zu a — 1. 

Wie leicht z)i sefien, enthält dann die zweite horizontale Zeile (3. 7. 

und 11.) die 1, 3, 3, 4, fachen der Zahl z; und zwar entweder diese 

Vielfachen selbst, oder die Reste, welche bleiben, wenn von den Vielfachen a 
so oft abgezogen wird, als es angeht. 

B. Nun ist die Ite Potenz von z, z selbst. Man schreibe ar (=6, 15, 23) 
in eine dritte horizontale Zeile (4. 8. 12.) unter die 1 der ersten Zeile (2, 6. 10.). 

Die 2te Potenz^ von z ist das z fache von z. Man suche dieses z fache, 
welches sich nothwendig in der 2ten Zeile finden mups, weil alle Vielfaohen 
von z bis zu a — Ifachen genommen worden sind und z<^a ist, in der ersten 
Zeile auf und schreibe es unter die Zahl 2 der ersten Zeile. In(I.) ist z.B. 
das 2: = Gfache von 6 aufzusuchen , also 6 in der ersten Zeile. Unter dieser 
6 steht 3, und dies ist der Rest zum 6fachen von 6, also von 6^ = z'^. Die 
Zahl 3 setzt man daher unter die 3 der ersten Zeile in die dritte Zeile. In 
(II.) ist das 15fache von 15 aufzusuchen, also 15 in der ersten Zeile. Unter 
15 steht 30, also ist 30 deriSe»/ zum 15fachen von 15, folglich von iy^=iz\ 
Die Zahl 30 also mufs unter die 3 der ersten Zeile (6.) gesetzt werden; 
ahnlich in (III.). 

Femer ist die dritte Potenz von z das itrfache von z'^; und da es blofs 
auf den Rest zu a ankommt, so ist der Rest für die dritte Potenz von z^ 
den man verlangt, der Rest zum ^^fachen des Restes von z^. Denn wenn 
z'^=^®a'\-r\s\,^ so ist j»^ = ®fl-f r:8f=®Ä-f ^j, wenn wieder r3f=®fl-}"^i 
ist. Man darf also nur den Rest zu z" (3 in (4), 30 in (8.) und 37 in (12.)) 
in der ersten Zeile aufsuchen, ,so geben die in der zweiten Zeile darunter 
stehenden Zahlen (18 in (3.), 13 in (7.) und 31 in (11.)) das isrfache des 
Restes zu z'^ und folglich den Rest zu i^^ Man schreiSe daher diese Zahlen 
18, 13 und 31 in die 3te Zeile (4. 8. und 12.) unter die. 3 der ersten Zeile. 



•* 



248 



«. 70. 



J^h, derselben Regel sucht man wieder die fflr die Reste der 3ten 
Potenz von z so eben gefundenen Zahlen 18, 13 und 31 in der ersten Zeite 
(2. 6. und 10.) auf und schreibt die unter denselben in der zweiten Z&kt 
(3. 7. und 11.) siehenden Zahlen 9, 31 und 16 in die dritte Zeile unter 
die 4. Sie sind die Reste zu der vierten Potenz von z. 

Eben so weiter. 

Die dritte Zeile (4. 8. 12.)' enthält also nun die gesuchten Reste in 
den verschiedenen Potenzen von z, deren Exponenten in der ersten Zeile 
darüber stehen. So ist z. B. zur 25ten Potenz von z = 6 der Rest zu n = 33 
gemäfs (2. und 4.) = 21. Der Rest zur 17ten Potenz von «r= 15 zu a^:=4I 
ist gemfifs (6. und 8.) =22; der Rest zur 28ten Potenz von «r == 23 zu 
« = 41 ist gemfifs (10. und 12.) = 10 u. s. w. 

Es finden sich demnach auf solche Weise die Reste von allen Poten- 
zen von z zu a blofs durch Addition und Subtraction, ohne alle Multiplicatioii 
und Division. 

Der Proben fflr die Rechnung giebt es mehrere. 

C Für die zweite Zeile ist es z. B. eine Probe, dafs zu den 3^ Sfachen 
u* ^ w. einer Zahl der ersten Zeile auch die 2, Sfachen u. s. w. der zugehö- 
rigen Zahlen in der zweiten Zeile gehören. Z. B. unter 7 in (2.) steht 9, 
also mufs unter 2.7=.l4, 2.9=18 unter 3.7 = 21, 3.9 = 27 stehen. 

Femer ist es eine Probe fOr die zweite Zeile, dafs, im Fall a nMM 
eine Stammzahl ist, sobald eine schon da gewesene Zahl der zweiten Zeile 
wiedei^ehrt, auch alle folgenden wiederkehren müssen; wie es sich in (3.) 
zeigt Dieserhalb braucht man denn auch die zweite Zeile nur so weit m 
berechnen, bis ihre erste Zahl wiederkehrt; alsdann kehren auch nothwenfig 
die folgenden wieder. Ist a eine Stammzahl, oder auch nur eine zu z tkm» 
lerfremde Zahl, so ist es eine Probe fflr die Zahlen der zweitem Zeile^ dub 
ihre erste Zahl, und überhaupt keine ihrer Zahlen, wiederkehren kann, weil 
alle Vielfachen einer Zahl zu einer andern ihr theilerfremden Zahl immer ver-» 
scMedene Reste lassen. In solchem Fall müssen also die Zahlen der sweilea 
Zeile alle die Zahlen 1, 2, 3, 4, .... a — 1 sein. 

D. Für die dritte Zeile ist es eine Probe, dafs das Prodmct xweier 
beliebigen ihrer Zahlen, durch a dividirt, zum Rest die Zahl geben mufs, flbir 
welcher in der ersten Zeile die Summe derjenigen Zahlen dieser Zeile steht, 
die sich über den beiden mit einander multiplicirten Zahlen der dritten Zefle 
befinden. Denn wenn z. B. «'~=®Ä-fr« und «:'•== ®ii-fr„ ist, so steha 
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die Exponenten m und n in der ersten Zeile und die Reste r^ und r^ in der 
äritten. Die beiden Gleichungen mit einander multiplicirt, giebt aber ^r^'^^rat 
^a-^-r^Tn^ also mufs unter der Zahl m'{-n der ersten Zeile, oder, wenn 
m-[-n>a— 1 und a eine Stammzahl ist, unter iw-f n — (a— l), in der dritten 
Zeile das Product r„ r„ stehen , und wenn r^ r„ >- n und a eine Stamm- 
zahl isl^ r„rn — ^a} denn die Zahlen der dritten Zeile sind dieJSMte zu a, 
und von den höheren Potenzen von z als der a — Iten für eine Stammzahl a 
ist schon die tfte der Iten gleich, weil dann nach dem Fermatschen Lehr- 
satz für Jedes z, 3r*"* = @p-|-l ^^t, so dafs also die (m -f « — («« — 1 ))ten 
Potenzen dieselben Reste haben wie die (m — ii)ten. Z. R. unter 8 in (10.) 
steht in der dritten Zeile 10 und unter 17 steht 4, also mufs unter 84-17^=25 
in der dritten Zeile 10.4 = 40 stehen; und so ist es auch. Unter 14 in (6.) 
steht in der dritten Zeile 8 und unter 37 steht 19, idso mufs unter 144-37 
= 51 = ®4l-f-ll, mithin unter der 11 der ersten Zeile 8-19 = 15'i = 
3.414-29, also 29 stehen; was auch der Fall ist. 

Femer findet ffir die dritte Zeile auch eine ahnliche Probe Statt, wie 
füx die zweite. Nemlich wenn die erste Zahl der dritten Zeile wiedefkehtfi. 
80 müssen auch alle folgenden wiederkehren; denn wenn z. B. in z^^^si^^pA^r^ 

r=zz ist, so ist offenbar «:'"+* = ®/» 4" «V «'"■^^ = ®p4"«^* «• s.w., und «'"+S 
j^"^^ u. s. w. lassen also dieselben Reite zu a wie z\ z\ sobald z"^ zu a den 
Rest von z^ giebt. So zeigt es sich in (4. und 12.)* 

^ Ist a eine Stammzahl und z eine der Hauptstammwurzeln zu n^ so 
kann in der dritten Zeile die erste Zahl derselben gar nicht wiederkehren; 
denn alle Potenzen von z geben dann verschiedene Reste. Die Zahlen der 
dritten Zeile müssen also in diesem Fall alle die Zahlen 1,2, 3, ...^ a — t 
sein, wie es sich auch z. R. in (8.) zeigt. Auch mufs, wenn a eine Stanun- 
zahl ist, unter a — 1 der ersten Zeile, dem Fermatschen Lehrsatze gemAfs, in 
der dritten Zeile immer 1 stehen. 

8. 71. 
Aufgabe. 
Die Reste zu berechnen, welche bleiben, wenn man eine und die^- 

selbe, z. R. die ete Potenz der Zahlen 1, 2, 3, 4, mit der Zahl a dividirt, 

und welche <Ca sind. 

Auflösung mit'Reispielen und Reweis. A. Es sei z eine be- 
liebige Zähl, also eine derer 1, 2, 3, 4. ...., von welcher die Reste der 
^en Potenz zu a gesucht werden; so erailt man lunAehst den Rest ra der 

32 
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2ten Potens von t; sn a, wenn man z mit sich selbst multiplicirt und das 
Product mit a dividirt. Darauf erh&It man den Rest r« der 4ten Potens von 
z ^n a, wenn man r, mit sich selbst multiplicirt nnd das Product durch m 
dividirt; denn wenn z^ = ®a'\-r2 ist, so ist «♦ = (®fl-|-r2)^ = ®a-|-rj = 
®a-f r«. Aus gleichem Grunde erhält man den Rest r^ zur 2^s=8ten Po- 
tenz von z SU a, wenn man r« mit sich selbst multiplicirt und das Product mit 
a dividirt. Und so weiter die Reste rie , r^ , rg« , .... der 2Hen , 2^ten eta 
Potenzen von z zu a. 

B. Nun kann nach (§. 31.) jede Zahl blofs durch Summirung ver^ 
schiedener Potenzen der Zahl 2 zusammengesetzt werden. Welcher also andi 
der Exponent e sein mag, für den man r in 

1. z' =Ä ©11+ r 
verlangt: immer ist derselbe die Summe dieser oder jener Potenzen von 3. 
Man darf also nur die vorhin gefundenen Reste derjenigen Potenzen von z, 
deren Exponenten jene Potenzen von 2 sind, welche summirt e geben ^ mit 
einander multipliciren, so findet sich das gesuchte r in (1.). Wenn z. B. 
^=*,-f-a?,-faP3.... und «*i = ®«-j-r,, «*t = ®a4-r2, a^*j = ®a4-r, etc. 
ist, so ist 
2. «* ==«*i+*a+*i-==Ä*i.«*..«*3. ...===(©« +ri)(®a+r2)(®a+r,).^ 

= ®« + r,r,r3...., 
und folglich vermöge (1.) r = rir2r^.,.. oder, wenn Ti r^r, ....>> a . irt, 

3. Ti Ta Tj . . . . == ® II -j- r* 

Gesetzt ir sei 53, seist 15 = 32 + 16+4+ 1 = 2"+2' + 2*+2*. Ver- 
langte man also den Rest der 53ten Potenz der Zahl 2P = 7 zu « = 55, so 
•wäre zunächst «'=7^ = 49, V=:4y =(55 — 6)' = ®.ii+36, «^ = 36' 
= ®fl+31, «»«=31' = ®fl+26, «^^ = 26^=®a+16, und da nus 
Ä= 1+4+16+32 ist, so ergiebt sich aus (3.) ®ä+^ = ?^-36.26.l6, 
also r = 2. 

C. Nach diesem Verfahren nun berechne man von den eleu Potenzen 
der Slammzahlen 2, 3, 5, 7, 1 1, .... die Reste zu n. Aus den Resten der 
«ten Potenzen dieser 2: = 2, 3, 5, 7, U , . . . . lassen sich die Reste aller übri- 
gen z durch Multiplication mit einander finden, weil jede Zahl ein ProAid 
wm Stammzahlen ist. Wären nemlich Tj , Tj , Tj , .... die fflr die Stamm- 
zahlen /^i , p^^ />i 9 • • • • gefundenen Reste zu a, so dafs 

4. ;^f = ®«+r,, ;ij = ®fl+r,, ;?J = ®ö+r3, 
und es wflrde irgend eine Zahl z Murch 
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5. z = r!*P2*-P3'--*'9 
bezeichnet, so wSre 

6. z' =p^^.pl'.p]'.... = (®a + r0^'(®a + r,y^(®a+r3)^3.... 



und folglich für (1.) 

7. r-f®a = ^Jt^^Tj^. ... 

Der Resl der e = 53len Potenz von Pi^=l zu 55 = ö war s. B. in 
(0.) ri = 2. Fflr den Rest der 53 = eten Potenz von /92 = 3 zn 55 = a 
findet sidi r2=48. Aus diesen beiden Resten ri = 2 und r^^=^^ finden 
sieh also durch (7.) schon die Reste der «=53ten Potenzen zu a ven allira 
dgnar, welche (5.) ausdrüdit. Z.B. für €4 = 3, «2 = 2 giebt(5.) ar = 7^ä* 
= 3087 und (7.) giebl r+®« = 2\4«^ = 8.(— 7)^ = 7; also ist 7 der Rest 
der e = 53ten Potenz von z = 3087 zu a = 55. 

D. Verlangt man nun von den Zahlen sr = 1 , 2, 3, 4, . . . . M« 2rti a 
die Reste der eten Potenzen zu a^ so kann man statt (5.) 

setzen, wo ® so anzunehmen ist, dafs z<ia bleibt. Alsdann lassen sich 
schon aus den nach (0.) berechneten Resten ri, Ts, r,, .. . . for wenige 
Stammzahlen pi^ pz^ Pi^i • . • . 9 ja selbst schon aus den Resten für eine ein- 
zelne Stammzahl p^ die Reste für viele z finden. 

Hätte man z. B. nach (0.) blofs für die eine, kleinste Stammzahl, /P| =2 
den Resl der e = 53ten Potenz zu ä = 55 berechnet, welcher r^ = 52 =®/^ — 3 
ist, so giebt derselbe nach (7.) schon allein die Reste zu «^=( — ^Tr=^% 
«» = (-3)»==— 27 = 4-28, «* = — 3.28 = — 84=4-26, «*=--3.26 
^._78=5f'4-35.u. s, w. 

I * * •■^s.'t»^ *■■■■ «i'lS ^» 

'■ £.' Ist a emc Stmnfüzakl «nd man verlangt die Reste der eten Po- 
tenzen' von srs^l, 2, 3, 4, . . .'. ä'-^ 1 ^zu a, so braucht man nach dem obi- 
gen Verfahren nur die Reste für die Hälfte der z, nemlich nur f Or sr ==r 
1, 2, 3, % . . »; i(«r-- 1) und also ^jedenfalls auch nur 'für die StammzaUen 
<;ia zu 'berechnen; denn die Reste für die folgenden z, bis zu a, sind nach 
(§. 55. III.) die berechneten Reste selbst^ in; umgekehrter Aufeinanderfolge, 
wenn geradef und die Erg&nzungen derselben tx a, wenn # ungerade isL 
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S. 72. 
Aufgabe. 
Die sämmtlichen Stammwurzeln ^ also auch die Uauptstmnmwurzeln, 
zu einer gegebenen Stammzahl p zu berechnen. 

Auflösung mit Beweis und Beispielen. A. Da nach (§. 63. lY.) 
die Reste der verschiedenen Potenzen jeder Hauptstannmwurzel unmittelbar 
nicht allein die äbrigen Hauptstammwurzeln, sondern auch alle andern Stamm- 
wursehi für alle die Exponenten d geben , die in /i — 1 aufgehen , so kommt 
es offenbar nur darauf an, irgend eine der Uauptstammumrzeln zu findm. 
Kennt man eine solche, so darf man nur die Reste ihrer verschiedenen Po- 
tenzen bis zur p — Iten zu p berechnen; was nach (§. 70.) durch blofse A^ 
dition und Subtraetion, also sehr leicht geschieht, und die Aufgabe vird wei^ 
nach den Regeln von (§. 63. IV.) ohne viele Mfihe vollständig gelöset 

'!?• Aber die Schwierigkeit ist, eine der Hauptstammwurzeln zu finden. 
Wie dies ohne Versuche mit Leichtigkeit geschehen könne, ist eine Hoch nidit 
gelöse te Aufgabe. 

C. Ein Mittel, nicht sowohl eine, sondern sogleich alle Uauptstamm^ 
wurzeln ohne Versuche zu finden, ist freilich folgendes; aber es erfordert, 
wenn p grofs ist, viele Rechnung. 

Nach ($«64r IH.) erhält man nemlich die Hauptstamm wurzeln , wmn 

man von den Zahlen 1, 2, 3, 4,* p— l die Reste derjenigen ihrer Poten^ 

zen ausschliefst, deren Exponenten Xi, Xj, Xj, .... diein /9 — 1 aufgehenden 
Stammzahlen sind. Man mflfste also die Reste r in 

1. z^ = ®/>+r 

für alle die « = 1, 2, 3, 4, p — i^ «nd für alle i, welche in p—l mt- 

gehenäe Stammzahlen sind, berechnen; was nach (§.71.) geschehen könnte. 
Aber diese Rechnung ist sehr weitläuftig, wenn p beträchllich grofs ist. Auch 
hätte man dann erst die Uauptstammwurzeln, und müfste, wenn man auch 
noch die übrigen Stammwurzeln verlangt, dennoch nach (il.) nodi erst weit^ 
die Reste aller Potenzen einer von ihnen bis zur p — iten berechnen; woraus 
dann nach (§.63. IV.) die fibrigen Stammwurzeln sich ergeben^ wärden. 

D. Daher wird man, besonders fflr beträchtlich grofse p, immer noch 
leichter zum Ziele gelangen, wenn man durch Versuche erst blo/h mns Haqr^ 
stammwursel zu ermitteln sucht. Ist diese gefunden, so ergiebt sich nach {A) 
unmittelbar und leicht das Übrige. 
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Zu diesen Versoeheft kann nnd wird man also die kleinstem Zahlen 
3, 3, 5, 6, 7, 8, 10» .... nehmen, nicht 4, 9, 16 etc. , denn diese sind Quadrat^ 
reste, und kein Quadratrest ist eine Hanptstammwnrzel (§.66. III. o.}. 

Dabei lassen sich dann aber noch einige der obigen Lehrsfltse von 
den Stanunwurzeln zur Verminderung der Rechnung benutzen. 

E. Gesetzt das gegebene p sei 

2. /> = 541, also p— 1=540= 2^3\5. 

Man setze 

3. z" — Ö/i+r 

und lasse x die verschiedenen TAeiler von p — 1 bezeichnen , so dafs 

4. x=2,3A5A9,10,12,15,l8, 20,27,30,36,45,54,60,90,108,135,180 und 270 
uiL so mufs nach ( §. 66. YII.) , wenn in (3.) z eine Hauplstammwurzel, 
das heifst eine d=p—ile Stammwurzel sein soll, erstlich fttr x = ^(p — l\ 
r= — 1 sein, und zweitens mufs ffir alle ;f, die nur in p—t^ nieht in 
iip — i) aufgehen, r weder -j-1 noch —1 sein. Es mufs also hier Ar 
|f — 1=:540 zunächst r in (3.) ffir ;f = 270 gleich —1, und dann mufs für 
X = 4, 12, 20, 36, 60, 108 und 180, welches die x sind, die nur in p— 1, 
nicht in i(p—l) aufgehen, r in (3.) weder -f 1 noch —I sein. 

Wollte man also nun versuchen, oh z=2 eine Hauptstammwurzel zu 
;i = 541 sei, so kommt es auf die 4, 12, 20, 36, 60, 108, 180 und 270ten 
Potenzen von 2 und auf ihre Reste zu p an. Es ergiebt sich 2^= 16, 2^ = 256, 
2»*=2S2«=l6.256=®p + 309, 2^=2^2^^=256.309= %-}- llc<, 
236^2*^-^ = 309^ = ®p+l94, 2«'= 2*'-'= 118'=®;! + 15, 2*«^= 2^^ 
= 194*«|®;i+48, 2"^ = 2«^-^=l5^=®f> + 129. Die Rechnung wird 
erleichtert, wenn man Potenzen ^ Tafeln hat; z. 6. diejemgen von Veaa. 
Keiner der Reste zu p von der 4, 12, 20, 36, 60 und 180ten Potenz von 2 
ist also weder +1 nooh —1, und wenn man nun noch 2'■^ = 2^.2®^2^.2^2' 
= 129.15.118.256.4 berechnet, sofindetsich 2''^=®/i — 1. Alsoist« = 2 
in der That eine der Hauptetammumrzeln zu /i = 54l. 

Man berechne nun noch die Reste zu den verschiedenen Potenzen von 
2 bis zu |f — 1 =: 540 nach ( §. 70.) , was durch blofiie Addition und Sub- 
traction leicht ist, so lassen sich weiter aus denselben nach der Regel (§. 63. IV.) 
die sämmtiichen Hauptstammwurzeln , so wie die flbrigen Stammwurzeln , unmit- 
telbar entnehmen. 

F. Fände sich, anders wie in dem Fäll (£7.) ffir ;9=54l, dafs 
z=^2 nicht eine Hauptstammwurzel ist, so versuche man die nfichste^ahl 2r= 3. 



354 S- 72. FonD.5— 11. 

Findet sich, dafe aiidi 3 keine Hanptetammwnrzel ist, n ywsnche man s;= 5 o. s. w. 
Aber schon, wenn die zwei Zahlen 3 und 3 versucht sind, lassen sich wieder 
andere Lehrs&tze znr Verminderung der weitem Rechnung benutzen. 

Es sei z. B. 

5. ;i = 4l, also ;ti — 1 = 40. 

Hier sind die Theiler x von p — l folgende: 

6. X =^ 2, 4, 5, 8, 10 und 20, 

und von diesen geht nur allein 8 in ;i—l und nicht in i (/> — !) auf, also 
kommt es für z = 7, nächst 2*^-'> = 2^ nur auf T an. Es ist 2^ = 16' = 256 
= ©;>-}- 10. Dies ist zwar weder -f I noch —1, aber 2*^'^^> = 2*^ ist 
22.8 2* = ioM6 = 1600 = ®;t>-|-l, njeht ®;i— 1, wie es sein soll; also ist 
2 nicht eine Hauptstammwurzel zu /i = 4 1 . Man versuche also ^ = 3. Dieses 
giebt3'=9, 3*=8l = ®/i-l, 3«=®;i+l, 3**^=®;i + l, 3*'=®;i-^I; 
also ist auch 3 keine Hauptstammwurzel zu /i = 4l. Aber es ist nun nicht 
weiter nöthig, noch eine andere Zahl für z zu versuchen, denn aus 2^ = 
®;>-f-10, 2*^ = ®/F + l, 3« = ®/i-fl und 3^ = ®;i— l folgt (2.3)* = 
6« = ®/i+lO und (2.3r = 6*'=®/i— 1: folglich ist 6 nothwendiß eine 
der Hauptstammwurzeln zu p = ^i. 
• Man hat also nun nach (§. 70.) die Reste der Potenzen von 6 zu be- 

rechnen. Dies giebt: 

7. 12 3 4 5 6 7 8 910111213141516171819 20 2122232425 26272829303132333435363736 

8. 61218243036 1 71319253137 2 81420263238 3 91521 2T3339 4101622283440 5111723 

9. 6 361125 2*7 39 29101932 28 42421 3182633344035 5301614 2 12 31 22' 9 13 371720882315 8 

Die Zahleil in der Reihe (9.) sind die verlangten Reste. 

Nun sind die zu p — 1 = 40 theiterfremde ZabTen p> 1 M^nde: 3, 
7, 9, 11, 13, 17, 19, 21, 23, 27, 29, 31, 33, 37 und 39. Zu di«senZaUea 
in der Beihe (7.) gehören in der Reihe (9.) die Zahlen 

10. 6, 11, 29, 19, 28, 24, 26, 34, 35, 30, 12, 22, 13, 17, 15 and 7. 
Diese sind also nach (§. 63. IV.) die Hauptstammwurzeln aus 1 zu Jp=:4l. 

Die Zahlen, welche mü^ 1, 3, 3, 4, .... 40 zum gröfsten Genof^iidieiler 
£^ = 2 haben, sind 2, 6, 14, 18, 22, 26, 34 und 3& Zu diesen Zahlen 
in der Reihe (7.) gehören in der Reihe (9.) die Zahlen 

11. 36, 39, 21, 33, 5^ 2, 20 und 8. : 
Diese sind also nach ($. 63. lY.) die 20ten Stammwurzeln aus 1 zu p. 

Die Zahlen, welche mit 1, 2, 3, 4, .... 40 zum gröfslen Gemeintheiler 
^^^^ = 4 haben, sind 4, 12, 28 und 36. Diese aus X'^O^ol^ea in (9.) 
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die Zahlen 

12. 25, 4, 31 und 23; 

welches 4iie lOten ^ Stammwnrzeln ans 1 zu p sind. 

Die Zahlen, welche mit 1, 2, 3, 4, .... 40 zum gröfsten Gemeintheiler 

£=i = 8 haben, sind 8, 16, 24 und 32. Zu ihnen in (7.) gehören in (9.) 

die Zahlen 

13. 10, 18, 16 und 37; 

und dieses sind die 5ten Stammwurzeln aus l zn p. 

Die Zahlen, welche mit 1, 2, 3, 4, ... * 40, zum gröfsten Gemeintheiler 

o— 1 

f— — = 5 haben, sind 5, 15, 25 und 35. Zu ihnen in (7.) gehören in (9.) 

die Zahlen 

14. 27, 3, 14 und 38; 

und dies sind die Bten Stammwurzeln aus 1 za p. 

Die Zahlen, welche mit 1, 2, 3, 4, .... 40 zum gröfsten Gemeintheiler 

9-— 1 

^— = 10 haben 9 sind 10 und 30. Zu ihnen in (7.) gehören in (9.) die 

Zahlen 

15. 32 und 9; 

und dieses sind die 4ten Stammwurzeln aus 1 zu /i. 

Endlich ist |f — 1 = 40 die 2te und 1 die erste Stammwurzel ans 1 
zu p. Also sind auf diese Weise alte StammwUriseln aus 1 zu /i vermittels 
der einen Hauptstammwurzel 6 gefunden worden. 

G. Meistens wird schon der Versuch von wenigen kleinen Zahlen ffir 
z hinreichen, nm eine der Hauptatammwnrzeln zu entdecken, und die übrige 
Rechnung ist llann nach der obigen Art leicht; so dafs also diese Art der 
Auflösung der Aufgabe meistens ohne zn grofse Mühe anwendbar ist. 

Nach ihr ist die Tafel 11. für die Stammzahlen bis fOl berechnet wor- 
den. Zugleich giebt diese Tafel die Reste der Potenzen von 1, 2, 3, 4, ... .;9 — I, 
deren Exponent^i die in p — 1 aufgehenden Stammzahlen sind, an;, auch 

noch,. bis zn ;9==29, die Reste der Potenzen von 1,2, 3, 4, p—i f^ 

a7/^ Exponenten von 2 bis p—i^ nebst den Werthen von z, zu Mielchen die 
Reste gehören. Da die Tafel überall die positiven Quairatreete angiebt, so 
kann man daraus nach ( §• 45. ) auch unmittefliar die negativen Quadratreste, 
so ^e die positiven und negativen BRcktguadratreHe entnehmen. Die weiter 
folgende Tafd HL giebt an, zu welchen Sfamünzahlen von 3 bis 101 die Zahlen 
2, 3, 4> 5, . • • . 100 Hanptstammwurzeln irind. 
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§. 73. 
Andere Beweise des Wilsonschen Lehrsatzes (§. 48.)9 nemlich: 
Dafs für jede Stammzahl p> t das Product 

1. 1.2.3.4... .(/ti—l) == ®p—l 

ist. 

Zweiter Beweis, dur<ih Quadratreste und Nichtquadratreste. 

A. Man setze 
2. (p-tf = &p^r,, (p-2y=.®p-^r,, (;,-3)^ = ®/F+r,, .... 

.... i(/>+ !)' = ©/>+ ntp+i). 

Die r in (2.) sind alle verschiedenen Quadratreate zu p (§. 45. 5. und 6.). 
Die Gleichungen 

3. l^ = ®;i+ri, 2^ = ®/i+r,, 3' = ®/F+r3, .... , 

.... \{p-if=(S^p^r^^,, 
geben dieselben r^ wenn auch in verschiedener Aufeinanderfolge (§. 45. 5.). 

B. Nun ist das Product eines Quadratrestes und eines NicUquadr^ 
restes ein Mchtpiadratrest (§.52. IV.). Multiplicirt man also z. B. 1^ = 
®P'\^ri mit irgend einem Nichtquadratrest q^^ so erhält man q^.V^===^ 
®P'{'Qi^ ^0 9i irgend ein Nichtquadratrest ist. Multiplicirt man 2^=®/r-j-r2 
mit ifemM/6^n Nichtquadratrest q^^) so ist in ()^.2^ = ®/i^-f (^29 <^2 irgend ein 
anderer Nichtquadratrest als Qi , weil Tj ein anderes r als r« ist U. s. w. 
Also wenn man alle die Gleichungen (3.) mit einem und demselben Nicht* 
quadratrest (f^ multiplicirt, so erhält man durch 

4. (f„A^ = &P'\'Qt, 9m'y=®P+92, >m-3^ = ®/r-J-p3, .... 

^(p — 1) verschiedene und folglich alle Nichtquadratreste (», indem es deren 
nur iC/? — 1) giebt, nemlich so viele als Quadratreste r. 

C. Multiplicirt man nun die sämmtlichen Gleichungen (4.) ineinander, 
so ergiebt sich 

5. (^ir'^a-2.3.4....i(;i-l)y = ®;i+fi(^i«>3....(?Kp..)- 
Nun ist (Hr Jeden Nichtquadrairest q^ nach (§.49. 2.), 

6. pH^') = ®;,-l, 

also giebt (5.) 

{®p—t)(i.2.^A....\{p—l)y = ®;>-f PiP»<>3---PKP-i) oder 
7. -C1.2.3.4....i(;i-1))^ = ®/^ + PiP2p3..-.>Kf>-i)- 

D. Multiplidrt man die Gleichnngen (2.) in einander, so erhsh man 
8. C(/'-t)(;'-2)(;i-3).-i(;^+l)y = ®/^+^i^2rs....r^o-i)} 
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und dieses mit (7.) multiplicirt, ^ebt, weil nun in dem Proihict alle die Zah- 
len 1, 2, 3, 4, .... ;i> — 1 vorkommen, 

E. Aber in (9.) sind reehterhand r^, r^, r, , ^kp-o» Viy Vi? 

Pj , .... Pi(p_i) ebenfalls alle die Zahlen 1, 3, 3, 4, .... yt^ — I , denn ihre Ge- 
sammtzahl ist /i — 1 , and sie sind alle verschieden. Also giebt (9.) 
— CI. 2.3.4.. ..(/i — l))' = ®/>+1.2.3.4..../i— l oder 
10. — (1.2. 3.4.... (/i — l))[l. 2.3.4. ...(/i — l)-j-l] = ®/,. 
K Es mufs also p entweder in den Factor i.2.iA .... p — 1, oder 
in den Factor I.2.3.4.... (;r~t)-f 1 mafgehn. In den ersten Factor gehl 
es nicht auf, weil die einzelnen Factoren I, 2, 3, 4, • .. . /i — t alle kMner 
ah p sind: also mufs p in den zweiten Factor aufgehen, und daher mufs 

11. 1.2.3.4.... (;>—l) + l = ®/i 
sein; woraus die Gleichung (1.) des Lehrsatzes folgt. 

Dritter Beweis, durch Hauptstammwurzeln. O. Es sei ist eine 
HauptslammmHrzel aus l %n p und 

12. 9" = ®/^+r, 
so darehlfiufk nach {§. 50: II.) , wenn man 

13. X = 1,2,3,4, ....p—l 
setzt , der Rest r ebenfalls alle die Zahlen 1 , 2, 3, 4, .... /i — I . 

U. Nun ist nach ($. 67. II.) das Prodncl aller Reste einer ()'len 
Slammtvurzel = & p -\' l ^ wenn ä ungerade , und =®p — I, wenn ^ ge^ 
rade ist. Für die Hauptstammwurzeln \s\ d=p—{ imtner gerade, also 
ist fOr die Hauptstammwurzel 

14. 1.2.3.4.... />—l = ©/>—!; 
und dies ist der WikonBche Satz. 

Vierter Beweis, durch zusammengehörige Zahlen und Qua* 
dratreste. L. Aus den Zahlen 

15. « = l/^»3,4, .... p—i 
geben je zwei Zahlen z^ und z, aus denen (15.) gemfifs (§. 47. III.) 

16. z z^ r= ®/i4-p, 
wo ^ ein beliebiger Nichti/uadratrest zu p ist. Es sind nach (§.47. III.) 
\{p—l) solche Producte vorhanden, und in ihnen durchlaufen die Zi und z^ 
alle die Zahlen (15.), ohne dafs irgend eine mehr als einmal vorkäme. 

ilfi Daraus folgt, dafs das Product aller der i(p — 1) Producte (16.) 
das Flroduct aller der Zahlen (15.) ist; und da nu»>Mfw der \{p'-t) Pro- 
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dacte (16.) =®p'\'Q giebt, so ist 

17. l.Q.3A....(p — l) = ®;i+pHP-i). 
A^. Aber für jeden Nichtquadratrest q ist zufolge (§.49. I.), und 
zwar zufolge des ersten Beweises daselbst , der nicht auf dem Wilsonschen 

Satze beruht, 

18. p*^'^ = ©;>— 1, 

also ist nach (17.) 

19. 1.2. 3.4. ...(/?—!) = ®/f— 1; 
dem Lehrsatze gemäfs. 

Weiter unten werden sich noch andere, auf andern Vordersitzen be- 
ruhende Beweise des Satzes finden. 

§. 74. 
Lehrsatz. 
Wenn die x in der Gleichung 

12 3 n 

1. aiX-[-a2X-[-ajX-|-*«.«4"®nX = z 

der Reihe nach m^, m^^ m^^ .... m„ verschiedene Werthe habeti kön-' 
nen, während die a immer dieselben Werthe behalten, so kann die 
Anzahl der verschiedenen Werthe ^ welche z bekommen kann, 

2. = mim2m3....mn 

sein; nicht ^röfser, wohl aber kleiner. 

Beweis A. Zu jedem der m^ verschiedenen Werthe, welche x soll 
haben können, gehört ein, und nur ein Werth von z, wenn die übrigen x, 
eben wie die a, dieselben Werlhe behalten. Also bekommt z, wenn zunfichst 

nur X allein seinen Werth ändert, m^ Werthe; und nicht mehrere. Und zwar 

sind alle diese m^ Werthe von z nothwendi^ von einander verschieden. Denn 

1 1 1 

gesetzt, zwei verschiedene Werthe Xi und x^ von x gäben, mit gleichen Wer- 

then der übrigen a?, so wie der a, (gleiche Werthe Zi von z, so müfste 

12 3 n 

|«j j?i -[-02 ^-f" «3^ ■}"•••• "f^n^ = ^1 und zugleich 
12 3 n 

Öl^2-f «2^4*^3^+ -jr^n^ = «M 

also, Eins von dem Andern abgezogen, 

I 1 

4. Oi{xi — X2) = 

II , / 
sein; was nicht sein kann, insofern Xi und x^ nicht einander ^/(0icA sein sollen. 
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B. Bezeichnet man nun die z, welche fflr die verschiedenen m^ Werthe 
1 

von X entstehen, während die übrigen Xy so wie die a, diemslben Werthe be- 

2 

halten , durch «r^ , z^^ z^^ . . - . «^m^ und läfst darauf x fflr den ersten Werth 
von X seine iWj verschiedenen Werthe annehmen, so bekommt das dem ersten 



1 



Werth von x entsprechende z^ gemftfs (Jl.) seinerseits Wj^ nothwenäig ver- 

2 1 

schiedene Werthe. LSfst man x fflr den zweiten Werth von x seine m^ ver- 

1 
schiedenen Werthe annehmen /so bekommt das dem zweiten Werth von x 

entsprechende z^ ebenfalls iHs , sothwendig unter sich verschiedene Werthe. 

1 
So bekommen fflr jeden der m^ verschiedenen Werthe von x die denselben 

entsprechenden z^^ z^^ z^^ .... Zm^ jßdes m^ unter sich verschiedene Werthe ; 

also ergeben sich überhaupt m^ mal m^ oder mitn^ Werthe von z, die alle 

gruppenweise unter sich verschieden sind ; und mcht mehrere y da zu jedem 

Werth von x oder x nur ein Werth von z gehört. 

C. Aber diese m^ m^ Werthe von z, aus den verschiedenen Gruppen, 
sind schon nicht mehr nothwendig alle von einander verschieden. Denn g^- 

12 12 

setzt, die beiden bestimmten Werthe ^i und ar^ von x und x gäben den Werth 

1 12 12 

z von z und die beiden andern Werthe x^ und x^ von x und x gäben den 

2 

Werth z von ä, beides während die übrigen x, so wie die «r, dmeelhen 
Werth behalten, so dafs also 

12 3 4 n 

5. a^x^'\-a2X^-\'a^x-\-a^x-\- -j-ö^j? = «i und 

12 3 4 n 

6. Ilia?2-|'^2^2'f ^3^"f ^♦^"F • • • • 4"^«^ =^2 

Wäre, woraus, wenn man Eins vom Andern abzieht, 

11 2 2 

7. <li(Xi—J?2) 4-/12(^1 — ^'2) = 2^1 — ^2 

folgt , so kann allerdings in (7.) z^ gleich z^ sein ; denn dies giebt vermöge {J.') 

11 22 I 1 ' 2 2 

8. fli(a?i— a:j)4-a2(a?i — a?2) = oder «i(a?x — ar^ = «2(^2— J^i); 

1 I 
und diese Gleichung kann Statt finden, sobald nur die Differenzen ^i— ^r^ der 

l 22 2 :;,J 

ungleichen x mit a^ und die Differenz x^ — x^ der un^ejchen x mit a^ auig^ht. 

1 2 

Also kann, wenn in (1.) x seine m^ u«d x afwe m^ verschiedenen 

Wertfie annimmt, während die übrigen x, gleich den Up dJMeUmi Werlhe 

33» 
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behalten, z zwar nicht nicht mehr als m^m^ verschiedene Werthe bekommen, 
wohl aber weniger. 

D. Bezeichnet man wieder die mim2 verschiedenen Werthe, welche 

1 2 

nach (C) z in (1.) dadurch bekommen kann, dafs x und x ihre m^ und Mj 

3 

verschiedenen Werthe annehmen, durch z^^z^^Z:^^ ^,m, und läfst x seine 

I 2 

1/I3 verschiedenen Werlhe für jeden der Werthe von x und x annehmen, wäh- 
rend die noch übrigen x^ gleich den a^ dieselben Werthe behalten, so bekommen 
wieder die entsprechenden 2^1, z.^^ 2^3, . . ..jedes tn^ unter sich verschiedene 
Werthe, und folglich kann, da m^mi solcher« vorhanden sind, z in (1.) über- 
haupt mi9H2 mal m^ oder mitn^m^ verschiedene Werthe bekommen ; und mcht 
mehr, da immer zu jedem Werth eines x nur ein Werth von z gehört. 

E. Aber nothwendig sind diese m^i/i^m, von z mcht alle verschieden. 

12 3 12 3 

Denn gesetzt die bestimmten Werthe x^^ x^ und x^ von x, x und x gftben 

1 2 3 

den Werth z^^ von z und die andern bestimmten Werthe o?,, x^ und x^ von 

12 3 

Xf X und X gäben den Werth Z2 von z^ während die übrigen x^ gleich den 
a, dieselben Werthe behalten, so dafs also 

12 3 4 fi 

9. aia?i-{-a2d?i-fö3^i + Ö4a? -f^«^ = ^i ™^ 

12 3 4 n 

10. «laTj-f Ä2^2-f ^3^2"|-^4^ -f^«^ =^ ^29 

und folglich. Eins vom Andern abgezogen, 

11 22 33 

11. öl(^l— a?2) + 02(^1 — ^2) +03(^1 — ^2) = «1— «2 

Wäre, so kann allerdings in (11.) z^ gleich z^^ oder 

11 22 33 

12. a^(x^ — X2)'\'a2{x^ — X2) = «3(^2 — ^1) 

sein: denn die x^ obgleich unter sich verschieden, dürfen nur von der Art 

112 2 *" 

sein, dafs «1(^1 — ^2) +02(^1 — ^2) ini* «3 aufgeht, so kann die Gleichung 

schon bestehen. 

12 3 

Also kann wieder, wenn in (1.) x seine r/i|, x seine m^ und x seine Wj 
verschiedenen Werthe annimmt, während die übrigen x, gleich den a, die- 
selben Werthe behalten, z zwar nicht mehr als m^m^m^ verschiedene Werthe 
bekommen, wohl aber weniger. 

F. Fährt man auf diese Weise weiter fort, nemlich für jeden der durch 
die Veränderung der Werthe der ersten x entstehenden Werthe voii^« die 
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folgenden x der Reihe nach ihre yerschiedenen Werthe annehmen zu lassen, 
so folgt was der Lehrsatz behauptet. 

§. 75. 
Lehrsatz. 
Es sei von der ganzen Zahl 

1 • Hl " e^ ^2 ej . . • . On 
jeder der TAeiler e zu Jedem der übrigen theilerfremd. Ferner sei 

2E ü E „ E ij, E ij, 
— = £•!, — J!<29 — ^39 .... — üin« 

Cg Oj Cj ün 

^^fo< man dann in der Gleichung 

3. E|X, + E,X2+E3X3+....+E„x„ = ®E + r, 
in welcher Ej, E29 E3, . . . . E„ nach Belieben positiv oder negativ genommen 
werden können, der Reihe nach 

X^ " J ^ * ^ ö^ T^ • • • • Ol 9 

X2 ■ J , ■* 5 O^ T, • • . . 62 , 

^* \ ^3 ^^^ *9 -^9 *^5 ^9 .... 03, 



x„ — 1) ^^ d, 4-5 • • . • e«, 
fiiti/ nimmt das willkürliche & in (3.) so, dafs r >> t/it J nicht gröfser 
als E t^(i so durchlauft: 

1. In (3.) 

5. r alle die Zahlen 1, 2, 3, 4, .... E; 
und keiner dieser Werthe von r kommt mehr als einmal vor. 

IL Dieselben Zahlen, welche in x^ und Oi, oder in x, finil e^) 
oder in X3 fiiti/ 63 u. s. w. bis zu x„ und e„, zugleich aufgehen, gehen 
auch in das zugehörige r auf. 

IIL J[//€ r, welche zu Werthen von x^, X2, X3, .... x^ gehören, 
die der Reihe nach zu Oj, 02, 63, .... e», nemlich Xi zu ei, X2 zu e^^ X3 
zu 03 n. ^. w. theilerfremd sind, und zwar dies alles zugleich, sind 
auch zu E theilerfremd f und nur diese r sind es. 

Beispiel. Es sei 

6. ß =84 = 3.4.7, also ^i = 3, ^2 = 4, ^3 = 7, und 

7. El = 28, E^ = 7i und «3 = 12. 
Zu L Fär (3.) setze man 

8. 28a?, — 21a?2 4-12a?3 = ®.84-f-r. 
Macht nmi hierin nach (4.) o?, = 1, 2, 3, ar, = 1, 2, 3, 4 und 
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1 

\ 5 17 

168 80 



3?,= 1, ?, 3, 4,5,6,7, und nimmt immer © so, dafs r>>0 und <:Ä-{-l 

ist, so ergiebt sich 

9. Für Xi = l und x,= 1 :2 3 4 5 6 7: 

19 3143 55 67 79 7 Für a?, = l, 

82 10 22 34 46 58 70 - ar, = 2, 

61 73 1 13 25 37 49 - a?j = 3, 

40 52 64 76 4 16 28 - ar, = 4. 

10. Für Ä-, = 2 und arj = 1 2 3 4 5 6 7: 

47 59 71 83 11 23 35 Für a?,= 1, 

26 38 50 62 74 2 14 - x,= 2, 

29 41 53 65 77 - a?,= 3, 

8 20 32 44 56 - ar, = 4. 

11. Für a?,= 3 und ar3== 1 2 3 4 5 6 7: 

75 3 15 27 39 51 63 Für ar, = l, 

54 66 78 6 18 30 42 - »2 = 2, 

33 45 57 69 81 9 21 - a?, = 3, 

12 24 36 48 60 72 84 - Xj = 4. 

Die Werthe von r in (9. 10. 11.) zusammengenommen sind alle die Zahlen 
1, 2, 3, 4, .... (S4, und keine kommt mehr als einmal vor; gemafs (1.). 

Zu IL Die Zahl 2 geht in j?2 = 2 und ^2 = 4' auf, und alle r, die 
in (9. 10. 11.) zu X2 = '2 gehören, gehen ebenfalls mit 2 auf; gemfifs (IL). 

Zu IIL JPi==2 ist zu ^1 = 3, a?2 = 3 zu «2 = 4' und x^ = d zu 
^3 = 7 theilerfremd ; das zu x^ = 2 , a?2 = 3 und x^, = 5 gehörige r ist 
nach (10.) =53, welches zu jB = 84 theilerfremd ist; gemäfs (IIL). 

Beweis A Da dem x^^ in (3.) gemäfs (4.) e^^ dem ^r,, e^, dem 
x^ , «3 u. s. w. verschiedene Werlhe gegeben werden sollen , so kann 

ßjX4-f ß2^2-f^3^3-f • • •• -f^n^/i »ach (§.74.) «i^2^3-- ••^« = ß Ver- 
schiedene Werthe bekommen, und tücAt mehrere; also auch r kann eben so 
viele verschiedene Werthe bekommen, die alle >>0 und nicht gröfser als E 
sind. Es fragt sich nun, ob von den Werthen, welche r wirklich bekommt, 
diese oder jene fflr verschiedene ^Tj, j^j? ^'39 - • • • einander gleich sein können. 
Ist dies nicht der Fall, so durchläuft r nothwendig alle die Zahlen 1, 2, 3* 
4, . . • • tj* 

B. Man setze, fflr die beiden Werthe x^ und or^ von oti , x^ und Xi 
1 2 

von a?2 , ^3 und x^ von or, u. s. w. hätte r demelAen Werth, so wAre ta {3.) 
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12. E,x,-\-E^i^'\-E,x^^....-{-E^x^ a=. &E'\'r, 
und zugleich 

13. E,x,'{-E2X^'\'E,x^'\-....'\-E„x, = ®£+r. 
Eins von dem Andern abgezogen, giebt 

14. E,{i,-x,)-\'E^{x^-X2)'\'E,(i^ — i^^ 

C. In dieser Gleichung haben z. B. E^^ E^^ E^^ .... £„, wie 
aus (2.) zu sehen, sämmtlich den Theiler e^ ; denn sie haben der Reihe nach 
nur die Theiler e^^ e^^ e^^ .... e^ weniger als E^ nicht den Theiler e^ 
weniger. Sodann enthält auch £? selbst rechts in (14.) den Theiler e^. Also 
gehen alle Glieder in (14.) rechts und links, bis auf das erste links, mit e^ 

auf. Deshalb mufs nach (§. 18.) auch dieses erste Glied JE^ {x, — x^) mit e^ 
^jfKUfgehen. Aber JE^ enthält gemäfs (2.) den Factor e^ nicht, und auch kei- 
nen Theiler von e^^ weil die sämmtlichen Theiler ^29 ^39 ^49 • - • • ^n? die 

j^i hat, nach der Voraussetzung zu e^ t/mlerfremd sind. Alito mufs e^ in 
12 12 

Xi — Xi allein aufgehen. Dies aber ist nicht möglich, da Xi und x^ nach (4.) 

1 2 
beide >0 und nicht gröfser als e^ sind. Also geht e^ nickt in E^{x^^ — x^ 

1 2 
auf, sondern J?i (or, — x^^ dividirt durch «i, ist ein 0riicA, und keine ganze 

Zahl. Und da nun ein Bruch einer ganzen Zahl nicht gleich sein kann, wie 

es, um die Gleichung (14.) zu erfüllen, sein mflfste, so kann diese Gleichung 

nicht Statt finden. Folglich kann kein r für die verschiedenen J?i , ar^ , ^3 , — x^ 

denselben Werth haben. Mithin sind alle r verschieden j und folglich sind 

sie nach (J.) alle die Zahlen I, 2, 3, 4, E (5.); gemäfs (!.)• 

D. Geht die Zahl z z. B. in x^ und «1 zugleich auf, so geht sie auch 
in £?2 9 ^39 ^49 E„^ so wie in E auf; denn alle diese £? enthalten, wie 

. in (C) erinnert, den Theiler Ci . Desgleichen geht z nach der Voraussetzung 
in Xi auf. Also geht z in alle Glieder der Gleichung (3.), bis zu r, auf. 
Mithin mufs es nach (§. 18.) auch in r aufgehen. Ganz eben so verhält es 
sich mit Zahlen z, die in X2 und ^2 9 oder in x^ und e^ u. s. w. zugleich auf- 
gehen; gemäfs (IL). 

E. Man setze, eine Zahl z gehe in E und r zugleich auf, während 
Xi zu Ci , X2 zu ^2 9 ^3 zu ^3 u. s. w. thetlerfretnd ist. Da 2r in J? aufgehen 
soll, so mufs es irgend einen semer Stammfactoren , z. B. /i>> 1, mit£J, und 
folglich auch mit einem der Tkeiler ^i ^ «, , e^^ .... e„ von iß gemein haben ; 
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aber nur mit einem dieser Theiler, z. B. mit e^ ; denn da jeder der Theiler 
e von E zu allen übrigen der Voraussetzung nach theilerfremd sein soll, so 
hat jedes e andere Stammfacloren (§. 27.). Es mufs also p in r und e^ zu- 
gleich aufgehen. 

F. Nun enthalten in allen Gliedern links in (3.}, bis auf das erste 
E^x^^ die JEJj^ E^^ JB^, .... E^ den Theiler ei (C): also mufs p auch in 
alle diese Glieder aufgehen. So ginge denn also p in alle Glieder von (3.) 
rechts und links bis zu dem ernten E^x^ auf, und deshalb mflfste es nach 
(§. 18.) auch in E^x^ aufgehen. Aber Ei enthält den Theiler «^ nicht, son- 
dern nur die Theiler e^^ e^^ e^^ e^\ also kann p in E^ nicht aufgehen. 

Mithin mflfste es in x^ aufgehen, also hätte x^ mit e^ den Theiler /i>>l ge- 
mein. Dies ist der Voraussetzung in (JBJ.) entgegen, und folglich können E 
und r nicht mit der Zahl z zugleich aufgehen, wenn x^ zu «i theilerfremd ist^- 

G. Aber es reicht nicht hin, dafs x^ zu Ci theilerfremd sei, wenn E 
und r es sein sollen. Denn es könnte z^ statt mit e^^ mit e^^ ^3, e^^ .... 
einen Theiler > 1 gemein haben. Damit alles Dieses nicht sein könne , und 
also wirklich r zu i? völlig theilerfremd sei, mufs, aus denselben Grfinden 
wie vorhin , zugleich auch X2 zu ^2 , x^ zu ^3 u. s. w. theilerfremd sein. Erst 
dann, wenn alles dieses Statt findet, ist r znE völlig theilerfremd ; gemäfjs (IH.). 

//. Jedes r, für welches nicht x^ zu ^j, äTj z« ^29 ^3 zu ^3, 

x^ zu e^ zugleich theilerfremd ist, ist nicht zu E theilerfremd. Denn, wena 
auch nur allein z. B. x^ und Ci nicht zu einander theilerfremd wären, sondern 
den Stammtheiler p >> I gemein hätten, so wflrde dieser in alle Glieder 
rechts und links bis auf r aufgehen und mflfste daher nach (§. 18.) auch in r 
aufgehen, so dafs also dann E und r nicht mehr theilerfremd wären , sondern 
den Theiler p>i gemein hätten. 

Anm. /. Es ändert sich an den Resultaten nichts, wenn man den x 
statt der Werthe (4.) folgende Werthe beilegt: 

Xi — U, I , -c, O, ^, • • « . Ci — 1 , 

X2 "■ v/^ 1 , ^, v/^ 'r, • • . • ^2 """ 1 , 

15. { a?5 = 0, 1, 2, 3, 4, ^3 — 1, 



x^ — 0, I, 2, 3, 4, .... ^^ — 1, 
Der Werth vertritt alsdann unter den Werthen von x (15.) die Stelle der 
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365 



W^rthe €i, e,, ^3, e„ in (4.); denn z. B. x, = e^ giebt in (3.) E^^x^ 

Eie,=iE (2.) 9 also in (3.) 

16. E2X^-]'EyX,-\-E^x^'\'....'\'E„x„ = &E-\-rf 
und eben das giebt in (3.) der Werlb von x. 

§. 76. 

Lehrsatz. 

E» seien 

ax , a2 9 a^ , .... a^^ , 

bi , 02 9 1)3 ^ .... i),„^ . 



1. 



1, l/j, t/3j 



. . • • 



^iHg 9 V 



n 



19 



n,, n 



39 



n 



VB 



n 



^ Rei/ien, äie erste von. nii, <2i^ ztcdle ton nis, ifitf iM//« ro/i 013 11. ^; uy. 
GröfseHy ibelche ^llSf entu^der ihren Werfhen nach, oder durch sonst 
etwmsy ton einander, verschiedest sind. ^ 

Sieltt man diese fihrö/hen in Gruppen, jede von n Größen^ snt^ 
sammen, etwa nebeneinander, und ohne weitere Rvckdcht in welcher Ord^ 
nunff, äher auf die Wrise, dafs jed^ Gruppe aus jeder Reihe An (I.) 
nur eine Gröfse enthätt, so ist die Anzahl x„ der auf solche Weise 
möglichen verschiedenen Gruppen oder Verbindungen 

2. x„ = Di| . m2 • ni3 . . . . ni„ . 
Beispiel. Es seien die n='i Reihen 

«1, «2 9 Ö3 von m^ = 3 Gröfsen, 

Ä,, Ä2 von 1112 = 2 - * 

^o ^2^ C3, C4, C5 von 1W3 = 5 - - 
gegeben, so sind die möglichen Gruppen von n = 3 Gröfsen folgende: 



3. 



4. 



fli*i<?M 


ÄlftlCj, 


«1*1^3 9 


1^ 


a,b,c^^ 


fli*2^n 


«1*2^2 9 


«1*2 ^3 9 


«1*2^49 


agb^Cs^ 


«2 bi Ci , 


Ö2ftl<^29 


«i^iCj, 


«2*1^49 


ttib^Cs^ 


«2 *2 Ci , 


^ibiCi^ 


^2^2 ^39 


«2*2^4, 


a.biC^, 


«3*i^M 


«3*1^2 9 


«3*1^3 9 


«3*1<?4 9 


«3*1^5, 


«3 *2 Ci , 


«3 62 C2 , 


03*26-3, 


«3*2^49 


«3*2^5« 



Die Anzahl dieser Gruppen ist 30ö=r3,2.5=«WiiW2iii3; gemäfs (2.). 

Beweis. A. Die noch unbekannte Anzahl der möglii^bßn verschiedenen 
Gruppen von n — 1 Gröfsen aus den n — 1 ersten Reihen (1.), also aus allen 
Reihen mit Ausnahme der läbstmif wird ftfanlich von (2.) , 4mrdi w^i beseiobnet, 

34 
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B. Jede dieser ^„.i Gruppen, noch mit der ersten Oröfse Hi der 
letzten Reihe verbunden, g^iebt eine Gruppe von n Gröfsen; und die daraus 
entstehenden :r„.| Gruppen von n Gröfsen sind nothwendig alle unter einander 
verschieden; denn die j?„.i Gruppen von n — 1 Gröfsen , aus welchen sie 
entstanden, sind es nach der Voraussetzung. 

C. Die x„^i Gnippen von n — 1 Gröfsen, mit der zweiten Gröfse n, 
der letzten Reihe verbunden, geben auf gleiche Weise x^^ sfimmtlidi UfUer 
sich verschiedene Gruppen von n Gröfsen. Zugleich sind aber diese x^^i 
Gruppen von n Gröfsen auch alle von denen in (0.) verschieden: denn jene 
enthalten alle rti, die gegenwärtigen alle n,. 

D. Auf diese Weise geben die x„^i Gruppen von n — 1 Gröfsen, 
welche aus den n — 1 ersten Reihen aufgestellt werden können, mit jeder der 
m„ Gröfsen der letzten Reihe verbunden , Jede ar„.| , also susammen m« . x^^i 
Gruppen von n Größen, die alle von einander verschieden sind; denn die 
erste Reihe derselben enthält aus der letzten Reihe in (1.) nur Hi, die zweite 
nur n,, die dritte nur n^ u. s. w. Die so gefundenen m„.x^^i Gnippen sind 
aber offenbar alle möglichen Gruppen von n Gröfsen. 

E. Da nun die Anzahl dieser letzten durch x^ bezeichnet wurde, so ist 

5. x^ = fn„ . Ä?„_| . 
Hieraus folgt, n — 1 statt n gesetzt, 

und Dieses in (5.) substituirt, giebt 

7. a?n = »i„.iw„«i.a?„_2. 
Femer folgt aus (60) n — 1 statt n gesetzt, 

und Dies in (7.) substituirt, giebt 

Und so weiter; zuletzt 

x^ = m„.m„«i.m„_a.iii„.3 .... m^ oder 
10. Xn = nii . nii . Hl) . ^4 . . . . fii„ ; 
wie in (2.). 

§. 77. 
Lehrsatz. 
Eis sei van der ganzen Zahl 

1 • d s^^ Cj 02 Oj • • • • C/j 

Jeder der TAakr e »u federn der irrigen tkeiterfremd. 
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Es sm fernst 

2. z ^ne der Zahlen 1, 3, 3, 4, .... E 
und man setze, für einen und denselben Werth von z: 

z = niiei-fri, wo r^ «»« der Zahlen 0, 1, 3, 3, .... Ci — 1, 

z = m2e2 4"^2 9 w^ö Fj - - - - 0, 1, 3, 3, . .. • 62 — 1, 

3. { z == mje^-f ''s^ M^ Tj - - - - 0, t, 3, 3, .... e^ — 1, 

z = m„e„ + rn9 iro r„ - - - - 0, 1, 3, 3, e„ — 1 

isK Alsdann können 

m 

I. Für zwei verschiedene Werthe von z niemals aUe r diesel^ 
hen Wertlie haben. Zu jedem andern WerfA von z gehört eine andere 
Gruppe der n Heste r; und umgekehrt. 

IL Zu den E verschiedenen Werthen (2.), welche z soll bekoin* 
men können^ gehören alle verschiedene Gruppen der Werthe der 
n Reste r in (3.)^ welche möglich sind. ^ 

III. JVur diejenigen z Witi/ srt( E theilerfremd, ßir welche zu^ 
gleich Ti zu ei, T2 zu e^, F} zu 63, .... r„ zu e„ theilerfremd ist. 

Beispiel. Es sei ^ 

4. jE=60, «1 = 4, 1^2= 15. 
Alsdann ^ebt (3.) 

Für 2 » 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
f, »123012301230123012301230123012 
r^=« 12 3 4 5 6 7 8 910 1112.1314 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

iFör iKs31323334353637 38394041 424344454647 48495051 525354555657 585960 
r, »301230123012301230123012301230 
r,« 1 2 3 4 5 6 7 8 91011121314 1 2 3 4 5 6 7 8 91011121314 0. 

Zu I. Zu keinen zwm Werthen von z in (5.) gebort dasselbe r^ 
und zugleich dasselbe Tj; gemfifs (I.). ^ 

Zu IL Alle möglichen verscbiedenen Gruppen aus den 4 Werthen 
0, I9 3, 3 von r^ und 0, 1, 3, 3, .... 14 von r, C^O ^u^d folgrade: 

00 Ol 02 03 04 05 06 07 08 09 010 011 012 013 014 
1011 12131415161718191 10 1111 12 1 13 IIA 
^' ^202122232425262728292 10 211 2 12 2 13 2 14 
30 31 32 33 34 3r5 36 37 38 39 310 311 312 313 314 
Alle diese Gruppen von r kommen in (5.) Yor. Sie gehören dw Reihe 

nach zu 

34» 
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60 16 32 4S 4 20 36 52 8 24 40 56 12 28 44 

j _.^^ i i7 3'i i9 5 21 37 53 9 25 41 57 13 29 

• 30 46 2 18 34 50 6 22 38 54 10 26 42 58 14 

15 31 47 3 19 35 51 7 23 39 55 11 27 43 59, 

also zu allen den Zahlen 1, 2, 3, 60; gemfifs (IL)- 

Zu III. Z. B. 52;= 19 ist zu JE7=60 theilerfremd, und das zugehö- 
rige Tj == 3 ist es zu ^1 = 4 und r^ = 4 zu €2= 15. 2^ = 49 ist zu iE = 60 
theilerfremd , und das zugehörige r^ == 1 ist es zu «1 = 4 und r^ = 4 zu 
^2== 15. Dagegen z = ij ist zu JE = 60 nicht theilerfremd, und nur das 
zugehörige ri = 3 ist zu ^i = 4 theilerfremd, nicht das zugehörige r2 = 5 zu 
e2==15; gemSfs CHI)- 

Beweis. A. Könnten fflr zwei verschiedene Werthe Zi und Z2 von 

z (3.) alle die Reste r dieselben sein, so müfste gemäfs (3.) 

111 1 

8. ar^ = iw,^i-[-ri = Jii2«2-|-r2= m3^3-}-»'3 = -..- = »W/i^/i-f ^n und zugleich 
222 2 

sein. Daraus folgt, Eins von dem Andern abgezogen, 

12 12 12 12 

10. Zi—z^ = (y/ii— iWi)^i = (»I2— »12)^2= (w»3— ^»3)^3 = .... = («»„— »i„)r,, 
also mafste zufolge (10.) z^ — Z2 durch ^, und zugleich auch durch ^29 ^39 

1^4 , e„^ also , da die e sömmtlich zu einander theilerfremd sein sollen, 

gemafs (§. 26.) auch durch das Product ^1^2 ^3 ^«^ also durch E (1.) 

selbst theilbar sein. Dies aber ist nicht möglich, da Zi und z^ beide nicht 
gröfser sein sollen als E (2.) und folglich z^^ — z^ nothwendig < E ist. Also 
können nicht alle r zugleich für zwei verschiedene Werthe von z dieselben 
Werthe haben; gemSfs (I.). 

B. Die Reste r in (3.) können der Reihe nach e, , e^, 63, e^ 

verschiedene Werthe haben, nämlich r^ die ^1 Werthe 0, 1, 2, 3, e^ — 1, 

To die ^2 Werthe 0, 1,2, 3, e^—i u. s. w. Demnach sind zufolge (§. 76.) 

*i^2«3 e„=^ E verschiedene Gruppen , jede mit einem Werthe jeder der 

n Reste Ti, Tj, Tj, .... r„ tnöglieh. Nun gehört zu jedem der jE? verschie- 
denen Werthe 1, 2, 3, .... jE (2.), welche z soll haben können, nach (I.) 
eine andere Gruppe der n Reste r, also müssen die E möglichen Gruppen 
der Reste alle Slalt finden, zu den verschiedenen Werthen von z gehörend; 
gemäfs (IL). 

C Haben z.B. r^ und e^ keinen Theiler > 1 gemein, so müssen auch 
vermöge ä = i/i^ ^1 -j" ''a C^O ^ ^^d «j theilerfremd sein: denn ginge z. B. J>| 



• • 
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in z und Bi zugleich auf, so müfste es auch In Pi aufgehen, und e^ und r^ wären 
also dann nicht theilerfremd. Eben so mOssen, wenn Tj und ^2 theilerfremd sind, 
auch zxmdjßi es sein; wenn r^ und e^ theilerfremd sind, auch z und e^ u. s.w. 
Also, wenn zuglmh r^ m «^, Ts zu «2, r, zu ^3, . . . . r„ zu e^ theiler- 

fremd ist, so ist es auch z zu ei^ €2^ e^^ €„ und folglich auch zu E (1.). 

Hat dagegen auch nur einer der Reste, z.B. r^^ mit 61 einen Theiler (T>>1 
gemein, so mufs J vermöge der ersten Gleichung (3.) auch in z aufgehen, 
und es ist also alsdann z nicht zu Ci und folglich auch nicht zu E (1.) theiler- 
fremd; gemSfs (III.)« 

§. 78. 
Leht*satz. 
Es Mi von der ganzen Zahl 

1. E = eiejOa, . . . e„ * 

Jeder der Thmler e zu jedem der übrigen theilerfremd. 
Es seien femer 

12 3 ^ * 

1. dl, dl, dl, >1 Theilervon Oi, die zu einander theilerfremd sind; 

2. dj, dj, d2, . . . . > l Thetler von Oj , eben so; 
^•\3. dj, da, da, ...•>! Theiler von e^^ eben so; 



n. d„, d„, d,„ >1 Theiler von e„, ^J« w; 

tro a&o nun die di, 4J^ dj, i/t> djV .... sämmtlith änderte Zahlen sind, 
da die e untereinander keinen Theiler gemein haben sollen, während diß 
sämmilichen d in E aufgehen. 

Bezeichnet man dann aus den Zahlenreihen 

1. Xi »= t, 2, 3, 4, . . . . ei-, 

3. 7 3. X3 =i 1, 2, ;<, ^i^, . . . .'^a,* " ■• 



^ n. Xn — I , ^, o, 4, . . . . e„ 
^ Anzahl 

Derjenigen in (3. 1.), dttf mit keinem der i^ aufgehen,, durch t/^Ci, 

Derjenigen in (3. 2.), die^jmit keinem der d} aufyehen, 3urch y/ej, 

4. {Derfemgen in (3. 3.), die mit keinem der dj aufgehen, durch y/e^\ 



Ihr^emgem m^i^fi.')\f dh mt keinem der i^ aufyekm^ durch tpe, 



n9 
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und eniÜeh, eben so, aus der Zahlenreihe 

5, «? = 1, 2, 3, 4, . . . . IB 
die Anzahl 
6. Derjenigen, die mit keinem der sämmtlichen A(2.') aisfyehen, durch tfß E : 

so ist 

I. Die d m (2.) tnöffen Stammzahlen, und alle TheHer van e^ 
62, ej, Cn sein, oder nicht, 

7. y/ei.tpe2.tpez .... V'On = V^* 

IL Schreibt man, in dem Falle, wo die d in (2.) die eämmt-^ 
liehen Stammtkeiler >>1 der e trndf niiMtn roit E sind, also für den 
Fall, wo yjei^ rpe^^ rpe^^ .... V^e. und i/;E isK« Anzahl der zu den e 
und zuE theilerfremden Zahlen <ie und <CE bezeichnen, zum ün^ 
ter schiede (p statt tp, so ist eben so: 

8. (pei.ipe2»g>es .... ^^e. = ^E. 

Beispiel zu I. Es sei 

9. <?, = 28, «2=15, also £ = 28.15 = 420. 

1 
Man nehme von dem Theiler von e^ nur den einen i/^ = 4 , und von den 

Theilern von «2 nur den einen <ti = 5. 

Von den Zahlen 1, 2, 3, 4, .... «1 gehen die 7 Zahlen 4, 8, 12, 

1 
16, 20, 24 und 28 mit i/;i = 4 auf, also bleiben V^«i = 28— 7 = 21 Zahlen, 

1 
die nicht mit di aufgehen. Von den Zahlen 1 , 2, 3, 4, .... a^ gekea die 

3 Zahlen 5, 10 und 15 mit 4z = 5 auf, also bleiben V^«2=15 — 3=12 
Zahlen, die nicht mit 1^ aufgehen. 

Es soU also nun nach dem Lehrsatze (L) 

10. yje^.yje^ = 21.12 = 252 

die Anzahl tpE der Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, 4, 420 sein, die 

1 1 

weder mit J^ = 4, noch mit J2 = 5 aufgehen. 

420 

Zunächst gehen die -^=105 Zahlen 4, 8, 12, 16, .... 420 mil^ 

420 

und dann ^ie ^ = 84 Zahlen 5, 10, 15, 20, ... . 420 mit 5 auf. Aber die 

^ = 21 Zahlen 20, 40, 80, 420 unt^ den letzteren sind schon unter 

denen gezählt, die mit 4 aufgehen, also sind von den 420 Zahlen 1, 3, 3, 
4, 420 nw 1054-84^21 s= 168 Zahlen als diejenige» «oasMeUiersen, 
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die mit 4 oder mit 3 aufgehen. Es ergiebt sich daher fUt die Anzahl der 
Zahlen aus denen 1, 2, 3, 4, ... . 420, £e weder mit 4 noch mit 5 aufgehen, 
nur 420 — 168 = 252 = VjE; wie es nach (10.) und nach (I. 7.) sein soll. 

Zu II. Zu «1 = 28 thältr fremd sind die 97«^= 12 Zahlen 1, 3, 5, 
9, 11, 13, 15, 17, 19, 23, 25 und 27. Zu «, = 15 sind es die 9«,= 8 
Zahlen 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13 und 14. Zu ^= 420 sind es zunächst folgende 
48 Zahlen: 1, 11, 13, 17, 19, 23, 29, .^1, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 
67, 71, 73, 79, 83, 98, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 121, 127, 131, 137, 
139, 143, 149, 151, 157, 163, 167, 169, 173, 179, 181, 187, 191, 193, 
197, 199, 209, und dann die 48 andern, welche sich ergeben, wenn man die 
hingeschriebenen 48 Zahlen von 420 abzieht ($. 65. I.). Also ist <pE = 
96 = 8.12 = a)«i.a>*2; wie es nach (II. 8.) sein soll. 

Erster. Beweis. A. Man setze, wtie in (§. 75,): 

4 4 , «» .. M? ^ W ^ Mi^ E wp 

11. -^S^/iri, —=^^^^ — =:ft,, .... — = Ä« 

^l •^i *^3 ^n 

und d«in die Gkfichung 

Wtf die or ms den Zuhlen (3«) genommen aiid and dis willkfirKche & so an*- 
gcttommen Wird^ dafs r nicht grölser sei ds JE. 

In dieser Gleidrang gehört nach' (§. 75.) m jedem andern a^ ein an- 
deres tf und wenn die x alle die Zahlen (&•) durchlaufen ^ 00 dirchlaufen die ^i^ 

r äU0 ^ Zahlen (5.). 

1 

B. Gesetzt nun ein x^ (3. 1.) gehe nieAi mit dem TbeilCT äi von 

ei C2.) auf, so kann auch das zugehörige r nicht mit d^ aufgehen, und um«- 
geehrt. Denn £7,, £^3, £4, . . . . E„ und E enthalten sämmtlich e^ ds Factor, 

also ist d^ von den sämnURchen Gliedern von (\%')^ bis auf das erste E^x^ 

und bis auf r, ein Tbeiler. Geht mm di nicht in x^ auf, so geht es auch 

nicht in J^i^i auf, denn E^ (11.) enthält ^i nickt als Theiler und folglieh 

1 I 

auch dl nicht, da die Stammtheiler von tfj, und folglich von J|, in e,, €3, 

0^^ . . . . e^ und mithin in^i ^^^ 1^ e^e^ • • • • e^ nickt vorkommen« Also kann di , 

^ ^ ta EiXi nicht aufgeht, anoh in r nicht Aufgehen« Umgekehrt kann i/|, 

wenn es in r nfcht aufgeht, in E^Xi nicht aufgehen, und folglich, da di inEi 

iMht aufgeht,, in Xi nicht, denn sonst wSre — ^-^ eine ganie Zahl und -p nicht. 
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1 

C. Es gehört daher sm jedem Xi , welches mit di nicht aufgeht, ein r, 

das heifst eine der Zahlen aus der Reihe der (5.)? und nur eine, die eban- 
1 

falls mit dl nicht aufgeht. 

7 3 

Eben so gehört zu jedem Xi , welches mit di , mit di u. s. W. nicht 
aufgeht, ein r, und nur eins, und immer ein anderes r zu jedem andern Xi. 

Giebt es also unter den Zahlen d?i= I, 2, 3, 4, e^ (3. 1.), y/^i 

verschiedene Zahlen, die mit keinem der di (3. 1.) aufgehen, so giebt es 
eben so viele verschiedene dazu gehörige r, die ebenfaDs mit keinem der di 
aufgehen. 

D. Auf gleiche Weise folgt, dafs, wenn es unter den Zahlen x^^ jp,, 
j?4, . . . . a?„ (3.) der Reihe nach y/«,, tpe^^ yje^^ .... rpe„ verschiedene 
Zahlen giebt , di^ der Reihe nach mit keinem i/^ ? d^^ i/« , .... d^ aufgehen, 
eben so viele verschiedene r aus der Reihe der Zahlen ^•) ebenfalls mit 
keinem ifj, ^3^ ^49 • • • • ^n aufgehen werden. 

E. Legt man nun in der Gleichung (12.) den x ^der ReAe Mch die 

^«1, y^e.2^ y^^3, ip&n verschiedenen Werthe bei, die der Reihe nach mit 

den ifi, 1/29 ^39 •••• i|; meA; aufgehen, so bekommt dadardh MM^h (fi. 74.) 
(^E-^-r, oder, was dasselbe ist^ r, y^Ci . v«j . V^j • • • • V^^n verscWedene Werthe; 
woraus denn folgt, dafs es gerade eben so vieie verschiedene r, das heifst 
Zahlen aus der Reihe der (5.) giebt, die mit den verschiedenen d (2.) mdU 
aufgehen; und da nun die Anzahl dieser Zahlen in (6.) durch tpE bezriehnet 
wurde, so folgt dafs 

13. yjei.yje2.tpe^.. ..tpe^ = tpE 
ist; gemäfs (I. 7.). 

F. Die Gleichung (U. 8.) folgt unmittelbar aus (7.), denn AUes in 
dem Beweise bleibt dasselbe, wenn man für die Bedeutung des Zeichens (f 

statt tp, die d in (2.) die BämmtUchen Stammfheiler von e^^ e,, «3", #^, 

also von E bezeichnen läfst. 

Zweiter Beweis. G. Man setze wie in (§. 77.) 

1. z==: «14^1 -{-ri, wo Ti eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, .... e^ — i ist, 

2. i8r==m2e2^rj, wo ra - - - - 0, 1, 2, 3^ ,. . . e,— l |gl, 
14.^3. «=iW3^3-j;-r3, wp Ta - - - - 0,1,2,3, ^ — 1 ist, 

n. ar =s= m„ «, -fir, , ^0 r„ - - * - 0, t^i^ 3* i..;<i;— t fct 
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Geht hier z. B. der Theiler di von ^ in 1*1 mc^ anf, so kann er, da er in «^ 
aufgeht, vermöge (14. 1.) auch iB.fir nicM aufgehen; und umgekehrt. 

Eben so veAält es sich mit den andern Theflem rf^, i^, . . . / von «j. 

Also zu jedem Ti, welches weder mit d^^ noch mit 1/^, d^ etc. und 
(Überhaupt mit keinem tfx aufgeht, gehört, ein z, und immer ein anderes z, 
welches ebenfalls mit keinem di aufgeht. 

Setzt man demnach fflr die r^ die Zahlen x^ (3. 1.), so folgt, dafs tti 
den tpBi Zahlen r^ oder d?», die nach der Voraussetzung mit keinem i/| auf- 
gehen soHen , 0bem so tMe vetsehiedene gehören , die ebenfali» mtt Irei- 
nem d^ aufgehen. 

H. Auf gleiche Weise folgt, dafs zu den ^«29 V^^ir? • • • • y^.^nZM^n 

r,, r,, .... r»^ oder 0^2 ? 0^3, x^ (14. oder 3.), die der Reihe nach mit 

keuiem 1^2% ^^j^ .*:^ ^•. ^n aufgehen, eben 90 vielß verschiedene z gehören w^jr- 
den, die ebenfalls der Reihe nach nicht mit d^^ ^3, .... d„ aufgehen. 

i. Legt man hierauf dem r in (14.) die tpe^^ V'^? V^^? V*« 

Werthe bei, welche der Reihe nach nicht mit den di'^ d^^ 1/3, d^ auf- 
gehen, und zwar so, dafs in (14.) die r niemals sdmmt&ch diiaseljben Werthe 
bekommen, so entstehen in den Gleichungen (14.) zusammeogenosimen nach 

(§. 76.) v^^i . "^e^ . V^3 y^e^ versMed^. firvppen ißt r, dereii' keipe 

alle dieselben r hat. Zu jeder solcher Gruppe gehört nach (§. 77. I.) ein 
anderes z. Also giebt es auch v^«i. V^ ^2/^ ^s*>' ••.V^A . verschiedene z, die 
nicht mit i/|, d2^ 1/3, .... tf„ aufgehen; und da pun die Anzahl dieser z durch 
tpE bezeichnet worden ist 9 so ist wieder^ wi^ in (7. und 13.>, >:.,. 

15. tpei . yj^i . ^e, .... tpe^ = ^jEJ. 

K. Auch kann es keine andern z geben, welche mit den d nitkt 
aufgingen, als diejenigen, fär welche das Gleiche mit d^n x Statt findet. Denn 

geht z. B. r^ in (14. 1.) mit dem Thriler d^ von 6|.aaf, so mufs vermöge 

der eben genannten Gleichung auch z mit d^ nufgehen. '^ 
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L. Die Gleichung (8.) findet sich wieder, wietin (J^O? aus (7.) un- 
mittelbar. 

■• *\ ■ ■ . . 

Anm. M. Weiter unten wird sicA noch ^nn anderer^; /auf völlig ver- 
schiedene -Vordersitze gegrflndeter Beweis desl Ldlriiatttlei fiddeii. 

-SS' 
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■•'■• '■''-- ■' ■' ■ •■•■ L^fktsnl^. • ■•• . ^ ■•■' .' •■»*^ 

^ ^^,^ jE^ ^^^ xnnMJl 7..4Wft Mieh^f zu ^mofuler J^lerfrfimde, oder 
nicht tk^erfiremde ganze Zahlen. Ihr Product xy sei 

1. xy = 2. 
' iSÜr sden diV ^29 da, . ... i^ beHettge, unter einander theileiflr^ik 
Theiler von y, Stanmtheiler oder JKicht^SUimtnf hefler: Jede Zm äU^'der 
Reihe der Zahlen 

wHche nM keinem der d aufgeki^ werde dmrch y^ ^isr^icibitf/y tAf« 
Anzahl, wie in (§. 78.), </tirrA yjy und, wenn alle Thefl^ van y A«- 
rüdmchügt werden, durch 97 y. £6tfn w werde jede Zahl aus der Reihe 
der Zahlen ^ 

t«>^cAe Mf' i^^tik^m if^ d aufgehe, durch z^ bezwkn^i^^^mre Anttthi 
durch ijjtmi ftr alle d durch (pi. 
Aledann, iet 

4, ^% ^i^ x.tpy und ys s£=^x*9>y« . 

Bttldpiel. fis sei 

Min beHkätsiditig^ irar iUe^wei Theiler 

'6. 4i^±=:3 imd ^10=4 
vi»n )r=^24, M Bind die Zeklen'y^ aus der Reihe der ^ZaUeB 

7. 1, », 3, 4, 24 (=y), 

welche weder mit ^= 3 , noch mit 4^0=4 aufgehen, folgendb: 

a y, = 1, 2, 5, 7, 10, 11, 13, 14, 17, 19, 22 und 23. 

Bure Anzahl ist 

d. V^y= 13. 

dagegen sind JKe 2alSen z^ ans der Reibe der Zalilän ' 

- ! 10. 1, 2, 3, 4, . . . . 360 (e^sr), • 

welche weder mit <t = 3, noch mit 4i=f.4 ansehen, fönende: 

11. «-= 1, 2, 5, 7, 10, II, 13, 14, 17, 19, 22, 23, 

' öSi 56,' 29y 31, 34, 35,. ST, 88^! 41, 43, 46, 47, 

49, 50, 53, 55, 58, 59, 61, 62, 65, 67, 7(4 7J, 

73, 74, 77, 79, 82, 83, 85, 86, 89. 91, 94, 95, 

97, ^ IW, 103,^ie6, 107, 109, 11€^ 11^ 115, tlS, 119, 

täiiy' iaa,:ta6»i 127, 43(^.>i3i,i^ .U4yviia7,.ii39, m,^m> 

. u 
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1 
Ihre Anzahl ^pz ist, da es 15 Zeile», jejde zu 13 Zahlen giebt, 



1 1 



j2. tpz = 15.12 == i8b*= 15. vr = ^vr; 

geirtife 1:4;)/ ^ ' ^ ••'"••^■■■^■^ "'' ^. • '^ • ^-^^ 



. NS: ' ■ l\ 



Beweis A. Die ^dfnimtffdl^it 2ahlen 1, 2, 3, 4, .... z, deren jede 
iielMiige dintehv iK^- beseiohnet werdMvinag;, können offtnba» dvrch . . « 

v'-*"-.-'* • • '- • •■43, ari ö±= «y^r '-^ .- i^- 

ausgedrflcki w^den, wenn mtfh der Reihe nach fhr ' "■''' 

14. n = 0, 1, Z 3, .... VF — 1 , 
""■ .. 15'- ■ r = 1, 2, 5, 4, ...:> •'• •■ •■■ '■•■'•■' 

• ■ ■■ -.' '. ■,•11' 

setzt. ... 

B. Geht nun r in (13.) mit einem der Theiler d von y auf, so müfs 
nfcb ($. ISOi^^^iQit d au%eht^ auch Zi mit 4 aufjjehen. Also alle 2?^^^ in (1^3.}^ 
welche zu R^pjoi r (15.) gehören, die mit einem d aufgehen, ^nd keine der 
Zahlen z^ die mit keinem d aufgehen. 

C G^ht dagegen r in (13.) mit keinein der Theiler d von y auf, 
so kann auch Zg mit keinem dieser Theiler aufgehen; denp ginge z^ mjt einem 
solchen Theiler auf, so müfste nach (§. 18.), weil y damit aufgeht, auch r 
damit aufgehen; gegen die Voraussetzung. AI30 alle z^yin (13.), welche jsu 
Resten r (15.) gehören, die mit keinem d aufgehen, sind durch z^ bezeichnete 
Zahlen, und es giebt keine andern z^. Qfbe es noch andere, so könnten 
sie nur zu Resten r gehören, die mit einem d aufgehen f denn die z^^ zu 
Resten r gehörig, welche mit keinem d aufgehen, sind berAcMcbtigt ; ^iese 
zuResiten r, mit. einem 4 aufgehend, gehörige Zi sind aber nach (J9.) keine z^. 

D. Nun ist die Anzahl der r =z z^ in (13. und 15.), zn einm hm^ 
stimmten Werthe von n (14*) ^hörjgjj ^eich Y^yy^eb^n so grofs also ist di£| 
Anzahl der z^ = ar für einen bestimmten Werlh von n. Der Werth von n 
i»>(13,) al^er iakgwzir/«<^«ft^^ der a? )Verl|ie ([IS.j^. 

WU n^ V^y Zahlen r^^z^^ und folglich eben so viele Zj = z^. Mithin giebt u 
^ ^ iAei4iaii^ x.%f^y Werthe von sti === 52r., die mit keilieia der d aufgehen, 
änd es ist . 

16. y/tr = jr.yjr, und - 
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§.80* 
Lehrsatz. 
Es seien x tmd y zwei beliebige, zu einander theilerfremde 
ganze Zahlen. Ihr Pro du et xy sei 

1. xy = ». 
Es seien di, d,, da, .... d» heliehiße, unUr einander tktUer flre m de 
Theiler von y, StamnUheiler oder Nichts Slammtheiler, und x habe keinen 
dieser Theiler mit y gemein. Jede Zahl am der Reihe der Zahlen 

A» 1) ^9 o^ *T^ .... y^ 
welche mit keinem der d aufgeht, werde durch y, bezeichne, ihre 
Anzahl wie in (§. 78.) durch tpy^ und für alle Theiler von y durch 
^y. Ähnlich werde jede Zahl aus der Reihe der Zahlen 

O. 1^ x^ o^ *T^ • • . • Z^ 

welche mit keinem d und zugleich mit x selbst n{eA/.)|i|BreAi^ dürch%^ 

bezeichnet, ihre Anzahl durch y/z, und für alle d duräfr^z. 
Alsdann ist 

2 2 

4. xfjz = (x — l)v^y und yz = (x — l)yy. 
Beispiel. Es sei 

5. a?=9, y = 40, also Är= j?>' = 9.40 = 360. 
Mian berücksichtige die zwei Theiler 

6. di = 4 und d^i = 5 
Von y=40, so sind die Zahläj^y^ aus der Räihe der Zahlen 

7. y= 1,5, 3,4, ....40C=r), 
welche weder mit tfi=4, noch mit ^ = 5 aufgehen, folgende: 
8. y;=l,5,3A7,9,Il,13,t4,17,18,19,!>l,22,33,26,27,29,31,33,^^^^ 

Bure Amzahl ist n . . o/f 

9. xpy = 24. 

Dagegen sind die Zahlen z^ aus der Reihe der Zahlen 

' 10. 1, 2, 3, 4, 360 C=«)9 

Welche weder mit 4^ noch mit 5 aufgehen, und isugldch auch nichimU a?=9, 

11. *y= 1, 2, 3, 6, 7, 11, 13, 14, 17, 19; 21, 22, 23, 26, 29, 31, 33, 34^ 37, 38, 39, 

41, 42, 43, 46, 47, 49, 51, 53, 57, 58, 59, 61, 62, 66, 67, 69, 71, 73, 74^ 77, 7% 79, 
82, 83, 86, 87, 89^ 91, 93, 94, 97, 98,101,102,103,106,107,109,111,113,114,118,1H 
121,122,123,127,129,131,133,134,137,138,131^,141,142,143,146,147,149,151,154,157,138,1» 
161,163,166,167,169,173,174,177,178,179,181,182,183,186,187,191,J93,194,197,199, 
201,202,203,206,209,211,21.3,214,2^218,219,221,222,223,226,227,229,231,233,237,23^ 
241,242, 246,247,249,251,2Sö,254,2CT,258, 

281,282,283,286, 287,289,291,293,294,298,299, ao«,302,3a3^307,309^3$|i#|»3i$|4^ 
321,^2,323,826^327,329,331,334,337,338,339,341,343,346,347,349,353,354,357,35^359, 
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Ihre AnzaU yßz ist 192 und 

11 y;t^im ist =8.24i^(a?— l)v^y (5. iiiid9.); 
wie öS d^r Lehrsatz in (4.) behauptet 

Beweis. A. Die sämmüichen Zahlen 1, 3, 3, 4, ... • z^ deren jede 
beliebige durch Zg bezeichnet werden mag, k6nnen wieder offenbar durch 

13. zi ==: ny-\-r 
absgedrfickt werden, wenn man der Reihe nach fflr 

14. n = 0, 1, 2, 3, . . . . a?— 1, 

15. r == 1, 2, 3, 4, . . . . y 

seifet. 

B. Geht limi r in (13.) mit einem der Theiler ä von y auf, so mnib 
nach (§/18.), weil y mit '<{ aufgebt fatioh Zi mit d au%ehen. Also alle Zi 
in (13.) 9 welche zu Bei^n r (15.) gehören, die mit einem (tf aufgehen, 
sind keine d^^Uen z^ , weldie weder mit einem d, noch mit x aufge- 
hen sollen." •'*^- 

C. Geht dagegen r in (10.) mit keinem der Theiler d von y avf, 
so kann auch z^ mit kemmn dieser Theiler d au%eben ; denn ginge tri aut 
einem d auf, so mflfste nach ($. 18.), weilü damit aufgeht, auch r daaut 
aufgehen ; gegen die Voraussetzung. Also können sich die ZaUen z^ , welche 
weder mit einem d^ noch mit x aufgehen sollen, nur unter denen befinden, für 
welche in (13.) r mit keinem J aufgellt. Soidier r aus den Zahlen (15. oder 2.) 
giebt es nach d«r /Y^r^ussetzupg y/y fär/iiir: fa; denn f^ Jedes n in (13.) 
sind die r dieselben. Auch giebt es keim^landiern tr^, unter welchen sich 
die z^ befinden könnten, als diejenigen, für welche r mit keinem d aufgeht. 
Denn gäbe es dergleicben, so könnt^i sie nur zu r gehören, die mit einem d 
aufgehen f da die andern Zi zu den r, die mit keinem d aufgehen, schon 
berflcfcsichtigt sind. Ein z^ , zu einem mit einem d aufgehenden r mflfste aber 
nadi (A) mit ii aufgehen, und' w8re also kein z^. 

B. Dir es demnach nur ^y verschiedene Zi fOr Jedes n giebt, unter 

welchen isMchifiei 0, befinden können, und x vetacMedene Werthe ¥on n Statt 

Ibiden (14.>, dierä aber f&r tri in Bezidmng auf r ganf^l^lädigflltig sind, so 

giebt es l&erhaupt nur .r;, % *l 

t9.> w.y/y 

Werthe von «, in (18.), cfo mit ktinem 4^^ß^^ imd untw welchen dcji 

nor die z^^ wdcbe imit; keinem d imd zul^icb mil x nicht ai^gehen sollen, 

befinden können. . i ,.: «k .Hr : 
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Es fragt sich nun aber noch, windele es toter dett 9;^ y^ mit keinem 
d aufgehende«. )/V^9iihep. von z^ giebt^ die mU:X inifyekff^, S^lüiefst man 
diese davon aus, so werden die z^ ülirijj; Weib^, die ^w.^fn; fn^t^^i&i^mrfl) 
Dpcb .mt .^ aufgehen. : r 

. E. Die mit o^ aufgehenden z^ werden offeuj^ar dorob »lar ,be;¥|fi(;bnet, .we 

17. m 5= 1, 2, 3, 4, • . . . y 
ist, so dafs also für sie VQrmöge (13») * 

18. mx =i ny-f"^ 
sein mufs, wo r mit y keinen der Theiler d gemein haV 

F. In der Gleichung (18.) mufs aber nothwendig m mit y keiß0 
Ar Vkeiler d ^emmn koken; deiuii ging# ein d in m. und y zugleich auf, 
so mflfsb» ts natdi (§• 18.) nuch notbwendig fai r aufgehen, und y und r httr 
ten diesen Tbetter gemeiftv gegen die Bedingung in (£.>, 

Alsd kann m je nuü eine der tpy Zahlen aus daiiTlUitke der Zalifen 
(17. oder 2.) sein, die mit y keinen der Theiler d gemehi- haben. Mithin 
gfebt es unter den ^-V^y Werlhen von sti, die mit y bwies Theiler d ge- 
iMin hallen;^ nur fy yersoUMeie Werthe, die nodi mit x aufgeben« und folg- 
fick sind Mr diese JMch: von den o^ . v^y Wertben der z^ nusvisohlielisea. 

Geschkiht soklies, so bli^iben 

19. 4F.^3r — v^y.Ä (4P — Dv^y 
Werthe xm «1 MB der Reihe der ZabiLm (3,) übrige die weder mit eiarai i, 

koch mit X aufgehW. Folj^lich ^Glp äntch tpz Bezdehiiete Anmhl dfeser^aMea 

20. yiz = (x,— l)yjy, und 

21. y« «= {x — i)q>y für olU Tbeitor d vw.yi 
wie es. der Lehrsatz iik (4.) biehanptet^ 

; Asm. 1/ A Findet die • Bedkigwg: ^nieht Statte dajli. >p mit y k€^ 
der Theiler d gemein haben seil, »oi gehien 041$ die (x^.fyr vevscloedpnep % (X^i^ 
die mit kisnem d au^hen,. auqb sehen mit o? niobt üif. . O^n ^nge ein 
soliüiee Si'vmik :r Alf, so »ölMe e6 awh mt. dapjraigra Tbeilesrn, die. 4t und 
3r gemein iiakeft^iM^el^n , uyd bitt«/alm dt^^^Tbcüer, mitjr g|epein} mm 
nicht der Fall ist; J^t daher x mit y Tbc^r J gemein.|, S(i^:^ißdjyou.,x,qiy 
Werthen von ^r^, die mit y kein d gendk-^lldien , keine x wegen mehr aus- 
r^lbUlteftiäi'', dffliderk iiie Att^A^G^ def^MiIeii'arfB dar Reihe derfZaUea^a^ 
i^^he diit k^em !# md^'iucb'war nicht «irf|^en;^ isliÄ»r.^y*ililbfel(; 
wie in Mn Falle de»' Lehrsatzes (§.79.). ,\niu\uA n'^hiil.. 



V' Ambl. 2. [B. ^Mb'Erwägviigto fai ifiß^ ixni' t^^ «ffid ^e Sauptmo- 
mente in dem Beweis» dM gegenwärtigen Leikbatees. 

$. 81* 

Lehrsatz. 

PV4nu j«4ii 4^ bifM^ige jffmze Zahl Z nach Cf « 31%) dtttch 

1. z = ?:'.?:•.?:*;... pj^ 

aUsäf^Ockt, wo die p yife sämmiüchen (i Stammtkeiltr vm Z nßd^die e 
beliebige ganze pi^sitive Zahlen, Null eiti^esc&losafn, avsdrücken, dann 
tAer das Product ?- ^ 

2. piPaPa p^ = « ttlldf 

3. Z = B2 ^ a&o n =. — =s p^"\ p^*""\ Dj'""* p®^"* 

setzt, und die mm z und Z theilerfrenide'n Zahldn >0 und <.z oder 
<:Z une obmjhirck z^ ifiiJ Z^, die Anzahl dießer z^ tiitJ Z^ durch 
ipz und (pZ bezeichnet, so werden 

I. Alle zu Z theilerfiremden Zahlen Z^ durch die zu z ^hmler- 
fremden Zahlen z, permUels der Gleichung 

ausgedrückt, wenn man in derselbeti^ d^m z^ der fteihe nqph für 

5. 1^ = 0,1, 2,3, .... n-1 Cß^., ; 
alle die Werthe giebt, die es haben kaim; so dafs also blofs die zu 
z = pi p«P3 p^ theilerfremdei^ Zammgßi^ ^^If^fß ^^^f ^^ ^"^ ^^ 

Z = pl'. Pi • Ps* . • • • p/" tMl§rfremden Zahlen Z^ «u finien. 

II. A Die Anzahl <p% der *u % theilerfremden Zahlen z^ 
and <iz tat 

6. ye« (Pi^1)(P«-1)(Pi-1)....(pA-1). 
& IN 
und <1Z i»t 



AnKohl wZ der zu Z theihrfremdek Zahlen Z, >0 



III. a. Met 4^ kleinste .SlammiMler fi^ li9ot^ 
andere StammtheUer p wem der Form SI'^^.n-^^^Mo n i 



tfiirrA 2 tMbat m^gMJt^ mne ti ^ m ß i^ mnd wetehes dännftt9ii^^^=^^ dU^Eerm 
ifkm'\^.iL,. einschulst, ^ iOm^^ it-r-n^ifc^ii^ Form 

iit — 1, so ist *^ 



IV. o. IK« iS^iimm« S^z der sämmtUeken zu % tkeiltr frem- 
den JZahlen t„ >-0 und <Cx ist '' 



10. 8<pz=iz(pz = ipi.pj.pi . . . . p^CPi— l)(Pi— 1)(P3— 1) (P^i— !)• 

6. Die Summe ^q)Z der eämmtSehen «H Z tkeiler fremden 

Zahlen Z<p >0 und <CZ ie( 

Beispiel zu I. Es sei 

12. Z = 360 = 2^3^5, 
also 

*i "= 3» •» = 2j *j = If 
13. { ^^2.3.5=30, 



1^ ■ 
I ' 

•V .. 

Z 



n = — = 12. ' 

z 

Die zu «=30 tiieflerfremden Zahlen »^"^O und <Cz sind , ', 

14. ,«, = 1, 7, It, 13, 17, 19, 23 und 29V 
Man erhält also nach (4.) die zu Z= 360 theilerfremden- Zahlen Z^ ;:>0 and 
<Z, wenn man zn den ar, (14.) der Reihe i:30; 2.30; .^.30 Bis 11.30 
hinzathnt. Dies giebt 

1 31 61 jM. 121 151 181 211 241 2tl 301 331 
7.37 67^& 127 157 187 217 247 277 307 337 
11 41 71 lOi 131 161 191 221 251 281 311 341 
- ^ , 13 43 73 103 133 163 193 22a 259i 283 313 343 
9 ' 17 47 77 107 137 167 197 227 257 287 3lt 347 
19 49 79 109 139 169 1Ö9 229 259 289 319 349 
23 53. 83 113 143 173 203 233 263 293 323 353 
29 59 89 119 149 179 209 239 269 299 32» 359; 
und alle ^di^o Zahlen , und nor sie , sind wirklich zu Z = 360^ theiferfrend. 

Zu n. :^flr, Ausdruck («.) giebt hier, znfolg« (13.), > 
16. fiÄ*y.3Q^=(2~l)(3--if*i;|C5 — il)==1.2.4=sfc»; 
ittd fiiBS ist Anmakl der zu f =^30 th<a «iftq |deii Zahl» ar^ Cl^O- 



Der Ausdruck (7.) «1%^ it^t^ und 9)« = 8 Ist (18. und M.), 

17. >'Z=12.8 = 96; ' * 

m ist die AltktM der zu Z = 360 theilMfrelbden Zahlen Zw flS.l 



I 
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Zu III. In (12.) ist der kleinste Stammlheiler /^^ von Z gleich 3, und 
nur Pi = S ist von der Form 4n -j- 1 « also x=\. Es soll daher nach (8.) 
yZ = 96 (17.) durch 2*+*+*-» = 2*« 32 theilbar sein; was auch der FaU ist. 

W«reZ = 3'.5.7M7%sowäre« = 3.5.7.I7, 9« = 2.4.6. 16 (6.) 

= 768, » = — = 3. 7'. 17 = 2499 und yZ= II y« (7.) = 2499. 768. Dies 

soll, da hier ;;2= 5 = 2^ -fl ™^ P4=17 = 2*+l, also t, = 0, r2 = 2, 
x=2, fi = 4 ist, nach (9.) durch 2^+'+^»+^« = 2*+'+^^+' = 2' = 256 theilbar 
sein; was auch der Fall ist. 

Zu IV. Nach (10.) soU für z='dO (13.), also für (pz=8 (16.), 

18. S(pz = i.3ü.8 = 120 
sein ; und dies ist auch die Summe der zu z = 30 theilerfremden 8 Zah- 
len z^ (14.). 

Nach (Ijp soU für Z = 360, also für 9Z=96 (17.), 
■ " 19. Äf^Z = i.360.96 = 17280 
sein; und dies ist auch die Summe der zu Z = 36() theilerfremden 96 Zah- 
len Z^ (15.). 

Beweis von I. A. In der Gleichung 

20. Z^ = rz'+z^ (4.) 
geht 

21. z =z pi.p^.p^ Pf, (2.) 

mit atlen den Stammtheilern p vonZ (1.) auf, z^ dagegen mit keinem der- 
selben, weil es nach der Voraussetzung ^jMtLilheilerfremd ist. Also kann 
auch Z^ in (20.) mit keinem der p aafgenHii W||S auch v sei. Denn ginge 
Z^ mit einem der ;9 auf, so müfste^ weil z 4amit au!|pbht, auch z^ mit dem 
p aufgehen, und folglich wSre z^ zu z nicht fheilerfrevid; gegen die Vor- 
aussetzung. Also ist Z^ in (20.) für Jedes z^ und Jedes v nothwendig zu z 
und folglich auch zu Z theile^fremd. 

B. Denn es giebt auch keine anderen zu Z theHerfiremden Zahlen Z,, 
als die, welche (20.) ausdrückt. Denn gSbe es eine solche, #o könnte sie 
nur zu einem >z^ gehören, welches nickt zu z theilerfren|||^ji*e ^j^ folglich 
mit irgend einem p aufginge. Geht aber z^ mit irg^d^äb^ni p auf, so 
müfste vermöge (20.), da 9 myjedem p aufgellt? sxiclt^ß^^iiAt dem p auf-- 
gehen, und wSre also zu z tilS folglich zu SLnickl theilerfi;emd. 

a EndUch nnd aUe Z^,. weloy^7 oder (20.) avsdrüdi», >.0 
und <C^9 wenn man v nach (5.) nicht ^^pii^er als n^— 1 setzt; denn erst 
nz ist =Z (dO^.und z^ ist <«, also {n—i)z-^it^noclk <2^ 

36 
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Mithin folget 9 zusammengfenommen , dafs (4.) alle zu Z theilerfremden 
Zahlen Z, >* nnd <: Z ansdrflckt ; wie es (I.) behauptet. 

Erster Beweis von II. D. Alle Zahlen y>0 nnd <ipl'f die 
nieht mit dem Stammtheiler Pi aufgehen, sind zn p[^ theilerfiremdi denn mit 
welchem andern Stammtheiler auch y aufgehen mag: /it' geht damit nicht auf. 

E. Nun gehen von den Zahlen 

22. I9 2f 3) 4) • • • • pi 

23. nur die Zahlen pi^ 'ipi^ 3pi^ 4pi, .... pl''^ .p^=z p[' 
mit pi auf. Alle zunschen denselben liegenden, die allgemein durch ®/'i-f~'* 
ausgedrflckt werden können, gehen nicht mit p^ auf, weil r<ipi und >>0 ist 

Die Anzahl der Zahlen (23.) ist =^p^i'' . Werden also diese von den 

pl' Zahlen (22.) ausgeschlossen^ so bleiben />?— K*"*=/'r"\/^i— Zahlen 

übrig, die nicht mit pi aufgehen und die also sSmmtUch zn p^^ theilerfiremä 
sind. Folglich ist 

24. <ppl^ ^pl^-'^p^-i). 

Ganz aus denselben Gründen ist 

<PP2 =p2'\p2—i), 

25. J ^P^ =Ps''\ps-l), 






F. Nun ist apgemöin nach ($. 78. 8.) 

26. 9pl\9^P2.q>Ps..*-VPi'= vipt'P^P^^'-^pi') = q>Z (1.), 
also ist aus (24. und 25.) 

27. <pZ = p\''\p''r'.pT^^ . . . pY^{Pi—'^KP2—i){p^—i).. ..(p^—l)\ 
und dieses ist der Ausdruck (7.) von yZ im Lehrsatze. 

Zwefler beweis von IL O. Es sei y eine heHeHj^e, p eine 
iSteÄtmierjSl/, «(i# in y iiirA^ aufgeht. q>y und 9>(/^y) bezeidine die AnsaU 
der zu y und jßy tkmlerfremden Zahlen >>0 und <Zy und ji^y. 

Alsdann ist gemfifs CS* 80.) 

28. .9X1^/) = (/^~i)9y/ 

was aueh y sein mag, wenn ef^^Üaf' nicht mit ;[^ aufgeht. 

M Setzt man nun zunüdist y = pg^ so ist offenbar <py^=^ pt — U 
denn afl!' die Pi—l Zahlen 1, 3^ 3^ 4> .... Ji^i— 1 >0 und <C;'n ^u^d nur 
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rie, ßini ta der Stammsahl pi timlerfiremd. Setzt man also weiter in (28.) 
Bugleich p^ statt p, was in /=/ti nicht aufgeht, so ergiebt sich 

Setst man hierauf in (28.) pip^ statt y und p^ statt /^^ was wieder 
in y = pip^ nicht aufgeht , so ergiebt sich 

80. (fiPiPaPs) = (Py—^)<P(PiP2) = (/>1-1)(P2— 1)(/>3— 1) (29.)- 
Und so weiter, wenn man der Reihe nach Pip2Pz statt y^ p^ statt, |i, 
%P2PiP4 s^tt Xf Ph statt p etc. setzt. Zuletzt findet sich 

31. <p(PiP2PzP^) oder (pz(2.^ = (p,—l)(p^—l)(p,— l)....p^—i; 
und dieses ist die Gleichung (6.) des Lehrsatzes. 
Z Nun drückt zufolge (I.) 

33. Z^ = yz'\-z^ 
aUe zu Z theilerfremden Zahlen Z^ >> und <C Z aus , wenn man dem v 
der Reihe nach die n verschiedenen Werthe 0, 1, 2, 3, .... n — 1 (5.) qud 
dann dem z^ aB& die 9 2; Werthe >> und <C ^ giebl , die es haben kann. 
Zu Jedem Werth von r in (32.) gehören also q>z Werthe von Z^, 
und folg^ch giebt es überhaupt mpz Werthe von Z^, und daher ist 

33. yZ = n(pz = ^(p^—\)(p^—lXp^—i)....(p^^i) (3. und 37.) 

= r^"V2"^P?"^..•/^^^"\Pi— 1)(;^2— 1)(/^^ (l.und2.); 

und dieses ist der Ausdruck (7.) des Lehrsatzes. 

Beweis von IIL K. Ist der ArMus/e Stammtheiler |i, vonZ^ =?9 
so sind alle übrigen fi — 1 Stammtheiler ffl^^^ p^^ p,i ungerade; also 






geht Yon den fi ersten Factoren von qfiorm (7.), welche Potenzen dpr p 
sind, allein />**"*= 2**""* mit 2 auf, und zwar mit 2**". Von den übrigKni 
Factoren (pi—l), (p2—i)^ (Pi — 1)» •••• P^—^ ist de» erste />|—1 = 1 und 
geht also nicht mit 2 auf. Sodann geben die x verschiedenen p, welche von 
der Form 2^"*"^ . 11 -j" 1 ^^in sollen, /> — 1 = 2^'*■^ n. Jeder solcher Factor 
geht mit 2^+^ auf, also, da ihrer x sein sollen, so gehen sie zusammen mit 
22«+Ti+T,+.... g^if^ Endlich giebt jedes der /i — x — 1 vertchiedAen p, die von 
der Form 4i»— 1 sind, ;r— 1 = 4» — 2, und dieses getiti^^was inch n sein 
mag, nur mit 2 auf; denn — ^ — = 2ii— l ist Mim^r lagprade. Abo ge- 
hen diese fi—x—t Factoren Bocb mit 2^**"^^auf. MMdn geht zusammen- 
genommen 9)Z mit J^"^ ^' 

34. 2****^ , 2^'^^*'*'^*'*"* ' *\ 2^'^wSfe'^ 2'*'*'*'*''*+^*"*'****'*"^"^ 

auf: wie es (8.) in (IIL 11.) behauptet. ^ * 

36* 
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, ,.,,, ^^ 4f«<<i X Uff4j,ß90fi Miebyi^, zu mnand0r 4^lerfrifm4^, oder 
nicht th^erfiremde (fanze Zahlen. Ihr Product xj sei 

1. XV = 2. 

"''']^s siden dx ^ d,^ da , . . . . d„ ' '6eHehi^e, unter einAhäer theiterfMaifo 
Theiler von y, Sfammtheiler oder Nicht -SttiminfhiiXerl Jede 'ZtM äth^-der 
Reihe der Zahleii >•" f 



UfHcke nM ke^inem dßr 4 uufffehi^ werde dmrch y^ iezeifiJknet, i^e 
Anzahl, wie in (§. 78.)) durch tf/y und, wenn alle Th^ier von y her 
rUckfiichtiyt werden, durch qiy. Eben so werde Jede Zahl aus der Reihe 
der jZahlen '■ ' ' '^ 

• Ij -c^ «J^ *r^ • . • • A^ ••.#-*■,. 

tiiilche)!»^^ der "^A aufgeht, äureh 2^ bezwkn^^re Anie^M 

durch ifjtvM ßtr alte A durch (pt. 

Alsdann, ist . / . . 



• ' . . • 



«■ « 



4, ^z ste= x.^y und yc s=:iX^9).y« . 

Befspflöl. Bflf sei •; \ ir ' 

Miin beftU&siditig^ um- dte ^wei Theiler 

•'■ <• ? •■■^'^' " 6, •rfi'^ÄsS und Jitt=!4 



Vbn y*:^!M, tSHO'^d d!e ZahletT y-^ «us der Reihe der 

'"'- -:^';-7: ii»^», 4, 34 (=y),.. 

welche weder iiift '^i=c3, tioök mit ^^«=4 aufgehen f feigeiuto: . . . 

a y^ ==1, 2, 5, 7^ 10, 11, 13, 14, 17, 19, 22 und 23. 
Ugpe Anzahl ist . , 

;'■■; ..■....'.'. ; ""^r ..'v^y'=,'f5- ■ 

Dagegen' sind i^e ZalUten «^ aitd der Reihe der Zahlen 
'- ■ •■ ' la. 1, 2, 3,'4, . . w. 360 (c==a;), 

welche weder mit di==r^^ noch mtt 4i.=3:.|t ansehen, folgende: 

lt. «„= 1,. 2, 5, 7, 10, 11, 13, 14, 17, 19, 22, 23, 

■■■■■ öS, ' 96i' 29^' 31, 34s ; 35»i 3^» 188^.41," 43, 46, 47, 

49, 50, 53, 55, 58, 59, 61, 62, 65, 67, 7C^ 71, 

73, 74, 77, 79, 82, 83, 85, 86, 89. 91, 94, ' 95, 

97, ^^nO», 103,*l«Ö6,;!07y'109,'ilOj 11^ 115, 118, 119, 

.ilMy) l^otaS^i 1S7» 43^.aair'lJ^:>ii4»,vl37».ii39, l(4K)».„1r43, 

'■\* 
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S. 82. Form. 1 — 3. 
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»f* »** ff*' ff** V «**+* «**+■ «^A« 



2. B. in 

38. Z = 58r,«:2 = 
so ist nach (7.) 

40. 9^2 = ;^;:r'./^;:r"' • • • •^^^VA^.+i-DCA^ar+^-i) c/^^-d, 

und ^>Zi (39.) mit 92^2 (40.) mnltiplicirt giebt nichts anderes als 9>Z (7.), 
4b dafs also 

41. (pZt = ^^ar^.^^srs 
ist. Auf dieselbe Weise kann man die Factoren z^ nnd z^ weiter zerlegen^ 
und es findet sich der Ausdruck (8.) in (§. 78.). 

Weiter unten werden sich noch andere Beweise von (II.) finden, die 
auf völlig verschiedenen Vordersätzen beruhen. 





§. 82. 






Lehrsatz. 




Da» Prodwst P^ 


van V Factoren 






/ C®ü — ®i ^2 1 ^3 • • • < 


. + a.) 


« 


l X(bo-i-b,-f ba + bj-f-.- 


.--b/.) 


1. P^- 


1 X(Cü4-Ci-f Cj-f 03 + ---* 


1 # # 




1 X(nio-}*nii'f Dij 4-103 -f •• •• 


-fm^) 




V X (Ho -f Dl 4- »2 "t" ^3 "F • • • • 


-fnj 



ist 

I. d%e Summe van Gliedern, deren jedes v Factoren, und zwar 
mis jeder der Reihen (1.) nur einen Factor enthält, also nur mn a. 
nur ein h u. 9. w. und die sämmtlich durch 

2. a^^.byj^.Cy^ M/zi-^n 

ausgedrückt werden, wenn man in (2.) der Reihe nach 

«1 = O9 I9 2^ 3) . • • • €t, 

Ä = 0, 1, 2, 3, .... ß, 

3. / n = 0, 1, 2, 3, .... y, 



^. 



fii = 0, 1, 2, 3, fi, 

1/^ = 0, 1, a^ — V 

setzt. Keines der Glieder, welche (3. «j|^ 2.) geben, fshU, und 
kommt mehr als mnmal vor. 



386 S* 82. Fom. 4—9. 

n. Die Anzahl der Glieder des Products P^ (1.) ist 

4. = (« + !)(/?+ l)(y+l)....(/^+l)(i'+l). 
Beispiel Es sei 

also 

so findet sich, wenn man wirklich multiplicirt, 

P^ = (au*ü+«i*ü+Ö2ftü+öü*i+«i*i+«2*i)(^ü+^i+^2+-^) oder fi 

-f ^*0^2 -|- 01^0^2 + ^*0^2 4" flu *1 ^2 -f^l^l ^2 4-^2^1^2 

Alle diese Glieder giebt (2.) 9 wenn man darin der Reihe nach MoMge (8.) 
a^ = 0,1,2, /?i = 0, 1 und ^^ = 0, 1,2, 3 setzt. Die Anzahl der Glieder 
in (7.) ist 24=3.2.4 = (a + l)(/?+l)(y+l); gemäfs (4). 

Beweis A. Man setze einen Augenblick voraus ^ das Prodnct P^i 
der ersten v — 1 Reihen rechts in (1.) mit den a, b, c^ . . . . m, also das 
Product aller Reihen (1.) bis auf die letzte Wo-fWi-f »2+ — +»^9 erfalle 
was der Lehrsatz in (I.) behauptet, nemlich, dafs das Product Py^i die 6e- 
sammtheit aller der Producte sei, welche nach (2.) hier durch 

8. a«^ • */J, • S • • • • dl *^fii 

ausgedrückt werden, wenn man in (8,) den a^, /3i, /i, ^1 die Werlhe(3.) 

giebt ; desgleichen setze man nprii^s, dafs kein a^ byC etc. in einem der Pro- 
dttcte (8.) mehr als einmal vorkomme, und kein Product von denen, welche 
(8.) giebt, fehle und keines mehr als einmal sich zeige. 

B. Mtitiplicirt man alsdann diese Gesammtheit der Producte (8.3 noch 
mit der letzten Reihe Wü4-Wi4-»2+ • • ••+^^9 um Py (1.) zu finden, so 
sind alle die Glieder (8.) erst mit /fo , dann mit n^ , darauf mit n, u. s. w. bis 
zu Hy zu multipliciren. Also wird auch die Gesammtheit des neuen Pro- 
ducts Py du«h 

^ 9. fl„^ • *A ' ^r. '^i • ^Hx'^yx 

ausgedrückt, u]|4 swar so, dafs allen Gliedern, die (8.) giebt, noch der Factor 
n mit allen den Zeigern 0, 1,2, 3, ....v^ Wf^^^^ ^^ bezeichnet, hinzu- 
gefügt ist. Hier fehlt kein Product in Bestehung auf n, und keines kommt 
mehr als einmal von ^Jfi'* 

Also, wenn der Satz fvSlW—l Reihen in (11.) gilt, so ^t er auch 
für y Reihen. 



$. 83. Form. 1—6. M7 

J9. Daraus folgt, dafs der Batst für p^l Reihen gflt, und (olglMli 
nach (ii.) fOr i^ Reihen , wenn er fflr i^ — 2 Reihen gilt; fmier für p^2 Rei- 
hen, nnd folglich nach (il.) f Or i^ — 1 nnd r Reihen, wenn er für y—3 Reihen 
gilt; n. s. w. Zuletzt also folgt, dafii der Satz für r Reihen gilt, wenn er 
für p—(v—i)=l Reihe gilL 

Fflr 1 Reihe ii^-j-Hi-f'as-f . ...4-^0 aher gilt er offenbar: denn alle 
4Ueder dieser Reihe drflckt a^^ (8 ) aus, wenn man nach (3.) der Reihe nach 
ai = 0, 1, 2, 3, • • . • a setzt: also gilt (I.) fflr beliebige v Reihen in P^ wirklich. 

C Man setze, die noch unbekannte Anzahl der Glieder des Products 
Py^i der ersten r — 1 Reihen in (1.) sei =3?^. 

Wird dieses Product Py^i noch mit der letzten Reihe iiü-f lii-j^»»-}" • • • • -f ^^ 
multiplicirt, um P^ zu finden, so ergeben sidi zuerst x^ sämmUich verschiedene 
Glieder, die sämmUich n^ zum Factor haben; sodann x^ andere Glieder, sfimmt- 
lich mit fix zum Factor; darauf x^ andere Glieder, sämmtlich mit n, zum 
Factor u. s. w.: zusammen also, da v-f 1 verschiedene n vorhanden sind, 
{y-\'t)x^ verschiedene Glieder. Und da nun die Anzahl der Glieder des Pro- 
ducts Pr durch Xy zu bezeichnen ist, so ist 

10. x, = (r+l)x^. 

D. Aus demselben Grunde ist, wenn man die Anzahl der Glieder des 
Products der v — 2 ersten Reihen in (1.) durch Xi bezeichnet, 

11. ^^ = Gct+I)a?a, 
was, in (10.) gesetzt, ^ 

12. X, = {y-^\)(ji^\)Xx 
giebt. Eben so ^ebt sich a?2=(^-f 0^« ™d, in (12.) gesetzt, 

13. or, = (i. + l)(^+l)(A+l)a?,; 
u. s. w. Zuletzt also, da fOr die erste Reihe allein, ar^ = a-f 1 ist, 

14. X, = (i^+l)(/*+l)(Hl)----(y+l)(/^ + l)(«+l)5 
gemftfs (4.) in (IL). 

§. 83. 
Lehrsatz. 
Wenn man für eine beliebige Zahl z, 

^!i 1. z = €.e 

ti- 

eelMt und durch e^ Jede zu e theilerfremde Zahl >0 und <:e *e- 
90 drückt in ^ 

3. X alle die Zahlen 1, 2^ 3, 4^ .... b 



^ j „^ £^.»01^ X iin^, 7,.jm#. ieliebyf€, zu mnander 4^Ierfrfgm4^, oder 
nicht th^erfiremde ganze Zahlen. Ihr Product xy sei 

1. xy = z. 
Jli^ i^i^^n dl, d,^ da, '. . . . A^ SeHedi^e, unter einander theiiär/IrMih 
Theiler von y, Stanmtheiler oder Nicht -Stamfnf heiler: Jede Zähl alt* der 
Reihe der Zahlen < 

UfHchß mit f^e^inem der 4 aufgeht^ werde dmrch y^ iezeü/clmet, ikre 
Anzahl, wie in (§. 78.)) durch tf/y und, wenn alle Theihr ^on y be^ 
rückfiichtifft werden, durch ^^y. Eben so werde Jede Zahl aus der Rmhe 
der Zahlen 

3 19^4. 9 ^ ^ 

tkÜche^' keinem der A aufgeht, dureh %^ hezeichn^^re AüZüM 
durch ifjt umt ßir alte A durch (pz. 
Alsdann, ist 

-.[■ 4. ^z sß= x.V'y und yz s=iX«9>;y* . 

"'^'••"^'' BeSspIöL' Bö sei ' •■ • .•:..:,.'.:. 

Man beftU&siditig^ nwr i&e^um Theiler 

' ' 6, 4i.^Ä±3 und di^=4^ 

Vbn y*=^24, M'Bind d!e Zahlei{^y^ aus der > Reihe der ^ZaUeB 

:t"-^'' ■ • --T." li », 3, 4,.... 34 (=y),. 

welche weder mit '^i=c3, tiobh mit ^^«=4 aufgehen, foigeiuha: 

a y^ = 1, 2, 5, 7, 10, 11, 13, 14, 17, 19, 22 und 23. 
Ihre Anzahl ist 

."■ .".' ".' ■ "'^ ■ /v>y= «5. • 

Ijiagegen sind äie 2aläen z^ ans der Reihe der !ZahIen 

».: • 10. 1, 2, 3,'4, . . w. 360 (t=^a:), 

welche weder mit di=r3^ noch mit 1/2=^,4 au^ehen, fönende: 

11. z^= 1, 2, 5, 7, 10, 11, 13, 14, 17, 19, 22, 23, 

•• i > ' 25, 96,' 29^ 31, »*> ' 35v^ 3^1 '88, 1 41, 43, 46, 47, 

49, 50, 53, 55, 58, 59, 61, 62, 65, 67, 70, 71, 

73, 74, 77, 79, 82, 83, 85, 86, 89, 91, 94, 95, 

97, iWi IW, W3,%e6, :i07y 109, »10^ 11^ 115, 118, 119, 

. h 



'.>' i . i(r..d 



f. 83. Form. 9 — 13. 289 

Beweis A. Es sei n eiae der Zahlen 1, 2, 3^ 4, . . . . it (3.). Sie 
wird irgend einem Tbeiler mit z gemein haben: wenn keinen andern ^ so den 
Theiler 1. Welches also aneh dieser Theiler sein mag: er ist zugleich ein 
Theiler von ar, und also einer der Werthe von b. 

B. Man nehme den gröfsten der Theiler, welchen n und z gemein 
haben. Er wird immer, als Theiler von Zj durch 6 bezeichnet. 

Alsdann haben aber — und — weiter kmnen Theiler >> 1 gemein , und 
sind also zu einander theilerfremdf während zugleich — > und <C — ist. 



C. Aber — ist vermöge (1.) ^= e^ und alte zu e Iheilerfremden 



H 



Zahlen >>0 und <C^ werden durch e^ bezeichnet. Also ist — nothwendig 



mies der e^. 



D. Nun ist identisch 



9 ' 



also ist, e^ statt — gesetzt, 

10. n = B.e^ = X (2.), 
und daher kann x in (2.^ Jede von den Zahlen 1, 2, 3, 4^ .... 2r sein, fflr 
irgend ein e und e. Dieses ist, was zunächst der Lehrsatz behauptet. Es mufs 
aber auch (10.) alte x oder n ausdrücken; denn zu Jedem beliebigen n oder 

X gehört in (0.) irgend ein b und folglich ein « == — . 

E. Gesetzt, verschiedene e und b könnten in (2.) ein- und dasselbe 
X geben, z. B. es könnte 

11. B.e^ = ^.rfy 
sein; yto d'^e angenommen werden mag. 

Da nach (1.) € = — und ^ = -^ is^ so ist (11.) so viel als 

12. ^1^2 = ^ 

e d ' 

und daraus folgt 

13. e^ = ^. 

Dieser Gleichung zufolge mflfste also e.d^ mit d aufgehen^ indem e^ jeden- 
falls eine ^ansre Zahl ist. Da d^ zu d tkeilerfremd ist und also kein 
Theiler von d ia d^ aufgeht, so mflfste d in e allein aufgehen« Dies aber 
ist nicht der Fall, da d^e vorausgesetzt wird. Also kann (13.) und folg- 

37 



^ ^.^^f Es^eimß X un4 j^ß^vm ieliebijfe, »u eimmder 4i^Ierfrfimde , oder 
nicht th^erfiremde ganze Zahien. Ihr Product xy sei 
•'"** ■ 1. xy = 2. ■ 

^ iSt^ seien dx, d,^ da, .... A^ 6eHehige, unter einander Ihmlwfr^ib 
Theiler von y, Stammtheiler oder Nichts SlaminfheSlerl Jede Zähl otlr der 
Reihe der Zahlen 

iii^Av «1^ ^^tn^if» der ii aufgekU u^erde dmrch y^ bezeifiknet^ ikre 
Anzahl, wie in (§. 78.), durch y/y und, wenn alle Theifer von y Ae- 
rück^chügt werden, durch (py. Eben so werde jede Zahl aus der Rmhe 
der Zahlen 

• 1, *^, d, *r, • • • • A, » -v j . 

'tt^MfcAi; Mf' ifc^f tt<^^^ der i aufgeht, durch z^ ft^ir^trAiMiii^illrtf Anfi^M 
durch iptirtiä für alte A tftirc^ (pz. 
Alsdann, ist 

-: 4. ^Z sß= X.^y und yC s=:^x«9>y« 

Belsplöl. Es sei 

Man beftuä^siditig« um die i»uwt Theiler 

' 6, 4fie=3 und 4!tt=4 
Vbn y*=^24, j^odind die ZahleifV^ ms der Reihe der ZaUei 

■ ' - 7." li », 3, 4, ...• 34<=y),. 
welche weder mit '^ t=z= 3 , tioch mit 4^0=4 aufgehen ^ felgeiuto: 

8. y, = 1, 2, 5, 7, 10, 11, 13, 14, 17, 19, 22 und 23. 
Ihre Anzahl ist 

Illagegen sind j^e 2atien «^ aqs der Reihe der Zahlen 
' ■ la. 1, 2, 3, 4, . . ,. 360 (c==«), 

welche weder mit </i==?3^ noch mit 4/2=3:4 ansehen, fönende: 

11. «„= 1, 2, 5, 7, 10, 11, 13, 14, 17, 19, 22, 23, 

>" : : 25, 36,' 29^ 31, 3<K -Söji 3^» -86^ r 41, 43, 46, 47, 

49, 50, 53, 55, 58, 59, 61, 62, 65, 67, 70, 71, 

73, 74, 77, 79, 82, 83, 85, 86, 89, 91, 94, 95, 

' 97, -WilW, 103,^6, :!07v 109, li<Hll3y 115, 118, 119, 

tOly! l-aa4<iti26,i 127) l3(iV>aai«i'ld3„vM4>vl.a7t.il39, m^y, 

i 
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Si 79; 9onL i<:^:-i47. tTS 

Ihre Anzahl if/z ist, da es 15 Zeilens jd^^ zu 12 Zahlen giebt, 

i2. rfjz = 15.12 ==f8b*= \b.ipY = x.^y; 

Beweis A. Die ^^irmmtfiei^fi/ Zahlen' 1, 3, 3, 4, . ... 2r^ deren jede 
beiM>^'diJiV;hvflri> beseicAnel weit^ können offttiba» d«irch..\ 

ausgeartcfavi^aen, Wenn nlrtt der Rei^ ' ^'' 

14. II = 0, 1, % '3, .... d? — 1, 

V^*' - "■•^'- ■• . \i. ■*v = i, 2, 3, 4, ....'V^' "' -^'^ ■"• '""'"' 

setzl. ■ ■• ; ' 

\ t . * ■ . , f ' 

ß. Geht nun r in (13.) mit einem der Theiler d von y auf, so müfs 

Ufdi (Sr I^OyttlX^M^ ^ )9iu%^^^ ^^ ^i mit ^ aufj^ehen. Also alle ^a j^.C^Sr]^^ 
welche zu RM||iV H^O gehören, die mit einem d aufgehen, jund ke\ne der 
Zahlen z^ die mit keinem d aufgehen. 

C G^ht dagegen r Jn (1,3^) mit hinein der Theiler if von y auf, 
so kann auch z^^ mit keinem dieser Theiler aufgehen; denp ginge Zi m\ einem 
solchen Theiler auf, so müfate najph (||^ 18.), weil y damit aufgeht, auch r 
damit aufgehen; gegen die Voraussetzung. ,A^o 4^?^,^«; in (13.}, welche jqgt 

■- l/i»fc r* ,t .',11- ,•' ,• 

Resten r (15.) gehören, die mit kewjpp d aufjgehen, sind durch z^ bezeichnete 
Zahlen, und es m^\ küne pudern z.^. Ggbe e§ Mch andere, so könnten 
sie nur zu Resten r gehören, die mit einem d aufgehen) denn die z^^ zu 
Resten r geb^^rig^ welcbo mVj^einem d i^ufgeh^n, sfnd ber^c^icbtigt; ^iese 
zu Beriten r^ mit. einem d aufgehend, gehörige Ci sind aber nach (J9.) keine z^^ 

D. Nun ist die Anzahl der r =^ z^ in (13. und 15.)^ zii eintfn fak 
^^/innifen Werthe von » (14) ^-^hövj^^l S^^cb y/^y^^ grofs also i^t di4 

Anzahl der z^ = z^ für einen besfimmten Werth von f^.. Der Werth von n 

i»,(130 id^rjat «^W-V'«^J^^ der;^ ^ywt/ie ([l^^.Jj. 

wnn^V^y Zfthlen r==:«^, und folglich eben so viele z^'=^z^. Mithin ^ebi ^ 
' «9 {fteriiau^ är.^^ Wertiie von ^ri = 5S^, die mit ke^eia der d aufgehen^ 

. und .es ist ' -. ■ ** Vr. . '■•:'' ' 

'.'''•' ■'■■ - 16. ■ yjz zsz^x-.'tf^y, und' ^^iv. . 
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., ^^,/ £^ .y Wtfft X utf4 j,ß9D4 kelisbig0, zu mnander ib^lerfrffmie, oder 
nicht th^erfiremde ganze Zahlen. Ihr Product xy sei 
'''' ■ , " ■ i. iy = 2/ 

''l^ sieben d^, d,^ da, . ... A^ BeHebige, unter einander theiterfMUifo 
Theiler von y, Stammtheiler oder Nicht ^Stumtnfheflerl Jede Zähl al»der 
Reihe der Zahlen 

u>ekhe mit f^eiinem der ii aufgeht ^ werde durch y^ iezeü/clmet, ikre 
Anzahl, wie in (§. 78.), durch tf/y und, wenn alle Theiler van y A«- 
rückeichügt werden, durch ^^y. Eben so werde Jede Zahl aus der Reihe 
der Zahlen 

iH^i^/eA« ^' Üfeiitiiem äerA aufgeht, durdh z^ 0«2r«tpAfMi^^«ilr« AnatiM 
durch i^t'mkä für aii« d durch (pz. 
Aisdann. »H 

-; 4. ^a =s= x.vy und 9>s 3=iX,9>.y. 

Beispiel. Bs Bei 

"«; 4pB«i5, y«:24, «Ibo «=its*y=s 15.24=300. 
Man beftk^iditig« nur df e «uwi Thefler 

'6. 4i?*=3 und Jjt=4 
Vtony:±^24, WBiiid die Zi^eti'y^ aus der' Reihe der Zaiden 

•'■•■'■•■ • •' 7.' ij'i',3,4,' 34(:=y),. 

welche wed^ aih -i^t^d, noch mit <{t«=4 aufgehen y folgende: 

8. y, = 1, 2, 5, 7, 10, 11, 13, 14, 17, 19, 22 und 23. 

Dagegen sind äie Zatien z^ and der Reihe der Zahlen 

'- •■ la. 1, 2, 3,-4, . ... 360 («=«), 

welche weder mit 4i==3^ noch mit 4i=',4 ansehen, folgende: 

11. «_= 1, 2, 5, 7, 10, 11, 13, 14, 17, 19, 22, 23, 

-" ; -: Ö'5, 56,' 29y 31, 3<K • 35f 3^» i88s k41, 43, 46, 47, 

49, 50, 53, 55, 58, 59, 61, 62, 65, 67, 7Q, 71, 

73, 74, 77, 79, 82, 83, 85, 86, 89, 91, 94, 95, 

' 97, iW^lW, 108,^6, : 107^1 109,' llO, 11 3i 115, 418, 119, 

!My! l-aa^oiiSS»! 127» 43^.a3l»Mia3y:>M4^vl.a7».il39, my.^flA, 

u 
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1 
Ihre Anzahl tpz ist, da es 15 Zeilen, j0de zu 12 Zahlen giebt, 

J2. yjz = 15.12 == f8b'= 15.v^>- = a^-V'r/ 
gemafs (4.). 



V. 



Beweis A Die sämmtiiekeniahlen^ 1, 3, 3, 4, .... 2r^ deren jede 
MM»^ diJiV^hv^v beseicAnet weithftv können offttiba» dvrch//^ 

-■^■■■\ -\ • •- • •■•48.'" ari tii!: «y-f 

ausgedrttcto wWden, wenn nlritt der ReiTrte Mach ftfr ' ■ 

14. it = 0, 1, ?, "3, .... 4? — 1, 



j ^ K % 



. .i5". '■ > = i, 2, 3, 4, ....'• y •■• 

setzt. ■■•.■•.-• ...; ....-.,., 

'■ ■ • ■" ■ ■ ■ ■■ ■•- , . ■ . . /■ • 

A. Geht nun r in TIS.) mit einem der Theiler d von y auf, so mufs 
Ufdi (S. l^Oi^y^XJWt 4 .au%ßbt^ aiijQb ^sti mit (( Auf|g[ehen. Also alle ^j^ in (1^3,}^ 
welche zu Rl^^'r O^O gehören, die mit einem d aufgehen, jdnd k^^ der 
Zahlen z^ die mit keinem d aufgehen. 

C G^ht dagegen r in (1^3?) mit heknein der Theiler d von y auf, 
so kann auch z^ mit keinem dieser Theiler aufgehen; denp ginge i^r^ mit einem 
solchen Theiler auf, so müfste nach (||^ 18.}, weil y damit aufgeht, auch r 
damit aufgehen; gegen die Voraussetzung. A^o alle Zy\n (13.}, welche jai 
Resten r (15.) gehören, die mit keUiepi d aufgehen, sind durch z^ bezeichnete 
Zahlen, und es giebt hk/elne i^mdern z^. ^be as n«ch andere, so könnten 
sie nur zu Resten r gehören, die mit einem d aufgehen f denn die z^^ zu 
Resten r geb^örig, welche mit .Ar^m^m d aufgehen, sind ber^cMpbtigt; ^Ißse 
zu Beriten r, mit. einem 4 aufgehend, gehörige z^ sind aber nach (Ä) keine z^. 

D. Nun ist die Anzahl der r z=z z^ in (13. und 15.)^ zii eiiMm heh 
stimmten Werthe von n (140 ^fhövjg^| g/ej^ch Y^y/^ebeu ßo grofs also i^t dj^ 
Anzahl der z^ = ar für einen bestimmten Werth von n^ Der Werth von n 
i»,(130 Äheristgaiiz.^/«^^^ dei: ar )V^rl)ie (^15.^^ 

VQJK H ,, tp y Zßhlen rs=sr^, und folglich eben so viele Zj^=rZ^. Mithin giebt ^j 
49 {lbei4iaiiM ip.'^y Werthe von Zi=:: z^^ die mit k^iiem der d aufgehen, 
. und es ist . t 

16. ^«r Ä a?.^y, und y* 
'« «4e«^efl*d«r» itehrsrt« in (4.)'bekMftet.^ ^^^ - • . ..j^ i . 



• ^ . . . , » . 
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4lie*&hl 9^« der m ibm theUerfremden Zßblen «f nifll . 90 .{rofn^ : so wie man 

dem f nach der Reihe nach alle die Pactoren «", a}^ ä^, a\ €i" zuselzt. 

Also, da das Gltkhe yon jedem ^ und saineoi 9»^ ^9. ;go . gilt . ee aiM^ ym 
der Summe der 9«^ die durch jS^^^a bezeic)ipet> w^efden ma^. . 

O. Man erhält aber, wenn man allen den möglichen Werthe% die e (12.) 
haben kann, jW^m noch die Factoren ä', n\ ,a\,...: al* zusetzt, alle mög^ 
liehen Werthe^ die e in (3.) hah^m kant^ alsa äUlßjnöglichen Hieiler von z. 

Daraus folgt, dals sich, wenn man i9^c mit a!( m$äüplicirt, die Summe 
der Anzahl der zu allen möglichen Theilern von z theilerfremden Zahlen, 
welche durch Sxpe zu bezeichnen ist, ergeben mulis. Uiid folglich ist 

19. Stpe == a^'Sfpe. 

P. So wie nun, wenn man von den e (3.) erst a ausschliefst, e 
dadurch auf e (18.) reducirend, Ä 9) e =£*;«" Äjpfi ist (190^ so tot auoh noUi* 
wendig, wenn man von den c (12.) b ausschliefst und di^s dadurch reducirte 
f etwa durch «^ bezeichnet, % 

20. Sips «=.«/»Ätp6M . . 

und weiter^ wenn man von den a^ , e ausachliefst und «t statt ^j sotireibt^ ferner 
d ven «1, und iy statt «2 schreibt u. s. w. 

21 S(pe^ = d^,^<f^s^^ 

i • • • • • • •.•"», •!.•■. ,...: 

Dieses giebt, (21.) in einander, dann in (20.) «nd dies zuletzt in (19.) subsfituirt, 

22. S(pe = a^.b^.cy.dK...mrSipB^^. 
Q. Nachdem a, b, c, d, .... m in «.(3.) ausgeschlossen •ind,vbleibt 
aber für e^^i blofs noch n*' übrig, und die Summe Sipe^^i der Stpu""*, der 
Anzahl der zu den verschiedenen Theilern n% «^, n\ n\ .... jf* von n*^ thei- 
lerfremden Zahlen ist nach (5.) 

1+n— l+«(n-l)4-iÄ'(n— l)4-»^(ji— lj,...4.|»-'.(ipi~I)4.||-^(n-l) 

l^n^n'^n\....;-\^.n^-^+n^ . 

^ ^ 1— I»— llHÄ^,,,^ 



( 
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also ist schliefslich in (22.) 

24. Sfpe — a^'M.c^.jd^. . ♦ . w^*-»% 
luid dies giebt vermöge (2.) 






das helfet: dM Siiaiiii0i dar AnzdU der zq «flen mÖfliehM Theileni iB'yoti*z 
theilerfremden Za{iIien''IM =^«jr wie ^s der Lehrsatz behauptet. 

• An ml. 1. *Ä. Der zwmte Beweis bedarf des Satfces {§.''Ä1,)9 niit 
seinem Vofgä«ger''(§.'T80 «hI den Vorgftngern (§. 74. 75. 76. und 77.) von 
diesem ;^ noch' ätil^erdem noch des SaWs (§. 82.). Der dritte B)9Wftts h^ 
darf «war (§. 82.) lifcht^^ aber eben ^ der übrigen. Der er«te- Beweis da- 
gegen bedarf hlofs des Satzes (§. 83.) und dürfte daher der^ einfaöbbte und 
ani besten für! die Et«taih^nt\3'g^*gnet sein. f* ••: 

Aiitn. %. Ä Ntth^ <;§. 63.) ist för jfede Sfmnmftahl jp diö Alttalil 
der StanmiWurzelH fBi*N&irien' beliebigen Theiler d ron />— Ij i und /s^-^-l 
selbst eingeschlossen , der Anzahl der zu rT theHerfremden Zahlen gleich ; zu 
jedem andern Theiler d gehsiten andere Stammwurzeln, und alle aisammen 
sind die sämmtlichen Zahlen ^^ 'i^ 3? 4, «...7? — 1, und jede n^ einmal. 
Darin liegt dso ebi^nfallb ein Beweis, dafs die Summe der Ansabl der zu 
allen verschiedenen Theilcffti vpn /? — 1 Jheiferfremden Zahlen der Zähl ^ — 1 
selbst gleich ist. Aber dieser j^eweis pafst nur auf Zahlen p — \j f^T welche 
p eine Stammzahl ist : die obigen Beweise gelten allgemein fDr jede belieb 
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u, V undvr gMnfse ZifAlen^ und ztpei davon , gleichviel welche, zu der gpn- 
zen Zahl z \hfilerfremd ^J, so ist es auchiHe drifte, es mfgen 
jene zwei tingl^h, ,^oäer gießch\ und zu einander theHerfremd ^^ein, 
oder nicht. . . / .^ 

II. JfjemM in- der GleiohuL/ (1.) eine der df ei Zahlen n, vlrJü^ w, 
gleichviel we$hei ail0 zu z thtilerfremden Zahlen >*0 und\\z,z 
durchläuft Qdie,\ wie tteiter oben^ldurch z^ bezeichnet werden mögen iind 
ihreJinzaU älarek f^^^ifytmm^h, küi/^iery hlofs durch ^)^ während 'eit$e 
zweite der drei Zahlen, gleichviel welche, stets denselben Itfet^lh 
bekäUf' S0 Suihehlduflldie drifte e^enfhUs alte zu % theiUrfremden 
Zahlen %^>a\undi^^<:,%^ abw&hl in verschiedener Ordnung. 

B'^ispiei.^» Es sfei ''':•■•■■■• 

2. « = 15. ' ■ ' ■' ^- ''•••'•' 
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Alsdann sind die su s iAtUerfremden Zahlen >• and <i i folgende: 

3. «, = 1, 3, 4, 7, 8, 11, 13 und 14. 
Zo I. Es sei z.B. in (1.) « = 7, r=3ll, so giebt (1.) 
.7.11 = 5.«-|-2, also to = 2; welches ebenfalls tmea der z^ ist. £s sei 
« = 4, «0 = 13, so ist 4.7 =1.15 -f 13, also 9=7; wiederum eines der 9^. 
Es sei 9 = 11, 10 = 4, so ist 14.11= 10. 15-J-4, also «= 14; ebenfalls 
eines der z^. 

Zu II. o. Lafst man «i oder v dmtgiben WMih, z. B. 4, behalten« 
wAhrend v oder u alle z^ durchlauft, welche beiden Falle offenbar nur einer 
sind, da die Factoren « und v vertauscht werden können, so findet sich 

4. 1 = ®«-f- 4, also 19 = 4, 

4. 2 = ®ar-f 8, - - - 8, 

4. 4 = ®«-f 1, - - - 1, 

4^ 7 = ®s:-[-13, 13, V Also darchlanft «9 ebenfalls 

4. 8 = ©«+ 2, - - - 2, / aUe «,, 

4.11 = ®ar-f-14, - - - 14, 

4.13 = &z-\- 7, .- 7, 

4.14 = ®«r-fll, - - - 11. 

b. Lafst man w denselben WerÜi, z. B. 4 oder 11, behalten und da- 
gegen 9 oder «f alle s^ durchlaufen, weiche beide Falle wieder nur einer sind, 
indem die unverändert bleibende Zahl ebensowohl durch u als durch v be- 
zeichnet werden kann, so findet sich 

1. 4=®ar-f4\ / l.ll=®«-fll 

2. 2 = ®sr-i-4 i l 2.13«®«-fll 
4. i = ®s-j-4/ 1 4.l4 = ®»-fll 

5-< 8. 8 = ®4-4/ ^"•" = *' ^A 8. 7 = ®4ll ^ ^'^•^=i*' 
11.14=®«-f-4l Ju. 1==®«+11 

13.13 = ®«-i-4\ /l3. 2 = ®«+ll 

14.11 =®«-|-4 ) \14. 4 = ®e-fll 

Also durchlauft, wie man sieht, v fflr ein mMferOnäeriee t9 alle sr,, wenn es 

mit #r geschieht. 

c. Lafst man u oder v denselben Werth, z. B. 8 , behalten, wihrend 
w alle z^ durchlauft, welche beiden Falle wiederum nur einer sind, indem 
die unverändert bleibende Zahl ebensowohl durch v. als durch v bezeichnet 
werden kann, so findet sich 



S. 85. Fonn. 7^9. *97 



7. 



8. 2 = 


= ®a-t- I, 


8. 4 = 


= ®«-i- 2, 


8. 8 = 


= ®»+ 4, 


8.14 = 


= ®»+ 7, 


8. 1 = 


= ®af-f 8, 


8. 7 = 


= ®z-{-ll. 


8.11 = 


= ®af-i-13, 


8.13 = 


= ®»-fl4. 



Wahrend also w alle 2^, durchläuft und W denselben W evth behalt, durchläuft 
auch V älle^^. 

Beweis von L Elrstlich A. Wäre, wenn zuerst w tirid t? zu z 
theilH'fihiei/nd sind, w nickt zu z theilerft-emd , sondern hätt^ rnit z irgend 
einen SUünmtheiler d\> 1 gemein, so müßte i^ nabh (§. 18.)^ da es iti&z 
und w au^ebeä soll, auch in ti.r aufgehen; also entweder Ih ii, öd^ rh V; 
deäti die SMMmzüM^ ist uiilheilban Aber Vedär ü nböH-"^ ätffn^^'dör 
VtOWmssetfeüng irgend einen Stamnithieiler i> 1 'tait « g^^feitlV'' öfeö '|WP *^ 
nte/it in itJ^'^mf; untffolgKc* Iriann k£? mit ti keineiilSimMhe^^^ I 'gf6- 

mein habCtf imd' ist deiinnach iirf':» nothwtodi^ MWfeiyj^i^^ ''* ^ ''^' ' ' '^'' 
♦ 'ZtteflensB.'W^ n nU iv iA z fkütiBi^frlifiüi^M, 

V nickt zu z f heilerfiremd , sondern hatte mit « irgend hinin'S'tanimtheiler 
(f^l gemJein, so «rilft^ d> da es in «r;«?' und @t^ aufgehen «i^, iiaök 
(§. 18.) auch in w aufgehen, und w und z wären nlso nicht m einand^ 
theilerfremd ; gegen die Yoraussetzinig. Also können r und Ji; -keinen Theiler 
(J :> I gemein haben und sind folglich nothwendig zu einander theUerjpriemdi 

Drittens C. Ganz wie in (0.) verhält es sich ans demselben Grunde, 
dritteiis, riiit u tmd z, yvenny'^tnä w zu z theilerfremd sind. " ' " ' ' ' ' 

Beweis von II: 'ErstRch D. a. Es^'beliaite ^ 'stets dmmtbeh 
Werth, währeild v altkz^ durfcUäuft: so entstehen 9 a?, ödet ktürzör, (p^erlhe 
von fv, und alle diese Werthe sind nach (I.) zu z' tAeilerfteinä: ' 

b. Wären nun zwei Wtrthe von w, z, B. Wi und iTj, für zWöi ri?»*- 
schiedene yVerihe Vi nnd r, von v einander ^teick, so mOfiite ' 

■^ "^ S,--'9Vi't:^®z^'Wi- und iiri"=.^*<^»ti>2, - •!:•• *• l-- 

und i' wegen ll^x'fiiii 11^2, ' ' ...;■! 'Lil-O./ ■.^.••. ft'.iiP;' r.r. = h .: n 

'lf;»;/{ 'I-,.» ' ,iii:'. 9. ♦■ ^(Vi*^V^) rs=i\'^Zi \i\i, 'fn :,\'iU') .v.\\'\\ fl'»iu-.l 

seiav alao. uiv^mv^) mit z^ aufyehenp .\ AheK,iU' JiaJ:;nacii dw \#faiissetzung 
keinen Theiler mit z gemein: also mAfste z in r^ — ra allein aufgehMU*! fiies 
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ist nicht möglich, da v^ und v^ beide <iz sind und also Vi — 1^2 um so mehr 
<Z^ ist. Folglich geht z in ti(i>i — t^j) nicht auf, und folglich können nicht 
zwei Werthe von w einander gleich sein. .' 

c. Nun sind ihrer (pz oder cp, und alte sind zu z theilerfremd (o.)* 
Also durchläuft w nolhwendig alle zu z theilerfrpmden Zahlen z^Z>0 und <C z. 

Zweitens E. Der Fall, wenn v stets idenselben Werth behält, wäh* 
rend n alle z^ durchläuft, ist nur der vorige, indem der unverändert blei- 
bende Werth ebensowohl durch v als durch u bezeichnet werden kann. 

# , * ■ . . 

Drittens F. Es behalte w stets denselben Werth, während u alle 
z^ durchläuft. ; 

a. Zuerst folgt aus (i9.), dafs es, welchen Wer^i auch w mag haben 
sollen, zu Jedem u noth wendig ein v giebt, welches die Gleichung (1.} erfüllt. 
Denn wenn u irgend einen der Wertfae z^ hat, ujjLd v durchläuft alle z^^ 
so durchläuft nach(I>.) auch w alle z^^ und folglidi weyrden vonte^ fte* jedes 
^eÜoliige u dufcb die verschiedenen Werthe \^n v üfle.^^ hevühriy bflgßick 
mc\i^d^enige bleibende Werth von f/r^ \felchea .mii^j^;^ ihm zugetheilt b^at, 
durch irgend ein v für ein bestimmtem >i<. MUbin ^ßlit^.es für jede« u noth- 
wendig irgend ein t?» für welches tcden ^e«äii^ii/«ii bleibeudei^ Werth bekommt 

Ät Durchliefe nun t für ein-* und daBfielbeiPi. nicht alle z^^ während 

u alle di9$e Werthe annimmt, so mufst^n zwei verschiadene u^ z. B. n^ und t/,, 

mit demselben p dasselbe w geben, abo mfifsle 

iO. Ui.v = Q^z-^-w und n2.p = ©»-f w? 

und felglioh 

11. in,-th)v = ®z ^ 

sein, und mithin (ti^ — ti})^ mit z aufyehefi* Dieses ist aus ganz gleichen 

Gri3n^ wie in (D. b,') nicht möglich. Also kann jnilf^y^ ei versckiedenen 

u ni^ dasselbe v dasselbe w geben, und folglich mujb, wenn ti; steta dra* 

selben Werth hebält, während u alle z^ durchläuft,^ i^cb noth wendig v alle z^ 

durchlaufen. c^ 

Viertens G, Der Fall, wenn tm ^eta densolban Werth behält, wäh- 
rend V alle Zg, durchläuft, ist nur der vorige^ indem di^enige Zahl, welche 
alle z^ durchlaufen soll, worauf dann, wie sich fand, die andere «lle z^ durch- 
laufen mufs, ebensowohl diureh v als durch u bezeichnet werden kann. 

'■ Fünftens H. Es behalte u stet» ^iMir^/^M W#rth,' währeind to alle z^ 
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(Uli Zuerst: folgt aus (1^0 V daffs es, welchen WefHk auch n mag haben 
sollen, m jedem O' notbwendig* em v giebt, welches die Gli^iobung (1.) er^ 
füllt: Denn wenn ti einen bestimmten Werth hat, und t^ dnixbläoH ätU z,^^ 
so durchläuft w nach (Z>.) ebenfalls alle z^ . Also Jeder Werth, den w soll 
haben können, wird für jeden bestimmten Werth von u durch irgend ein v 
berährt. Mithin giebt es für jeden bestvntnten und bleibenden Werth von u^ 
und für jeden Werth , den w bekommen kann , ein zugehöriges v. 

b. Durchliefe nun v fflr ein- und dasselbe u nicht alle z^^ während 

w alle z^ durchläuft, so mfifste v für zwei verschiedene Werthe von Wy z. B. 

M^i und W2 , und für dasselbe u^ denselben Werth haben können , also müfste 

12. UV = ©ar-fu^i und uv = ®«-|-W2 9 

folglich 

13, = &z-\'Wi — toa oder w^ — Wj == &z 

sdn und mithin Wi — ir, mit z aufgehen. Dieses ist nicht möglich, da w^ 

und W'i beide <I z sind und also t^i — %o^ um so mehr <C z iät. Also hum v 

für zwei verschiedene w und ein- und dasselbe u nicht gleiche Werthe haben. 

Und folglich mufs v, wenn w für einen und denselben Werth von u alle z^ 

durchläuft, ebenfalls alle z^ durchlaufen. 

Sechstens L Der Fall, wenn v denselben Werth behält, während w 

alle z^ durchläuft, ist wieder nur der. vorige, indem diejenige Zahl <y welche 

denselben Werth behalten soll, während w alle z^ durchläuft, wobei dann, 

wie sich findet, die andere alle z^ durchlaufen fnufs, ebensowohl durch v als 

durch u bezeichnet werden kann. 

r 

§. 86. 
Lehrsatz. 
Wenn in 

1. a^b^c^ n'' = ®z+r, 

wo a, ß, y, .... p beliebige ganze positive Zahlen bezeichnen, a, b, 

c, n sdmmtlieh einzeln ^' z theilerfremä sind, so ist es auch r; 

gleichviel ob a, b, c, . . . . n finter sich iheikrfremd sind, oder nicht. 

Beispiel. Es sei ii = 4, A = 6, c = 15, a = 5, ^ = 3, y=^2, 
1^ = 91, so ist 

2. 0^6^ cy = 4^6M5^ = 256. 216. 225 = 12441600= 13671. e-f- 39 
und r = 39 hat mit «: == 91 keinen Theiler > 1 gemein. 

Beweis. Hätte r mit z irgeÜ einen Theiler ^>>1 gemein, so müfste 

derselbe nach ($. 16.) in irgend einen der Factoren a, a, a, . . . . b, b, 
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CfC^ .... von a;^ oder in mehrere von ihnen anfgehen, and also hatten dann 
diese Factoren mit % den Theiler 6>\ gemein und wären also za z nicht 
theilerfremd. Dieses ist der Voraussetzung entgegen, und folglich kann r zir« 
nur theilerfremd sein. 

§. 87. 
Lehrsatz. 

Für jede, zu einer beliebigen Zahl z theilerfremde Zahl 
u = z^ ist, wenn man die Anzahl derjenigen dieser Zahlen z^, welc/ie 
<; z sind, wie oben durch <p z oder auch kürzer durch <p bezeichnet, 

1. u^^ oder u^ = ®z-f 1. 
Die Za/it u kann nßch Belieben kleiner, oder gröfeer als z, und sowohl 
positiv als negativ sein. 

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des Fermatschen Lehr^ 
Satzes ($.40.) und kann deshalb „Verallgemeinerter Fermatscher 
Lehrsatz''' heifsen. 

Beispiel. Es sei 

2. ar = 15, 
so hat u = z^ folgende (pz oder y = 8 Werlhe: 

3. « = 52?^ = 1, 2, 4^ 7, S, 11, 13 und 14 
Dieselben, geben, der Rdhe nach in (!•>, statt u gesetzt, 

t« = ®« + l, 

2« = 256 = ©«+ 1, 

4«= 2*^= (©«+»)' = ®^+l, 
7« = 49* = (®«-i-4)* = ©5^+256 = ®z^l, 
8« = 4*«= i®z^iy = ®Ä + 1, 
11« = 121* = (®«+I)* = ®i^ + l, 
13« = {®z-2T = (®5? + 2)*. = ®^-|-l, 
14« = (^^zr- if = ®«+ 1. • 
Alle z^ also geben, auf die fpz =z (p =z 8teJ^o\enz erhoben, ®;8^-f 1. 

Auch für jedes u > 15, welches 9U ISaheilerfremd Ist, ist ti«= ®«4- 1. 
Z. B. 11=52 giebt 

5. 52« = (®ar + 7)« = ®«-f 7« = ®«+l (4.). 
Desgleichen ist z. B. für das negative u ==— 34 ^ 
6. (-34)« = (-3.»^-ll/ = (®i^-fll)«=®i5-fll«==:®e4-l (4.). 
Bewei^. A. Es sei «irgend fin bestimmtes z^ und 

, 7.. tir •=== ©itr^ru^. . • ;. , .v: 
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Lafst man in dieser Gleichung v alle die Werthe vmt :«, dttrchlaufen, so 
durchläuft nach (§. 85« IL) auch w alle z^\ obwohl in verschiedener Ordnung. 

' * B. Bezeichnet man also der Reihe nach die (pit Wer the,> welche v 
bekommen kann, durch vl\ ^2^ Vy^ . . . . v^^^ und die in (7.) zugehörigen 
Werthe' von tv durch w^^ trj, Wj» «^y*> so ergiebt sich 

UV2 = ®Z'\-W29 

8. { uvy = ©ar-j-M^j, 



C Multiplicirt man die sämmtlichen Gleichungen (8.) 9 9^2: an der Zahl, 
in einander, so erhält man 

Aber die w haben zusammengenommen dieselben Werthe wie die v, nur in 
verscUedener Aufeinanderfolga; denn 00 wohl die w als die v sind die sämmt-- 
liehen z^: also ist das Produet 

10. ri r2 1?3 • . • • t?^ =^ t^i €1^2 ^3 • • • • w^yx 9 
und folgfich in (9.) • 

11. tjfl'.ViV2Vy V = @ar-f rit^j^i. .. .r^,, 

und hieraus folgt 

12. rii?2r3 ry,(fi^* — 1) == @ä; 

mithin muß i?i t^a 1^3 ... . r^^Cii''*^ 1) mit z aufgehen. '\ - 

D. Aber keiner der Factor en r bat mit. 12: irgend einen Stammtheiler 
(^>t gemein, denn alle sind zu z theilerfretnd: also geht auch das Produet 

V2 V3 • . . • v^z init 9 lucht auf, und folglich auch nicht mit z^ noch mit irgend 
m Factor von tr. Mithin muß u^"" — 1 alMn mit 2r aufgehen und folglich 
^^'' 13. u^* — 1 = @«r oder ti^*=®ar-fi 

sein; wie es der Lehrsatz in (1.) behaut)tet. 

E. Ist u gröfser als zf also 

14. 11=: ©«^-^^i 9 
wo nun u^<^z, so ist ttothwendig, wenn u zu z theilerfremd ist, auch Ug 
zu 2r theilerfremd. Denn hatte Ui und z einen Theiler ^ I> 1 gemein , so 
mäfste derselbe nach ($• 18.) in u aufgehen und u und z wflreii dann nicht 
thalerfremd; gegen die Voraussetzuig. Also ist tii in (14.) notbwendig 
irgend eines der z^ <^z. ; ' 
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Nun giebt (14;) * «^ ■ ' ^' 

Aber für >ede8 Ui = «^ < « ist nach (!•) tir = ®«-j- 1. Also ist auch in (15.) 

16. ti*= = 03sr + e«4-l = ©ar+l; ^^ ,.. 

das heifst: auch für poMve u, welche ^z und. zu z theilerfremd sind, gilt 
der Lehrsatz. 

F. Ist u negativ und sein zeichenfreier Werth << z oder >z, aber 
zu z theiler fremd f so läfst sich QS immer so annehmen, dafs 

17. n = ©a^-f-Hi 
ist, wo tii <C2: und >>() und also eines der z^ ist, und es folgt dann, eben 
wie in (JBO^ dafs der Lehrsatz auch für diese u gilt. * 

§. 88. 

Zweiter Beweis des jP^rntn/scben Lehrsatzes (§.40.). 

A. Wenn in (§. 87.) z eine StammzaU p ist, so sind alle die ZaUen 

1, 2, 3, 4, p—i zu z^==^p theUerfremdp und folglieh kann in ($.87.) 

u alle die Werthe 

.1. w =; 1, 2, 3, 4, . . . . />— l 

haben. Die Anzahl (pz oder 9) dieser Werthe von u ist /ir-^l: also giebt 

(§. 87. 1.) in dem Falle z=p: 

dem Satze (§. 40.) gemäfs. 

Anmerk. B. Der veraUgetneinerte FermaUche Satz ($.87») bedarf 

nur des einfachen Satzes X§- ^^0? sogar nur des einen Falles desselben, 

wenn u denselben Werth behalt und v alle z^ durchläuft. Also könnte 

man in den Elementen auch recht gut den jF^^rma/schen Satz sogleich in seiner 

verallgemeinerten Form (§. 87.) aufstellen und den eigentlich sogenanntem F 

matsiiken Satz, fflr den Fall, wenn z eine Stammzahl p ist, auf die W 

wie in dem gegenwärtigen Paragraph, als einen einzelnen besondem Fall 

daraus ableiten. ^ 

§. 89. ▼ 

Erklärung. 
As Wir haben in (§. 45.) , wenn in der Gleichung 

1. u" = &p'\-r 
p eine Stammzahl ist, die Reste r zu einem beliebigen u Quadratreste zu p 
genannt, nnd diejenigen Zahlen >>() nn^<Zp, welche zn keinem u gcAiören, 
Nichtquadratresie zu p. 
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In ($. 46.) hftbeii wir fOr die Gleichung 

^^ 2. UV = (3z'\'W 
die ZaMenpaare u und p, welche für dasselbe z gleiche w geben , zwfammen^ 
gekörige Zahlen für w üiii %■ genannt. 

Es mag jetzt die Bedeutung dieser Benennungen auf folgende Art «r- 
weitert werden. 

B. a. Es soll allgemein, aber immer für Zahlen u und v; die 2u 
einer beliebigen Zahl z theilerfremd und <C z sind, jedes Zahlenpaar n und v 
in der Gleichung (2.), auch daAn, wenn nicht mehrere Paare dasselbe w 
geben, zusammengehörige Wahlen für w zu z heifsen. 

b. Sind u und v einander gleich, so dafs in (2.) 

3. u' = 03«^ U7 ^i;> 
ist , so soll w Qvadratrest zu i heifsen ; aach wenn z nicht eine Stamm- 
zahl ist. ■ '• ■■ •' ■ ' ■' ■ 

' '"' '^""'t iSlfitf ti und V hicAf' einandeV gleich, so soll in (8.) ü> Nicht^uadrat^ 
rest zu z \iB\i^i ' '.■■.>= -v- . -v ... ■ . .:., ■ . ■ i .^ :..^.^■^■ 

" •*' k'Das PrbÖuöt ttr äöli; je ridchdök;ii u^^ v gleich, oder ungleich 
sind, Owflrfra/ oder Nichtguadrat ßr'z zu w^lielt^en. *' " 

i^. Die iZiahleä* u und t^ selbst sollen, wenn ' si^' einander gleich sind, 
vne liiXS.^^ Ouadratwurzefn zti tr fflr :s heifsen und, sind sie ungleich, Wie 
in (2.), FacUühen zu w für z. 

§. 90, 
Lehrsatz. 
L Die Anzahl derjemgen Paare zu mner beliebigen ^ahi z thei-^ 
lerfremden ungleichen Zahlen u und y <iz^ welche in der Gleichung 

1. UV == ®z4-w 

iBiäl nem liehen Werthe von w geben, also, nach (§. 89.) ausgedrückt, die 
mizahl derNichtqußdrate zu gleichem w für z, ist immer gerade. 

IL Jedes der Nichtquadrate zu gleichen w für z in (1.) 
kommt für a II e die Werthe z^ <C^^ welche u und v darin haben können, 
zweimal vor; und schon in der Hälfte dieser Nichtquadrate komtnen 
alle Werthe vor, welchen und y in den Nichtquadraten ' haben können, 
und jeder nur nnmah 

IL Die Anzahl der Quadrate für z zu gleichen w, cUso 

z. B. der x in \ \ 

2. x^ = ®z+w 
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ßr ein- und dasselbe w, ist ebenfaUs immär ^irmfe;' den Fatt z=^2 
allein ausgenommen. 

IV. Zu jeder Quadratwurzel Xi sm w für & gekört eine 
zweite X2==z — Xi, welche mit x multiplidrt den Rest — w %u % gUH. 
Also wenn z. B. 

3. xl = ©z-f-w und xi = ®z-f w 

ist, so ist 

4. X|X, = ©z — w. 

V. Die Quadrate und die Nichtguadrate zu einem und dem-- 
selben w haben immer verschiedene Factoren. Das heifst, wenn z.B. 

5. x' = ©z^-w» 
und zugleich für das nemliche w, 

6. UV = ©z + w 

ist, so kann kein u oder v einem der x gleich sein. 

yi. a. Die Anzahl der Quadratrestef oder, die Anzahl 4^ ver-^ 
schiedenen w in (2.) für alle die zu z theilerfremden ^ajklen >0 <,h 
ist für kein z gröfser als die Hdlfte der. Zahl -deKiSdfH^ß, Wichen 
zu z theilerfremden Zahlen >0 und <lz. . .^^ ., . 

6. Di^, Anzahl der Nichtquadratreste, oder die .^^ der 
verschiedenen w m (1.), /tSr «r//^ cft^ ungleichen Paare zu % iheiler^ 
fremden Zahlen >0 <!z, f>^ /"ör kein z kleiner als die Hdlfte der 
Zahl der sämmtlichen zu z theilerfremden Zahlen >> und <i z. 

Beispiel. Es sei 

7. z = 15. 

Die zu z tlieilerfremden Zahlen sind 

8. 1, 2, 4, 7, 8, It, 13 und 14; 
und alle diese Werthe können in (1.) ii, v und tr haben. 

Es sei z. B. 

9. u? = 4 und ti> =5 II, 

so ist 




10. 



1.11 = 


= ®«+ll. 


,1.4 = 


-.®«-h4. 


2.13 = 


= ®*-f-ll» 


1 2. 2 ■- 


= ®«-j-4. 


4.14 = 


= ®«+ll, 


1 4. l = 


- ®«-f4. 


7. 8 = 

8. 7 = 


= ®« + lI, 
= ®«-f-ll, 

• 


7 7 7 = 

"• \ 8. 8 = 


= ®«+4, 
= ®« + 4, 

- ^Z + ir 


11. I = 


= ®«4-ii, 


Jli.l4 = 


13. 3 = 


= ®«+ii, 

/ 


[13.13 = 


— ®«-|-4, 


14. 4 = 


= ®«+li, 


^14.11 = 


= ®«4-4. 
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Zu L Die Anzahl der VÜehtquadrale oder Prodocte ungleicher 
Factoren links in (10.) ]|t 8, in (11.) 4; beides gerade; gemäfs (L). 

Zu II. Jedes ISichlquadrat kommt in (10. and 11.) , zweimal vor, 
und dieHfilfle der Zahl der Nichtquadrate 1.11, 2.13, 4.14, 7.8 in (10.) 
enthalt schon a//eWerthe, welche u und v in(l.) haben können; gemäfs (IL). 

Zu III. Die Anzahl der Qnadrate oder der Producte gleicher Facto- 
ren links in (10) ist nnd in (11.) 4; beides gerade; gemäfs (111). 

Zu IV. In(10.) ist z. & 2' = ®«+4 und 13' = @«+4, und 2: 13 
ist =26 = 0z — 4. Eben so ist r = ©:5-{-4 und 8*= 0:24-4, und 7.8 
ist =56=©« — 4; gemäfs (IV.). 

Zu V. Keiner der Factoren 1, 4, 11 und 14 de^ Nichtquadrate in (11.) 
ist eine Quadratwurzel für z zu w. Diese sind 2, 7, 8 und 1 3 ; gemäfs (V.). 

Beweis von I. Ap Wenn man in (1.) u alle z^ durchlaufen läfst, 
während tv denselben Weirth behält, so durchläuft auch v nach (§< 85. II.) 
alle z^ . Ist also tii irgend':ral1ke8limmter Werth von u, und Vi der zugehö- 
rige, voi^.tii. verschiedene Werth von v, so dafs auch 

12. «it?i = 0« + ti? 

ist, so mufs u, indem ^s alle z^ durchläuft, aufser diesem Werth t/i auch 
nothwendig den Werth ri berflhren. Zu diesem Werth v^ von u ist dann auch 
umgekehrt der zugehörige Werth von v offenbar u^^ indem gemäfs (12.) auch 

13. ViVi = &z^u) 

sein soll. Aber auch keinen andern Werth mehr kann weder v^ in (12.), 
noch n^ in (13.) haben. Denn wäre z. B. in (12. und 13.) noch 

14. Uiüa = &z-\-w und 15. ViU^ = 0z-|-tip, 
so gäbe (12. und 14.) und (13. jind 15.) 

16. Wi(t?i — rj) =: ©5 und 17. Vj,{Ui — Ui) = &z; 
was ^eides nicht sein kann, indem fi| und Vi mit z keinen Factor gemein 
haben und :s in ri — r, oder ti| — f/j allein nicht aufgeht , da t?i — r^ <C! ^ und 

iii — 1I2 < « ist. 

Es können also dieselben ungleichen Factoren ti( und Vi für das gleiche 
w nur zweimal vorkommen. Aber zweimal kommen sie nothwendig vQr. 
Mithin sind die Nichtquadraie zu gleichen w immer paarweise vorhanden, 
und daher ist ihre Gesammt- Anzahl immer gerade; gemäfs (I.)» ,. 

Beweis von II. B. Zwei ungleiche Factoren ir und v^ kommen 
nach (il.) fflr ein- und dasselbe w beide zugleich je nur noch, ^ivm«!.. vor. 

39 
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Man setze nemlich, ein einzelner der beiden Factoren, k. B/tii, komme 
noch zum drittenmal vor, verbunden mit einem aiiiern v, z. B. rj« Dann 
ffinde (12.) und (14.) Statt, und daraus wflrde (16.) folgen. Aber (16.) kann, 
vae dort bemerkt, nicht Statt finden. Also kann auch ein einzelner von den 
beiden Factoren ti, und t^i nicht zum drittenmal vorkommen. 

Daraus folgt, dafs in zwei Nichlquadralen, welche kein Paar sind, 
oder in welchen nicht die beiden Factoren dieselben sind, nothwe^dig aile vier 
Factoren verschieden sein müssen. Und hieraus folgt weiter, dafs schon die 
Hälfte der sämmtlichen Nichtquadrate , nemlich je einer aus jedem Paar ge- 
nommen, alle die z^ und jedes nur einmal enthalten müssen, welchen u und v 
jQ UV =^ Qiz-\-w fü^ ein- und dasselbe w überhaupt gleich sein können; 

gemäfs (IL). 

Beweis von III. C. a. Wenn 

18. x^ = (Sz'\w , 
ist, so ist auch, für dasselbe tv, .., 

19. (z-xf = ©/^i'tir; ; ' 

denn (z — xf ist = z^ — Qzx-^-x'^ = @4j-far% alsd zufolge (18.) 

b. Nun ist ferner z — x immer nothwendig von a> verschieden. Denn 
wäre z — x = Xf so wäre z = *2x: also müfste x in z aufgehen ^ was 
nicht sein kann, da x und z nach der Voraussetzung keinen Factor >^ I ge- 
mein haben. Es kann nur in dem einzigen Falle z=^2x sein, wenn «='i, 
also x=^i ist. Dieser Fall ist daher, wie in (III.) bemerkt, ausgenommen. 

c. Da also nun x und z — x verschieden sind, so gehört nach (a.) 
nothwendig zu jedem Werth, welchen x haben kann, ein zweiter, davon ver^ 
schiedener Werth z — x. Mithin folgt, dafs die Quadralwurfteln fjlr ;s zu tr 
immer paarweise vorhanden sind und dafs daher ihre Gesammt- Anzahl noth- 
wendig immer gerade ist; den einzigen Fall ;5 = 2 ausgenommen; gemäfsi (III.). 

Beweis von IV. D. Zu jeder Quadratwurzel x^ für z %\k u) ge- 
hört nach (C) die zweite x^^=z — x. Nun ist 

20. XiX2 = Xi{z—x^) = x^z—xl = &z — xl. 

Aber 

21. xl == &z^w, 

also ist, (21. in 20.) gesetzt, 

22. x^Xj =a ©« — ©« — u^ = @z— m;; 
g^mife (IV.). 
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Beweis von V. £• Es sei ^«r eine der Quadraiwurz§ln für z zu w, 
und u und v seien die ungleichen Factoren eines der NicAtquadrate für z 
zu dem nemlichen to, so dafs also 

23. X' •= Q)Z'\-w und 

24. tii; = &z-\-w 
wäre. Alsdann wtrde aus (23. und 24.) 

25. x^ — uv = <3z 

folgen. 

Könnte non x zugleich «iner der Factoren u oder v, z. B. x^::=:n, 
sein, so mäfste nach (25.) 

26. x^ — xv = x{x — v) = @« 
sein und also z in ar(ar — r) aufgehen. Dies aber idt nicht möglich, da or 
mit z keinen Factor >> 1 gemein hat, und x — v allein mit z nicht aufgeht, 
indem es <C ^ ist. Also kann keiner der Factoren der Nichtqußdrate zu^ 
gleich eine der Quadratwurzeln, für ;s zu u? sein ; gemäfs (V.). 

Beweis von VI. J^l Es sei x irgend eine der zu z theilerfremden 
Zahlen >0 und <C«> so ist auch z — x, welches ebenfalls >0 und <Cz 
ist. eine solche Zahl; dennwfire z — x nickt zur theilerfremd, sondern httte 
mit z den Stammtheiler* ^ >> 1 gemein, so dafs 

27. z-x =1 &d 

wfire, so mfifste ^, weil es in z aufgeht, nach (§. 18.) auph in x aufgeben, 
und X und z hatten also den Theiler (T>> 1 gemein; gegen die Voraussetzung. 
Wenn nun, wie in (2.), 

28. x^ = &Z+W, 

also u>, welches ebenfalls zu den zu z tbeilerfremdea Zahlen >> und <;; z 
gehört, einer der Quadratreslß zu z ist, so giebt z — x den nemUchen 
Werth von w; denn es ist 

29 {Z — xf = &z-\'X'' = ©;t+®«-f IT (28.) = &zi-w. 

Läfst man nun x in (28. oder 2.) alle die zu z theilerfremdm Zahlen 
;>0 und <CZf deren Anzahl (pz bezeichnet, durchlaufen, so koimnt noth- 
wendig jeder der Quadra4re$ie to wenigstens zweimal vor, und folglich kann 
es für kein z mehr als ^(pz (^adratreste geben. 

Und da nun nicht mehr als die Hälfte der ^;t zu z theilerfremden 
Zahlen >>() und <iz Quadratreste sein können, so mässen die .Dbrigen notier 
wendig Nichtquadratreste sein: folglicb kann es auch für kein z weniger als 
}^(pz Nichtquadratreste geben; gemäfs (VI.). . .^ /.,: .• i .../ (.r?.) .-.; 

39» 
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'** §.91. 

Lehrsats. 

Wenn in der Gleichung 

1. x' = ®«4 1 

X eine zu z theilerfrenide Zahl z^ bezeichnet, so giebt es 

I. FFVi^ aticA z sün mag, von x immer das Paar ungleicher 

Werthe 

2. X = 1 und X = z — 1. 

Blofs in dem Falle z =t 2 sind diese Werthe von x beide == 1, utid also 

nicht ungleich. 

IL Ist z ^6 Stammzahl, so giebt es fttr x in (2.) mir do^ 
einzige Werthenpamr (2.). 

in. Isr/ z>>3 nicht eine Sfammzahl, so kann es der Werthe 
von X in (l.)? eo wie überhaupt für 

3. X* = ®a+ W, 
wo w nicht = 1 istp mehrere geben; abmfjih sind tnn/ner paarweise, 
also in gerader Zahl vorhanden. Wieviel Werthenpaare von x es 
für (1.) oibr (3.) g^en könne, hängt, wie sich weiter unten zeigen wird, 
von den verschiedenen Factor enp aar en von z ab. 

Beispiel zu IL Es sei 2; =7, so ist z^=^ 1, 2, 3, 4| 5^ 6 und 
( 1% 2^ 3% 4^ 5', 6") = @« + 1, 4, 2, 2, 4 und 1. Also nur or = 1 und 
jp = ar — 1 = 6 geben 0ä-|-1. 

Zu IIL Es sei z = 15, so ist z^ = 1, 2,4, 7, 8, 11, 13 und 14 und 
(1% 2^ 4^ 7% 8\ ir, 13^ 14^) = ©ü? + 1, 4, 1, 4, 4, 1, 4, 1, 4, 1, also X = t 
und 14, 4 und 11 geben &Z'\'l^ so dafs also zwei Werthfflipaare von x 
Ydrliandeh Sind, welche a?'=:©«r-f 1 geboq. 

Desgleichen geben die zwei Werthenpaare 2 und 13 und 7 und 8 
@« + 4 f«r ir = 4ih (3.). 

Beweis A. Was (I.) behauptet ist an sidi selbst klar; dran V und 
Xz~ty ist immer ^=^J&z-\-l*, was auch z sei. Ist « = 2, so ist i=z — 1 = 1. 

B. Gfibe es fQr eine Stammzahl z aufser 1 und z^^t noch ein 
anderes Werthenpaar x^ und z — x^^ so da(3i 

4. 0?» = ©5r-f 1 und (« — iPi)' = 0«+l 
w<re, soMtCste, da zugleich nothwendig 
^Jr - 6; 'l^ = ®«-|-l und («—1)' == ®^+l 
ist, (6.) von (4.) abgezogen. 
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(x^—l) = &z und («r — a?,y— («r— iy = @« oda» 

6. (ari—l)(ari +!)=©«? und (*— ^i—(«^— 03(«^— ^i + «^— 1) = @* oder 

(1— a?0(2« — (Äi-f 1)) = ®z sein 
und also (a?| — l)(a?i-j-l) und (1 — a?,)(3«r— .(xPi-f 1)) mit z aufgehen. Eins 
und das Andere ist nicht der Fall. Denn da x^ nicht 1 und auch nicht ^—1, 
sondern >>1 und <^z — 1 sein soU, so geht weder x^-^^ noch ^i-f-l) no^h 
1 — Xi^ noch 2z — (or^-f 1) ^^^ ^ ^^* -^^ 8^^^* ^^^ wenn ar eine Stamm- 
zahl ist, fflr o? in (1.) nmr das ^m« Werthenpaar 1 und ^—1; gemäfs (]i:|. 
C Ist 2r>>2, \mA nicht eine Slammzahl, so kann es allerdings mit 

7. ä/ = &Z'\-w und («^ — iTi)^ = &z-\-u) ^ 
zugleich, sowohl fär w=^\^ fOr welchen Fall wenigs||jtns das dne 07^ = 1 
Statt findet, als fflr andere Werthe von Wj wenn es fflr solche ein Xi giebt, 
auch noch andere Werthe x^ von x, , 

8. x^ = (Bz-^-w und \z — x^'^ = ©ar-f u^ 
geben: denn (8.) von (7.) id^giazogen giebt 

Xijrx^ = @z und (« — ^i)^ — (« — aj^)' = Qiz oder 
9. (a?i — a?a)(a^i-|-a?2) = 0« und (a?2— iFi)(2ar — (ari+Jp,)) = @z, 
und hier können allerdings Xi — X2 oder X2 — Xi mit einigen der Factoren 
Yon ar >> 1 , und x^ -f ^2 nut den flbrigen Factoren aufgehen. Also kann es 
in diesem Fall allerdings, sowohl für ti7=l in (1.), als fttr andere Werthe 
von w in (3.)> niehr als ein Werthenpaar von x gehen. Auch zeigt sich aus (9.}9 
dafs die Anzahl der möglichen Werthenpaare von x von den verschiedenen 
Factorenpaaren abhftngt, in welche z sich zerlegen lAfst; gemflfs C^-^- 

§. 92. . 
Lehrsatz. 
Man bezeichne die zu einer beliebigen Zahl z>>3 theileP" 
fremden (pz Zahlen >>0 und <iz durch 



1 . Z| , Z2 , Z3 , Z4 , . . . . Zy, , 

während jede derselben durch z^ ausgedrückt wird. Femer sei das 
Pro du et aller dieser Zahlen 

A* Z| Z2 Z3 • . . . Zyj = Ea , 

und n bezeichne die Anzahl der Werthenpaare^ welche n in der 

Gleichung 

3. x^ = ©z+l 

haben kann (§. 91. III.), unter der Bedingung, dafs x aus dem Dahlem %^ 

(1.) genommen werde. 



i 



SM f. 92. Stm. 4>- a 



I. AMann ist, was auch s>>2 sein moff, 

4. Z =sf ©z-f*^9 M^^it n ffsrade und 

5. Z = @a — 1, wsnn n ungerade ist. 

(H n gerade oder ungerade sei, hängt, wie schon m (§. 91. 
III. und C) bemerkt, von den verschiedenen Factorenpaaren oft, in welche 
% sich zerlegen läftl; wovon wmter unt^n. 

II. Für Jeden K ichtquadr airest w=z^ %u z, oho für Jedes 
yf^t^^ welches der Gleichung '"^ ■ 

w 

6. UV = @z-fw 
entspricht, too u und y, eben wie w, ati^ den zu z theilerfremden Zah^ 
len z^ genommen, ^er nicht einander gleich sind, ist 

7. Z = ©z + w*^^ 

Beispiel zu I. Essei«=15. Aisdannist «^(l.) = l,?,4,7,8,ll,13 
und 14, und das Product dieser z^ ist Z = 1.2.4.7.8.11.13.14 = 896 896 
= 59793. ;5+l, während die Zahl n der Wwthenpaare 1 uad 14 und 4, II 
von X in (3.) , welche j?^ = ®t;-f 1 geben, =^ 2, also gerade ist; gemäfs (4.). 

Es sei z = 18. Alsdann ist z^ (1.) = 1, 5, 7, 11, 13 und 17, und das 
Product dieser «^ ist Z = 1.5. 7. 11. 13. 17 = 85085 = 4727.« — 1. ffier 
giebt nur das eine Werlhenpaar 1 und 17 von x !n (3.) @«-}-l, so dafs 
n^= i und also ungerade ist; gemSfs (5.). 

Beispiel zu IL Einer ier Mchtquadratresfe zu z^=^ 15 ist ic^= 11, 

THid i9)Äist*=4; desgleichen ist Z = 1.2.4.7.8.11. 13.14 = 8968%. 

Also söfl nach (7.) 8% 896 = 0.15 -f II* = ©15+14641 win, md in 

der That ist 

896 896 = 18817.15 + 14641. 

Beweis von I. A. Wenn man in der Gleichung 

8. UV = &z-\'W, 

wo w jede der Zahlen z^ (1.) sein kann, u alle z^ durchlaufen Ififst, so 
durchläuft nach (§.85. IL) 9 ^^^ ^^^' ^^^ dasselbe w, auch v alle die Zah- 
len z^; wiewohl in verschiedener Ordnung. 

B. Nun kann nach (§. 90,) u und v sowohl ungleich als gleich sein; 
d. h. es kann w sowohl Nicht^uadralrest als Quadratrest sein. Für den 
letztern Fall schreibe man , wie in ( §. 90.) , x statt der gleichen u und r. 

C. Nach (§. 90. I. und III.) sind aber sowohl die Mcht^uadrale uv, 
üs- die 9^Msdrate x^, für ein - und dasselbe w immer paarweise vorhandem 
und die Gesammtzahl der Nichtquadrate , so wie der Quadrate^ ist immer 
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gerade. Jme, die Anzahl der MchtquMraUnpaate , werde ^urch i»> die 
der QuadrMienpaare^ wie hier oben für den Rest ws=t^ allgemeiii für jedes w 
durch n befleicbnet. 

D. LSfst man also nun u in (8.) alle z^p dnrchlaufen und bezeichnet die 
znsammenfehörigen u und v durch Hf , ri ; K2 , ti| ; 113^93; ^9« 9 V ^ ^^ ^^^^ 

U2V2 = ©«-ftt^, 

|9. l tl3r3 t= ®;5-|-U^, 



ist, wo nun Ab v nach (§. 65. IL) ebenfalls^ gleich den u^ uüe z^ sind, so be- 
flndeü sich nnter den (pz Gleichungen (9.) S m Gleichungen^ in wdchen u und v 
nichi einander gleich sind, und 2n Gleichungen^ in weleheii n d=^ t; s==xt ist» 

E. Demnach zerfaUen also die ^« Gleichungen (7.) in folgende zwei 
verschiedene Gruppen: 



tf^rt;^acs %z-\'Wr • : > üT? Ät- (&9^W^ 

10. ^ ti3 Ui : ta= ® « 4" iir, '*' und 11- A ap/ «= @ x^- w^> 






F. Nach (§. 90. IL) enthalt schon die HMfte der Nichiquadraireste 
iir in (10.) a//6 Werthe, welche u und i) haben hAnnen; und nach (§. 90. V.) 
kann kein u oder v in (8.) einem x in (11.) gleich sein, so dafs also die o? 
in (11.) durchaus andere z^ sind, als die u und r in (10.), während (10. und 11.) 
zusammen nothwendig alle z^ enthalten; wie die Gleichungen (9.), aus welchen 
sie entnoBsmen sind. Endlich gehOrt nach ($. 90. IV.) su Jedem x in (11.) 
ein zweites z — x, welches, mit ihm ihnltiplicirt, ^z-^w giebi 

G. Nimmt man also aus den Gleichungen (10.) diejenige Hälfte m heraus, 
welche sämmtlich verschiedene u und v oder z^ enthalten; desgleichen die 
sämmtlichen Gleichungen (VL), welche n verschiedene Werthenpaare x 
iiwd z^^-x yon X und sämmtHeh andere z^ enthalten, so kommen nothwendig 
in diese» m-\^2n Gleichungen zusammen idle z^ vor; und alle nur einmal* 

H. 'Mrit^licirt man also jene ans (10.) genommenen m Gleicfanngen, 
mit sämmtUch' verschiedenen z^, in einander und mil den 2ii Gleichungen (ll.)? 
so hat man links das Prodnet (Uler z^ und jedes z^^ in denselben nur einmal, 
also das Product Z (2.). Becklt geben ^Etanfichel die m CHeiehungen aus (10.) 
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(^^s-f^)'"* ßodann geben die 2ii Gleichlingen (11.) 9 yf^ü jedes der nPamre 
fsusammenjfeköriffer x, nemlich x und z—x, nach (§. 90. IV.)) ®z—u) 

giebt, (®z — wy. Also ist das Product aller der m-f 3n Gleichndgen 

12. Z = (®«+M^)'"(®« — M^)". 

i. Dieses Ergebnifs gilt fflr jeden Werth, welchen tc haben kann. 
Es kann aber w jedenfalls =1 fOr jedes z sein (§. 91.). Also gilt (12.) 
auch ffir u^ = 1 und giebt alsdann 

43. z=(©z4-ir((s«— i)"=(®«+i)(®«^(-ir)=®z+(-i)% 

und folglich ist 

14. Z=z(^Z'^i^ wenn n gerade ist; gemSfs (4.), und 

15. Z = ®«— 1, wenn n ungerade ist; gemäfs (5.). 

£ IF^mi n gerade oder ungerade sei, darauf wird znnftchst water 
der Lehrsatz (§. 94.) fähren. 

Beweis von IL L. Für die Gldchung 

16. UV = ®z-\-w 
kommen nadi (§. 90. II.) schon in der Uäiße der NicAtquadrate ifr fflr 
ein- und denselben Nichtquadratrest w alle die (pzWerihe von z^ Vor, welche 
u und V haben können, und jeder dieser Werthe nur einmal. 

Also schon die Hälfte der q>z Producte uv in (16.) enthfilt alle z^^ und 
jedes nur einmal. Mithin erhfilt man, wenn man diese Hälfte der ^z Producte 
UV in (16.) in einander multiplicirt, die Gröfse ;S| x;, ^ • • • • ^« = Z (2.); und da 
nun./eiif^ dieser ^q)z Producte durch ®z-\-w ausgedrückt wird (16.) 9 so ist 

17. Z = {&Z'\'W)^* = ®«4-fi7*^; 

gemftfs (?.)• 

§. 93. 
Fünfter Beweis des Wilsonseben Lehrsatxes (§. 48.)« 

A. Wenn z eine Stammzahl ist, so ist 

1 • Zq, *= 1, -s, O, 4^ •••• Z — 1 , 

also in ($. 92. 2.) 

2. Z t= 1.2.3.4: «—1. 

B. Nun gieht es nach (§. 91. IL), wenn z eine Stammzakl ist, nur 
das einxig« Werthenpaar 1 und z — 1 von x, fOr welches in ($. 93. 3.) 

or^ss^z-fl >^^' -^0 ^^ ^^^^'^"^ ^ ^ ($• ^-^O = 1? *uid folglich wgeraäe. 
Mithin ist alsdann nach (§. 92. 5.) Zz=Nz—l und folglich in (2.) 

3. 1.2.3.4....«— 1 = @«-~l. 
Dieses ist der 9F«lM>»scheaJjehrsats (f. 48.). . 
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« 

§.94. 
Lehrsatz. 

■ 

Wenn z eine beliebiffe Zahl ist und x beliebige, aus den ipz zu z 
theilerfremden Zahlen >0 und <z bezeichnet, so sind nach (§.90. 
III. und IV.) die Werthe von x^ die der Gleichung 

1. x^ = ez + r ^ 

genugthun, in welcher r nach (§. 85.) nothwendig stets ebenfalls eine der 
zu z theilerfremden Zahlen z^ ist, immer paarweise vorhanden; und 
zwar, wenn x, der eine Werth von x ist, so ist z — x» der andere. 

Fur r= 1 tu (!.>, aUo für dis Gleichung 

2. x' = ez+1, ' , 

haben wir in (§. 93«) di4 Anzahl der Werthenpuare von x, die die^e 
Gleichung erfüllen, durch n bezeichnet^ so dafs also, tcenn man x in der 
Gleichung (1.) alle z^ durchlaufen läfsl, 2n dieser Werthe z^ von x in 
(2.) den Rest r = 1 geben. 

Ferner haben wir in (§. 92.) U9ul auch schon in ($.91. III.) 6a- 
werkt, dafs Jene Zahl n von der Anzahl und Art der Factor enpuare 
abhängt^ in welche z sich zerlegen läfsl. 

Mit der Anzahl n der Quadratwurzelpaare, für einen und den^ 
selben Rest r, ferner mit der Anzahl der möglichen persehiedenen Qua^^ 
dratresle r selbst in (1.) für ein bestimmtes z, und mit den Eigenschaften 
dieser Quadratreste r verhält es sich nun weiter wie folgt. 

L Zu andern Werthan von r in (1.) gehören andere x; afM% 
wenn man die zu einem bestimmten r gehörigen x durch x, und die zu einem 
andern v^ gehörigen x durch x^, bezeichnet, so kann nicht x, ==x,^ sein. 

II. Zu jedem Werth, welchen r in (1.) habe» kann, gehören 
gleich viele x; also gehören, da immer r=l sein kann, und fßfgUcA 
die Gleichung (2.) mit ihren 2n verschiedenen Werthen von x immer 
Statt findet, zu jedem r m (1,) 2n verschiedene und zu jedem r, 2n an- 
dere x. Man findet diese 2n andern Werthe von x^ für ein bestimmtes r, 
z. B. aus den 2n Werthen von Xi fltr rÄ= 1 m (2), wenn man in der 

Gleichung 

, 3.. X.X, = ej,»^(x,).., ,... . ^. 

(fata X, Im/u irß^nd einen derWerihe von ^, jflfiicfiviei weffken, tfetn 

andern F«ct»r », aktr d«rM^^ «««*, ¥<f % '^,n\i^«r#^i**^'* M>«fc*i?. 

40 
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Xi in (2.) Aaben kann. Alsdann drückt (x,) rechts alte die Werthe aus, 
welche x, haben kann; und sie alle thun der Gleichung (1.) Genüge, 

III. Die verschiedenen x, zu den verschiedenen r gehörig^ sind 
alle die ipz zu z theilerfremden Zahlen z^ >*0 und <Zz^ und jede 
kommt, wenn man r sdhe verschiedenen Werthe durchlaufen läfst, nur 
einmal vor; so also, dafs, wenn man die Anzahl der zu z Statt fin-- 
äenden verschiedenen Quadratreste r durch v bezeichnet, 

4. (pi == 2nv 
ist. 

IV. Das Produet einer beliebigen Anzahl gleicher oder ungleicher 
Quadratreste r, also auch dne beliebige Potenz eines Quadratrestes r, 
läfit, durch z dividirt, immer wieder einen der Quadratreste zum 
Rest, so da/i also immer 



5. 



1. r, raTj r^ = ©z-j-r» und 



2. r^ = ©z-fx^ 

ist, wo r^ irgend eines der r bezeichnet und a in (5. 1 ) und x in (5. 2.) 
beliebige positive ganze Zahlen sein können. 

Y. Für jeden der Quadratreste r ist 

6. r*^=.©z+l, 
oder, nach (4.) ausgedrückt, 

WZ 

7. r^- = @z-|-I; 

doch können auch schon niedrigere Potenzen von r als die vte, durch z 
dividirt, den Rest 1 lassen. Jedenfalls aber giebt die vte Potenz von r 
den Rest ]• 

VI. fVenn man 

8. xl = ©z-f 1 und x^ = ©z-f r, 
und dann weiter 

9. r^ = ©z-f r, 
10. rXi = ©z + (x) 



1 



setzt, so ist (x) in (10.) ebenfalls eines der zu t in (9.) gehörigen x, aiso 

11. (x)^ = ©z+r, 
und für jedes r m (9.) und (10.) ein anderes. Man findet also auch 
^ r >> 1 gehörige x aus denen, welche srif r = 1 gehören, wenn man die 
lef^teren nach (tt) ^Mt r muMiHIcirf und das Produd durch z dicUki. 
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YIL GM it niü2 Mtif,so gehen nicht bloß x und t—x^ wie für 
Jedes beliebige ai, sondern ^uch 

12. X, ^1— X, iz-f^ ^^ Z-— X 
einen und denselben Quadratrest r zu z. 

VIU. Da nach (II.) zu jedem Werth, welchen r haben kann, 
gleichviele x gehören^ so kommt es nur darauf an, wie viele r^m^ 
schiedenen Werthe x es für die Gleichung 

13. x' = ®«+l (2.) 
giebf. Ebensoviele Werthe hat x in der Gleichung (1.) für jedes r. 

Die Anzahl der verschiedenen in (13.) möglichen x nun Uyst sich 
finden, wenn man z auf alle mögliche Weise in zwei Factoren x und l 

zerlegt, also 

14. z =z xX 

und statt (13.) x^==®;fX-{-l setzt, woraus x'— l = ®xX oder 

15. (x-fl)(x— I) = ®xX 

folgt. Man kann dann die Bedingung machen, dafs x-f-l mit dem 

einen der Factoren x=^X, x — 1 mit dem andern aufgehe. Alsdann 

verhält es sich mit den verschiedeneti x, (Ue der Gleichung (13.) genug-- 

thun, wie folgt. 

a. Für Factorenpaare x und X von z, welche einen gröfsern 
Gemeinlheiler als 2 haben, giebt es kein x für (13.). 

b. Zu jedem Iheiler fremden Paare von Factoren x und X von z, 
die beide ungerade sind, gehört ein, und nur ein Werthenpaar von x, 

nemlich 

1 % 

16. X = X und X = z — x, 
und jedes andere Factorenpaar dieser Art giebt ein anderes Wer^ 
ihenpaar von x. 

c. Zu jedetn theilerfremden Paare von Factoren x und X 
von z, deren einer ungerade ist, während der andere mit 2, i^er nur 
mit der ersten Potenz von 2 aufgeht, gehört ebenfalls ein, und nur 
ein Werthenpaar von x, wie das (16.); aber nicht zu jedem andern 
Factorenpaare dieser Art gehört ein ander es Werthenpaar von x, ^on- 
dem^xund 2;t oder 2x und ^X,je nachdem x oder X gerade ist, geben 
das nem liehe Werthenpaar von x, u^ x und X selbst. Und dann kommt 
von den Werthenpaaren von x, die alle den werscldedenm Fadorenpma^ 
ren, dieser AN entsprechen, jedes tew^imal vor,, 

40» 
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^ '■' ii Zußdetn theiUrfremden Paare von Facfor$n x und X von z, 
deren einer ungerade ist, während der andei^ mit einer höhern Potenz 
von 2 ah der ersten aufgeht^ gehört wiederum ein, und nur ein Wer-- 
thenpaar von x, wie das (16.). Hier gehört zu jedem andern Facto- 
re99paare dieser Art ein anderes Werthenpaar von x. Zwar giebt es 
jß noch ein zweites Factorenpaar von z, nemlich j^x und 21 wenn l, 
und '2x und ^l wenn x ungerade ist, dem das nemiiche Werthen-^ 
paar von x zukommt, wie dem Faclorenpaare x und l selbst, aber dieses 
zweite Factorenpaar findet sich nicht unter denen der gegenwärtigen Art, 
sondern nur unter denen, die mit 2 gemeintheilbar sind. 

e. Zu Jedem Paare von Factoren x und X von z , die bade mit 
der ersten Potenz von 2 aufgehen, gehören zwei, und nur zwei 
Werthenpaare von x, nemlich folgende: 

1 2 

17. x = X und X = z— X, 

3 4 

18. X = Iz-f-x und X = \z — x. 

Zu jedem andern Faclorenpaare der gegenwärtigen Art gehören zwei 
andere fVerthe von x, wie (17. und 18.). Zugleich sind zwei von den 
vier Werthen von x (17. und 18.) die nemlichen, welche zu dem Facto^ 
renpaare \x und 21 gehören, wenn \x ungerade ist, und zu dem Factoren-^ 
paare 2x und \X, wenn \X ungerade ist; und immer ist entweder 
|x oder \X ungerade. 

IX. a. Ist z ungerade, so geben die Iheilerfremden Pcuvre van 
Factoren (YIII. 6.)? welche beide ungerade sind, alle x, welche der 
Gleichung %■ = ®z-{-l genugthun. Also giebt es dann eben so viele 
Werthenpaare von x, als theilerfremde Faclorenpaare von z. 

6. Geht z nur mit der ersten Potenz von 2 auf, so giebt schon 
die Hälfte der tkeilerfretnden Paare von Factoren (YIII. cOi deren einer 
gerade, der andere ungerade ist, alle x^ welc/$e der Gleichung x^==&z-{'i 
genugthun^ Also giebt es in diesem Falle halb so viele Werthenpaare 
von X, als theilerfremde Faclorenpaare von z. 

€. Geht endlich z mit einer höhern als der ersten Potenz vom 
2auf, so geben schon die verschiedenen mit 2, aber mit keiner gröfsem 
Zahl, gemeintheilbaren Paare von Factoren von z allein alle x, welche 
der Gleichung x^ = ® z -f t genugthun^ Also giebt es in diesem Fall 
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doppelt ^o viele Wertkenpaare von x, als durch 2 akerdutih keine 
gröpk^\B'XäM geMiintkeiibm'eF 

Auf ^bUhe Weise häf^t denn also in Folge der ffeseäte (YIII. 
ündIX.') Ae Anzahl 2ii der verschiedenen mögliche^ Quadrutu>urzeln 
X fart tn detn Rest 1 m (IS.)? m u^i^ isrii Jedem beliebigen andern 
9eSt f\ da jeder beliebige Rest nach (11.) immer dieselbe AnzM "im 
von X zukommt, von der Zahl und Art der Faetorenpäare x und X von 
z (4.) ab, aus welchen sich z durch die MuMpticaiion zusammensetzen iäfst. 

Erstes Beispiel. Es sei 

19. ' 55 = 180 = 2^3^5. 
Die zu « theilerfremden Zahlen z^'^0 und <Cz sind folgende: 

20. 3ry= 1 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 49 53 59 61 67 71 73 77 79 83 89 

»91 97 lOllXte 107 109 113 119 121 127131 133 137139 143 149151 i57iei 163167*60 173 179. 
Ihre Anzahl ist ^ 

-• ! . . 21. 9« Ä 48. 

Lafst man nun in (1.) ^ ^^ diese Zahlen durchlaufen, so findet sich 

Füra?==' 1 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 49 53*59 61 67 71 .73 77 79 83 89 
rs3=: 1 49 J 21 169109 1169121 61109 61 49 49 61109 61 121 16<^ 11091691211 49 1 



22 

' ' Ptlr ar =91 97 löf 1Ö3 107109 113 119 121 127 131 133 137 139 143149151 157 161 163 167 1»9 173 179, 
r== 149121169109 1169121 61109 61 49 49 61109 61121169 1109169.121 49 1. 

Es giebt also hier, wie sich zeigt, die 

23. y = b verschiedenen Quadratreste r= 1,49,61, lü9j 12 1 Und 16«^ 
sfimmtlich' aus den Zahlen z^ (20.), und zn Jedem derselben gehören 

■ 24. 2ii = 8, also n = 4 ' 

verschiedene Werthenpaare von x, nemlich 
1. zu r = 1 gehdMn die 4Werlhenpaare 1 u. 179, 19u. 161, 71 n. 109i 89u. 91 vonx= jr,, 
12. 2ur== 49 - - ----- 7u.l73,43u.l37,47u. I33,83ü; ^7vonx==jr4g, 

*3. zur= 61 ------- 31u.t49,41u.l39,49u.l3l,59tt:i21v0njr=jr6,, 

^•^4. zur =109 -^ • ----- 17u.l63,37«.143,53n.l27,73ü.l07vonj?=j?,u9» 

|5. Mr=i2l - - -- - - - llu;169,29u.l51,61u.ll9,79u.101v<mJ?=J?i2„ 

6. zur=169 - ^ - - - - - 13u.l67,23u.l57,67u.ll3,77u.l03vonj?=ar,e»; 

_ • ■ 

sämmtlich in der Form x und z — x begriffen. 

Die verschiedenen Behauptungen des Lehrsatzes zeigen sich an dieste 
Beispielen wie folgt. 

I. Zu jedem andern Werlh von r gehören gemflfi(35.) andere off 
gem«ß''(:I:).-"-^--'- 
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IL Z^ Jedem der f^=s6 (23.) verachiedeiida r geboren ^giemtis (25.) 
glnchviele x, nemlich zu jedem 2tti=8 verscbiedeae wi geMiK. (14*)^ -. 

Man findet ferner^ z. B. aus den 2ii=:8 Wertfaen (25. !•) von j^,, 
weldie EU res: 1 gehören, die zu r = 61 gehörigen 2n=^8 Wertbe von 
o?^ = Xei (25. 3.) , wenn man in der Gleichung (3.) dem Xr links kyend einen 
ider Werlhe von Xr giebt, z. B. wenn man j?,xe=41 (25. 3.) aetzt^ und dann 
or, in (3.) aUe seine 8 Werthe 1, 19, 71, 89, 91, 109, 161 und 179 (25. 1.) 
durchhufen l&fst Es ergiebt sich auf diese Weise nach (3.) 

26. 41 (1, 19,71,89, 91, 109, 161, 179) - 
= ©.180+41,59,31,49, 131,149,121 und 139, 
also ist in (3.) 

27. {Xr) = 41, 59, 31,49, 131, 149, 121 und 139; 
und dies sind in der That alle die 2n = 8 Werlhe (25. 3.) von a?^ = j?6,. . 

III. Die verschiedenen x zu den verschiedenen r sind gemift (25.) 
alle die Zahlen z^ (20.), und keine derselben kommt mehr als einmal vor, 
so dafsnach (3.) tpz oder 48(21.) = 2ii.r = 8.6 ist; getnifs (HL). 

IV. Multiplicirt man z. B. die vier Quadratreste 49, 49, 109 und 121 
mit einander, so ist das Product 31666789 = 175926. «-f 109, und der 
Rest 109 ist ebenfalls einer der Quadratreste r (23.)- Nimmt man z. B. 4ie. 
5te Potenz des Quadratrestes r = 6l, so giebt dieselbe 844596301 = 
4693201 .sr-|-12l und der Rest 121 ist vnederum einer der Quadratreste r (23.); 
gemäfe (IV.)- 

y. Da hier ys^ö ist (23.)? so soll nach (6.), z. B. lar den Qgpdrat- 
rest r = 49, 49*=®«+l sein, und es ist 49' ==2401= ©« + 61, also 
49« = ®« + 61' = ®« + 226981 = ®ar-fl; wie es sein soll V<mi r=61 
ist aber schon die dte Potenz, und von r= 109 schon die 2te f ^enz s=® «+ X : 
also von r=61 und 109 geben auch schon niedrigere als die v=-b\e Potenz 
(©«+1; gemfifs (V.). 

VI. Mnltiplicirt man z. B. das zu Xi =®z-\-i gehörige sp^ = 71 
<25. 1.) der Reihe nach mit r = 1,49, 61, 109, 121 und 169, so giebt (10.) 

28. rar, = 71, 3479, 433 1,7739, 8591 und 11 999 
= ®« + 71,59,l 1,179, 131 und 119, 
also in (10.) . , ,. . ., , 

29. {x) = 71, 59, 11, 179, 131 und 119., ; ,;,/ .; . . „; ., 
Desglöoben giebt (9.) fflr die nemlicben Werthe von r: i 

30. r'=504I,2401,3721,t 1881,14641 und28561=®ar+l,61,121,Ij€|l)U^i;2,l, 
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*so Hl (f > ^ 

31. r= 1,61, 121, 1,61 nöd 121. 

Es soll also nach (11.) 
•8!^. 71»=!^«-fl, 5y=®«+6l, ll» = ®9r+121, 179' = (S«+1, 
•' 13l'=®ar+6l nnd 119'Ä®r-}-12t ■ ' 

s^, Wasaneb, wie ans (32.) zn sähen, in der Thal der Fall Ist; genMIfe (VI.> 

m P«r iF=4l ist in a:' = ®«-fr (1.) gemSfe (23.) r«=6l, 
and Ittr ^«-i*iP == 90—41 1= 59, -J«-f d? = 90-f4l*=131 md «— a? = 
180^41 = 139 ist r ebenfalls =61; wie es g^emfifs (Vli, 12.) sein rnnfs, 
da srettiSOnU 2 anfgebt 

VIII. Die Faclorenpaare x and il> in welche 2r=180 sich zerlegen 
lAfst, sind folgende: 

kx= i 2 ' 3 4 5 6 9 10 12 15 18 20 30 36 45 60 90 180, 
^^- \X =180 90 60 45 36 30 20 18 15 12 10 9 6^5 4 3 2 1. 

a. Setzt man nun in (15.) z. B. x= 12, A= 15, welches Factoren- 
paar den Theiler 3^2 gemein hat, so geht fflr keinen einzigen der Werthe 
z^ (20.), welche a? haben kOnnle, ar-fl mit einem der Factoren x= 12 
und ;t = 15 und or — 1 mit dem andern auf. Legt man nemlioh dem x die 
erste Uälfle der Werthe von z^ (32.) bei (und nur diese ist zu unterraciMi) 
indem, falls in der zweiten Hälfte sich ein passendes a: fände, das nothwendig 
zugehdffge z-^^ in die erste Hfllfle fallen wflrde), so findet sich 

IFOr ar a« 1 7 11 13 J7 19 23 29 31 37 41 43 47 49 53 59 61 67 71 73 77 79 83 89, 
Ä?-j- 1 =r= 2 8 12 14 18 20 24 30 32 38 42 44 48 50 54 60 62 68 72 74 78 80 64 90, 
' ar-^l= 6 10 12 16 18 22 28 30 36 40 42 46 48 52 58 60 66 70 72 76 7882 88; 

und voll' aüm diesen xr-fl ^^ ^ — 1 ?^^* ^^^^ dnztges Paar mit 12 und 15 
auf. Geht ja X'\-l mit 12 oder 15 auf, so geht x—l flicht mit 15 oder 
12 aut 4^0 giebt es fOr x=^l2 und ;t=15, deren Gemeintheiler 3>>2 
ist, kein x; gemfifs (YIII. a.). 

Es mflssen demnach in (33.) die Factorenpaare 3 und 60, 6 und 30, 
12 und 15, 15 und 12, 30 und 6, 60 und 3 ganz Qusgeachkmen werden. 
Von den Qbrig bleibenden aber ist wiederum nur die Hälfte zu berflcksichti- 
gen, da sie, blofs verwechselt, paarweise dieselben sind, und k oder l sowohl 
den einen als den andern Factor von z bezeichnen kann. Es bleiben also 
nur folgende Factorenpaare von z zu berflcksichtigeoi : 

2 4 5 9 10, * 

180 90 45 36 20 18. 



i y>'\\{'. ■ ■'• .3öt-, 



jx = 1 

]i = 180 



b. Nimmt man nun von diesen x und X, z. B. das tJjiefifrßreiH^ 
Factorenpaar 5 und 36, so soll nach (15.) 

36. {X'\-l){x-l) = ®.5.36 ,,v :,, . I 

sein und ;r-fl mit 5 oder 36 und zugleich x — 1 mit 36 o^er 5 nufgehen. 
Wie aus (34.) zu. sehen, erfOllt nur allein a:s=71 diese Bedingung. Es 
giel^t also 2u dem Md/er/renu/en Factorenpaare 5 und 36 youjsr nyr .da^ 
einzige Ayerthenpaar j7==71 und z — j7=109 von x; gemiSs (;YIH- *•)• 

Die übrigen theilerfremden Factorenpaare in (35.) sind i . uftd t8(J^ 
4 und 45, 9 und 20. Zufolge (34.) pafst 1 und 180 nur fOr x^U 4 und 
45 nur für J7 = 89, und 9 und 20 nur für ir= 19, also ist xusammen. 
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= 109 
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= 5, 36,": ' 
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= 179 
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= 4, 45, ^ 
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X = 


= 19, 


2 

X = 


= 161 


filr 


■ 

X, X = 


= 9, 20. , 



Alle diese Werthe von x sind von einander verschieden; g^mfils ,(VIIL 60* 
.ic;*. Eins der Factorenpaare x und X von z in (35.) r. welches 2. :£ttm 
GeaieiaUiMler hatv ist tü und 18. Ffir dieses also soll in .(34.) 

. .,38. (a?4-l)(a?T-l) = ®. 10. 18. ••,,;; ^!;i ... 
sein und x^l mit 10 oder 13 und zugleich x — t mit 18 oder 10 akifgehen. 
Zuf(^e (34.) wird diese Bedingung nur durch x=l9 und 71 erfflUt^ wozu 
z — x=l6l und 109 gehört. Ein anderes Factorenpaar x und Jl, mit ddm 
Gemeintheiler 2 , ist 2 und 90 ; und fflr dieses pafst in (34.) x=a^l ulid 89, 
wozu xr — J?9==^179 und. 91 gehört, Es ist also zuspmmeavn^ohiidA.Bezeidi- 
nung (17. und. i8.)i 

Ii — 19, ar=i7I, ar=109 und x=l61 für ;f,i = 10, 18 und 
a:==:. .K^=,89, x= 91 und «=179 tür,x,l== 2^90, 

\ 2 3 

und flian «ieht, dafe gemAfs (17. und 18.) x^=\z — xy^x =^ ]^z-\^^ und 

:p=z — x ist. Jedes der Factorenpaare niit dem Gemeinthefler ^ giebt also 
zwei Werthenpaare von x; wie es nach (VIII. c) sein soll.. 

d. Eines der theilerfremden Factorenpaare x und l Y^n .5, ifi (35.), 
von der Artj wie sie (VIII. rf.) verlangt, nemlich, dafs einer der Factoren 
mit einer höhern als der^ zweiten Potenz von 2 «ufgehe, der andere mit 2 



gar ]ifehtyiist.4 uni 45. > 0w mu diesem' Fftotoi^e^Niat ^bbörf^'eliHi^ Wertteil«* 



paar von x ist, nach (VIIL ^.) bezeichnet, : :•;• ui 



2 1 • • i 

1 ii :: I? 'x : .■ « i f^j j ■ 



40. (a?) = 89 und (o?) = 91.., 

Ferner ist, wenn man x = 4 und i = 45 sein Ififst, \x = 2 und 3il = 9(). 
Zu diesem Factorenpfiar 2 und |^ gehört jjiach |(39.};. i 

41. « =?? 1 , . J =Tri«9^ : i=T7 9 1 . und ... 4 =l''f9 , 
und, wie aus (39. und 40.) zu sehen, xiV-. .i .\-^\i\y'"i<\ ■..■,\\\-\\, 

^ 42. (;r) = i? - und t^) = Ar; 

gemäfs (VIII. rf.). , .in- . 

f. Pi| zu idsif ih^lftffefif{4en .Fac^|*en x.~A und, ^ "^ 45 gehörigen x 
siiid unter den zu \x=^2 und 2X==9Ö geholfen x mitbegriffen. Auf die- 
selbe Weise sind, wie aus (37. iwd 3S.3 ,a(U t sebe^ri^ di^^W^en^fibrigen theUer- 
fremden, Factorenpaaren 5 und 36, 1 und 180 imd J^,,nnd.2() ffehod x. dc^ 
Reihe nach unter den zi^ 10 und l^, 2 und 90 pnd 18 und 10 gehörigen (34.^ 
mitbegriffen; gemSfs (YlII. (P.)* . • 

IX. Um an Beispielen zu > pe|t^n , : lya^ tCIX.) 4p fLehrsalz behiauptet, 
setzen wir die nach dei; obigen ^rjt ^h ftd^qden Re^ulate noch für einige 
andere z her. ■ i - 






Zweiies Beis]piel Ei^'sei 

•' 43: »•= 45 -=i= '#. 5." •■-■• 
Hier ist '''• ^ ' '■ • ' ''' ' ■■'■ 

44. «,= 12478 11-13 « 16 17- i9'iä 2^ fähs 29-81 S^ 34 37 38 41 43 44, 

45. y« = 24, (-^'O ■"'' '-' !"l!i»i,«-: 

46. r = 1 4 16 19 31 und 34, also »'=J6, m^, 2n = 4 (III.). 
Ferner ist für die GleichuQg Tl.) 

) x.e = 4 14 31 41 - r'^i^i^, ''•■'• •^^- "' 
47. < < 'i,.;^' 8 IT 28 -ST- -V r i^' 19, 

^^}-M ^^.^^^ s 'r,=7 3i, 

X,» = 13 22 23 32 - r, =4 34. 



Sodann ist für (14.) 



•. .. ■ '• 



i x.= l 3.-5, • 



.ff. 



= 45 15 9, , 



339- t» '94. Von». 4ii-»>^& 

w»v<m- tttoh. <:VI|Ik 4.JL 3 wpi t5y mii :idein:-G«n«MlheQor 30 l^,iiliGht «b Be- 
tracht kommt. I '!•'> ; ••: "i <. 

Fflr die Gleichnog 

49. (ar+lXar-l) == ®xl (15.) 

ist' .■■■:«■ ■ •' ' ' "' ^■■■- 

a?ei«19i' a?^26 för x,Jl = 5; 9. '' 

Drittes Beispiel. Es sei- '"• • •' '■ i !•» • > ■■■>■ 

51. , z = 126 = 2.3'.7, . 

Hier ist i \ • ■ t / 

52. «f= 1 5 111317 19 23 25 29 31 37 41 43 47 53 '55 59 61 

65 6771 73 79 83 8^' 89^^ 97101' l)i«'lbVidb ^#115 121 125, 

'■■•• •■■• ' •■"' • ;■••• ^"'^s3." 9)« = 36;-'^ . '-: '■ ■' 

54. " r = 1 2S ^ 43 67 79 85 109 und 12l , also y = 9'niii 2n =4 (in.) 
Ferner ist 'ftir Äe Gteichung (1.) ' 

X, =" i 55 '71 125 fiir .r '= l,' 

x„ = 5 23 103 121 --'''r = 25, " 

±„ ^ IT 53 ?3 10^ ^ ■ . ^y= 37, 

■a?4i'=i='-l3'4Ü '»5 ri3 * ■ r i^-'-4f3V' 

55. < a?67 = 47 61 65 79 - r = 67, 

ar„ = 31 59 67 95 - r..rr= 79». a 

x» = 29 43 83 97 - . r= 85, 

ar,u9= 19 37 89 107 - r = 109, 

ffmF= U 25 101 115 - ; r « 121. ; 



■ » 

, l- * . j • • • r . •. t . • ■ . I 



,;^„ 1.= . 2 3 6 7,9, 



l i « • 



iiii 



Sodann ist für (14.) 

126 63 4? 21 18 14; 
wovon nach (VIII. o.) ^e Factoreopaare 3,/42 ond 6, 21, mit dem Gemein- 
tbeiler 3;>2, nicht in ^etracht kommen. ' 

Fflr die Q^ichun^ 

,57... (x+l)(a?-l):=®«r(15.) 

x= i, i==l2e "filr ;f, 14= 1,126, 

^a / A= »' ^ = 126 1 x,l = ;2, ;63,_. 
ob. \ 1 t 

ar = 55, i= 71; - ^«,A = 7, 18, 

II. \ a? = 55, a?= 71 - x,l = 9, 14. 



.1 
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• '- Vierte^! B.^iifi iek« £s:jei- .•: 

-Uierin ist '■ , ' ■^ . ' • •■" • . . 

K C^=: 1 7 11 13 17 19^3^31 3741 434749 5359^61 6771 737f 7» SB 69 91 97 101 103 107 109 113 und 119, 

61. q)Z = 32v 
62. r = 1 und 49, also v= 2 und 2n= I& (Hl.)*^ 
Ferner ist fOr die 61eidiiiii|r (t.) • 



• t • 



,„ ,-., _l II 19 29 3141 49 59 61 71 79 89 91 101 109 iiiid 119 ftr ra= 1, 



ß3. }^^ 



4,,^ 7 13 17 23 37 43 47 53 67 73 77 83 97. 103 107 md 113 för r = 49. 
SodaBQ ;ist,i<lr (14} ., .. ;..';;..-,'! •...■.•'. ^ni- ;. ... .. -. : 

.flu/..) ^'.^ .i..3, 3.,4.,J>.. 6....§,-.<ß,,.„;. , 

• 1 A = 120 60 40,.3P, af .20 1^ l^,r . : 
von welchen F«cloreBpaareii 1,1,20; 3, ^40; :5t,.2i jtnA.Sr^i^ fAeUerfrmtd 
sind, 2, 60} 4, 30; 6, 20 und 10, 12.1ung^gen 2 svm GeineinlheU«r.habeB. 
Fir die Gleiehqog 

65.. (a:+,l)(fP-l)=?*=>.ai«A.aöO.,; ,,. 



ist 



I . I 



i= 1, ««=?jJ9 ^fa^,.i,4iiT^.^,m,".'! 



66. 



1 

a?=^49, x== 71 " .x,X = 5y2i,. 

ar=?= 31, <c*» 89 - :«>.jlpa:8, 15;. : V- 



ai«= 1, sr»is59» ;J = 61i ic=ill9i Ito - ;«,il'=«fc,3,60, 

, i = 29, x=^3i, iF='84,' i=W^'' *U= 4,30, 
ar = 19, a? = 4l, «? = 7ft,^ a?=sl01 - x,A= 6,20, 



:J=11, i=-iQrl ^L=7l, *«=1Ö9 - ;e,«.s=sitOil2. 

An diesen verschiedenen Beispielen wird nun was (IX.) 'bettatiptet wie'lbigt 
ZU sehen sein. 

o; « =3 45 im mw0kem9eupiel geht .nicht mit 3: «ufi,. 'also» auch kein 

X Und A (46.), «nd dte n den Mift/#f/r«wi<tfiitx ittd lA, ]^v4&,uiid V^l 9«r 
hörigen Werthe 1, 44, 19 und 26 von x (50.) sM «^iü» 4)s.nadk(460 
für Xi giebt; gemafs (IX. «.). 

6. Im dritten Beispiel geht 2r= 126 mit Qy mal inr mit i2f:Hi|f.; mViOH 
den Faetorenpaaren xnnd la=i^ty 12^^.2) 63; Qf; 18 und 9, 14 (56.), die 

41» 



^984 gi- 94^ «Fomii 168 U 70. 

hier in Betracht kommen , geht ^n Factor *mil 3 und : liHi Miniem hOhiei^ Potenz 
von 2 auf, und die zu dec Hälfte dieser FaolorenplEiare 1, 126 und 7, 18 ge- 
hörigen Werthe 1, 125, 55 und 71 von o: (58.) sind alle, die es nach (55.) 

11 }•> ftr ar^ giebt; gemife (IX.i.). 'Die andern beiden Factorenpaare 2,63 und 
9, 14 sind die ^x und 2X der vorigen .u^d geben, wie es nach (VIII. c.) sein 
mufs, dif^HMffkw. - \. i. • '" >: .. b'^-- 1 

Ferner zeigt sich noch was (VIII. ä.y bcthaf^jitet ;iuok>att Idönl vierten 

,\ BeisfrieL i iDier!W6rthe ivton ar fBr ar^i^=43l^ f20 skid wler denfen für 2?c und 

A>i. ^A=tp2y6Q BMlbegrlffÄA) u. ii. w. ....;. 

c. Das «r*/«, und das vierte Beispiel sind in dtefb' FViUe '(IX/^-)- 
z geht mit einer höhisltn als 'der ersten Potehz von ^ buf, fi)pd es giebt Facto- 
renpaare, die bmde mit 2 ansehen. 

^ ^^ Im >r^Afii' B^lspid nun sind die Wertlle 19, 7f, f()9,'l6f, 1, 89, 91 

und i 79 voll ir, die^iil (89.) iu den • Factorenpäfarenr 10, 18 und 2, 90 ge- 
hören, welche 2 zum Gemeintheiler haben, schon itfWi die'es tiach^(25. 1.) 
giebt, und die zu deb iheil^fNmden Factdreripaaren 5, B6; 1, 180; 4,45; 9, 20 
gehörigen Werthe von x (37.) sind dieselben. 

Im viettek Beisptei aind 'die Werthe von x, we)che in (67.) zu den 
mit 2 gemeinth^ilbarien Fictorenpaaren 2, 6; .4, 30; 6, 2G( und 10, 12 gehören, 
alle sechzehn, die es nach (63.) giebt, und die zu den tAeiler/^ernden Facto- 
renpaaren 1, 126; 3, 4Ö; 5, 24 und 8, 15 nach (66.) . gehörigen acht Werthe 
voii' X sind unteH ihnen mkbegriffeil;'^^gemflf8 (IX. e.').. 

).^Bew&i»^ von h:\lA. Könnte ein. und dfir^elb^; Werth von x in 
x'^==r&ßi-\-r (A.^ verschij^dene r geben, so müfste z. B. x' == @ ar/j- ri , und 
zugleich ir^ = @«-[-r2, also, Eins vom andern abgezogen,' 



^^ i^J68. ®'4^=ri— K . 'I 



in., da Vi 



sein^ fplglich f^T-r^ m\\uff\ aufyehen. Dies k^ njipht Jfein., da ri und Tj 

ifr#^...^lf>.5Äti«^^^ ^^a'^^^'^"", npthwendig 

zu andern Werthen von r andere x; gemäß (I.). 

ni->'! r. »Beyi'eiäitwosi'liMxtu^ ,111 vßi^'J>m^i3imtii1laf sl =^.^«t{- 1 (2.), 
■ntt ^y«fdlil!;«»Mild«rl>WerthevVattvi^V.'>^ AtbQleickinagntp^^^fis^r (1.) 
(gi^ügtitiiii,=inai%>DiAi, i)gieb(.0<''i -i. ■„■/ :r; i^ir •'! .■)... .i .- ,),/' 

'Sellzt'iittui-nini' wl0 l»<30 i'''i -! •■- Ji.-.i! ^ü>v'' •■'*''- »"•v>vv-- . ! .\ 

* II 
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SO giebt (69.) :^ ^^0 • '^ • ■> / • ' • 

also thut {Xr) der Gleichung a?^^=: ®«r-j-r (1.) genug, und folgücb idl (4u) 
nothwendig «n^r 4«^ WeHhe yov^.Sr- v * 

C Zu jedem andern x^^ und für dasselbe x^^ gehört abter ii« C7i(^*) 

nothwendig ef ft ' öiiifer^r t^^ir;). -^ Denn gSbcin tr, & die ä^M Werthe rFj und :r, 

von j?! in (70.) ^in- und ätisaelht (^^), 'so mflfsle ä?i a:^ = ® «r -[- (a?^) und 

zugtdcn ar, Xr == '® «^ -f C^r) ^orf^ Elfis yom Andern abgezogen , 

^e\}i\^io\^yik'{0^^(n^xi^\w\^ niciit.sein Jiaim, de Xj,uk)% 

t heiler frem4 isl(i^\Mii^^^ gemein haf^ 

in Xi — Xi allein aber i jifchf anfgeBen kaiih , ' da Xi und x^ beide <iz sind, 

und; also ai^c^ f.,=^^:<f,,,ift,, Daher, ^e^|>^ «i^4«deii» ,aiif/«ri» jr, V Ai»:. 
*«/Ä«? Xr nothwendig ein anderes (Xr). a^d: folglich giaht es nothwendig iMr 
nigstens eben so viele ver^chiedenie x^ a|s es y^schiedene x^ giebt, mithin 
ihrer wenigstens 'in. .^ i 

. , /?.. Es ^wn^i.Jlva^ <4^er m^.mf^ «f^r^gebep JC>#nn:die ^^ für die 
verschiedenen. T W^rtbe yon r ;rin4 zua^^ineQgenQnvn w , . o//« die ^a? m, % 
theilerfremden Zahlen ar^ >ü und < ar^ IWÄ jödes.:«r^ kommt iMir f^ im$ ^ l 
vor; denn die verschiedenen 1^ Reste r g^hen eben daraus hervor, dafs man 
dps. ar in^^V) aUl^ die^ip^r Za^^ ;lt^ dfirfii^^ ßerOhrte nun Xr für 

ein- ^nd. dwiMHif ^^kV.-M^ 2n ^Vcrthoivon «y, so .mflibte o?^ f Or : ^n 
anderes r nothwenfKg wjfm^ffFy, als.t^n verspbiedene Werthe haben, indem^ 
wenn es anders wfire, die ^riflr:,djte.:,si^pi .yerschieAenen r ein- und das«* 
selbe z^ zweimal berahrfiii. wl^rden; was niebt sein kann. Und da es nun 
i^, k^vikr.$ff^mg^u!l^. ?t»;;WW^Me4en9;:Äyer|he gilben kaftn, so kann es 
deren mA^ jm^hf ffkeh^ers geb^n.. FplgU<d& giebjü es fflr/a^lm der v Werthe 
von r nothwendig 2 n verschiedene Werthe von a: = «^ , die auch für die 
verschiedenen r nach (I.) alld verschiedeta sind^ gemäfs (If.), und es ist 

73. (pz = 2nv; ' ' 

gemaf» (III. 4.). ! :•'■ '''-■ -'- > ■'•"'- ' 

Beweis von IV. E. Man setee fttr'die zwei VerseftiedcAen Werthe 

Ti und r, von r, '» ^ - ■ 
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74. x\=:(äz'\-ri und a?J^ = ®«-f-r5, . 
so ergiebt sich^ wenn man diese beiden Gleichungen in einander muUiplicirt^ 

75. ^lr^\ = ®« + n^2"j 
und wenn man 

76. rir2=®« + r^ und j?^^.^;.^ =:®jr-pÄ?^ 

icKKt^ aus (75:) 

(®Ä+ar,p' = &Z'\'r^r^ — ®«r-f-®« + r;j oder 

77. xl = ®«+r^. 

Also ist der aus dem Produkt r^r^ der Quadratreste r^ und r, nach (76.) 
hervorgehenden Rest r^ ebenfalls ein Quadratrest. 

F. Mulliplicirt man r^ von neuem mit einem Quadratrest, so geht, 
▼ermöge dersMen Orflnde, ans den Prödnct wieder ein Quadratrert hervor. 
Und so weiter. Also ist für eine beliebige Zahl von Qitiidratresteii : 

78. rijr2r,..,*ra = ®«4-r^; 
gemfifs (5. 1.). 

G. Der Beweis bleibt derselbe, wenn auch die in einander multipli- 
citien Reste r einander gteich sind ; also ist auch 

79. r- = ®ar + r^; 
gemfifs (5. 2.). 

Beweis von Y. H. Da nach (lY.) jfafc JPM^n* eines derQuadrat- 

rieale r wieder einen der Qnadratreste r giebt, ^o ist ffir einen beliebigen 

peiMVen ganasahligen Exponenten X^ 

80. r* = ®Z'{'ry 

L Gesetzt nun, ffir keineit der Werthe 2, 3, 4, ; . . . von X sei r^ 
ffteich r, so dtir^finft r^ alle die Werthe, welche r haben Amin. Aber r 
hat nur r verschiedene Werthe, also muft jedenMls für die r-^tle Folem 
das erste r^ u>iederkeAren , und folglich mufs 

^ 81. r^*' = ®!t-f r sein. 

Daraus folgt, daft &z, und zwar & (weil fS zu > UkeHerfre^d ist) 
mit r aufgehen Unis; folglich ergiebt sich, wenn man ftiit > dfvidhrt, 

'"."■ 8a... r == @«^^-.l,. .oder., r^r ==;©« + !; .,, 

gemfifs (6. und 7.). .^ ; 

K. Aber es kann allerdings schon für il < ^ -f 1 ift * (80.) . r^ 
sein. • Z. B^;.adiani J)ar ilra=3 kfom in i . ^ < 

83. r^ = ®«:+r^ (80.) . ,« v l». 
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r^=iT sein. Denn aMaim gffebt (88.)^ dtirch r^ dividirt, 

und wAs Tormsgeratst wird gilt also in der Thal von j>M«m r> welohes leiAe 
der Quadratwurzeln fflr tr xq 1 ist, wie z. B* rä=109 in (85.) ^ wehAito 
nach (25. 1.) 109' = ®« + 1 giöbU , 

Selbst schon fär il = 2 kann in (80.) ^ also in 

85. r' = ®«+r^ (80.) 

r^=>r sein. Denn alsdann giebt (85.)) durdhi ^"=^1 dividirt, 

86. r = ®«+l; 

und dies ist fOr den Wertbi, 1 von r der Fall. Also anch schon eine me- 
drigere als die i^te Potenz von r kanq zu z den Rest 1 lassen. Jedenfalls 
aber ist r*' = ®a?-|-l; gemäfs (V.). 

B e wo i s V n V I. -£r. Wenn man (8.) nfit r* niilfiplidrt, so ergiebt sich 

87. r'i,'^: ®«4-r^. 
Hierin (9.) und (10.) geÄetzl giebt - ^ 

(;®«+(a?)7 =.®« + ®«-fr oder 

88. . («)' =^.®ar+A , ; 

Dieses ist die G](Qi€|hAmg(UO;. ^^^ zwiar giebt yennöge(10«) jedes andere f; 
für (11. oder 90.) ein anderes (a?);. gemäis (VL). 

Bew#ilB von VIL In 

89. x" =^ &Z'\-r ■ ;*.*;,>. » 

^M>t^ «r4« j? «tatt ^ gesetzt^ tarie üdKm weiter oben bemerkt«, dasselkB.,n. 
Oebl iiin « mit 2 auf, so daili i« &nB.gasme Zalil ist«, so ist ; > 

90. Ci*±i«^)' «» *«*±«4?+«^ 
JEUetitt (80.)' «esetiti, giebt 

(-Jfir + j?)* »=.|r«r^+ara?4'®*+^ oder :» 

Also &iiek.^fer-(^ir und y^z-^w gelben in x deueelien Reet i^^ weMum jt 
catepriofatiy nnd fisi^ioh gebot 

:' 92. •jf, j^z-^x, -(e-for «mL .4r.— f-a? ^ 

sfimmdich ilBi z densMen ümadrairest r, sobald z mit 3 auf^fehf; ge^ 

mifs:(YH.). 

Beweis von YIIL N. Wenn man^ ii^ie iii^ (14.), • 

-il < :' • 99. - « te£ irl 

mM nl li«k te der (Jl^dMag 



I f 
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i|i* ^ 



94. /- (a?+J)(a?-l)c=:p=.<&;ci...^i40.iit'^v 
®xk zusammen in alle seine glefohen und ungieicheu Stammtheiler zerlegt 
ygrsteUt, so iQi^fs moihwen^ig or-f-l dem^ProAlctleili«rigie»wi9MftiAnzaU/dj»iir 
selben, und fl?~l dem Ifto^vicX alhr üinifieni.<%\e\d^-.s^.\\'.^r^.'x\.\^\ \- 

Bezeichnet man das unbekannte ® dttt^b '" * < » • ' ' • 



so dafs in (94.) ' ' 




:•-;■ 96. ^(jr4l)(ir^;I) =«=:;ea,.i^,Jbi 


.;i • . .u\ 


ist, so kann man immer 




" 07, •"■•ot-f 1 "—■•«*/• uttd"^' 


w ..:l ■•■;i 


.".! Oa*'!' 'a?^l tt= Äpfi '^ '-■''' 


')\ \ '-ih .: 



\ 



•l» .. 



setzen. .■./): ri :;: . .; "'; • •\ 

In der T|iftt d|flp}ien .t??. wd. 98,). ^fe i^ßsl\ekenJPf\p^ ji^., ;£s kann 
nemlich nicht, da x immer <Cfi^:Sia|n soll (^wenigstefis um 1), ^-f-i, und noch 
weniger x—\^ gröfser als z = xX sein;; also kaiBii. 9ieff^ls(,,2?f|jjl»=;==.arX 
oder =xX.li^ gesetzt , werden müssen, wo Xt oder A^';>1 ist. Blofs wenn 
x=z — l ist, ist x-f- l=z = xk und x — l = z — *2. Aber auch diesen 
Fall drucken (97. und 98.) aus ; denn es ist für denselben dann in (97.) l^ = A, 
also In (98.^ a?UL' i =. X, 7i, ,' Wfe (»&.). ' Für v jedds mt^^^af^'^^t -^1 Ist 
nothwendig sowohl o? -f 1 Jafe^ ir -^ 1< ;e!^X (=r«V ■ ^ '^ < •'■- ^^'^'^ '»» ■ 

Es kann nun zwar für ein x <Zz — t^ x^fL .k^B. Idtftr eitlem der 
FacUiren von z allein gleich sedil, z. B. a:-f 1'^=^> welches der Fall sein 
wünI^v wenn JR^^l i^^^^=^^^ ialltfa äufg^htJ iU)Br SMcb . dte^^ 
drücken (97. und 9a} al»;. denn dann ist Ual<!97.) ltt^l,i:t«il»o-fav (d»i) 
;fi=r® und in (98.).«-^ lÄ^it®', und wie gehörig .(iP4-l)(ar—l) = ;fA®. 

Es kann ferner nicht x-\-l in ® allein aufgMeiL, 4t4br:7pofi(i<^®iMiii, 
denn sonst wärei'^olge (94,) x^r-^'l'Z>^^l oderw^tkx=ixk, also x';>xl;;^z; 
gegen die Voraussetzung. Immen ist: ® <c2r^ iii^dv^ kani(*Wch^ x-^i blols 
Factoren lYon ® Wägnekatenv, Mdi ncbttdlet, *w^ ;dänii' für das kfeiiimre x-^'i 
das gröfsere z übrig bleiben würde. Es mufiMtr-tj-iLüvWh l)noctliBic|elmi 
von % in Anspruch nehnkcn; und xWar 'inursc* ies emlwedtfMn z allein auf- 
gehen, welches der. iobigiti Fall V^s=^^'^> od^ et^lhrafii W=« sein f Jttelcbes 
der Fall x = z — 1 ist, oder es mufs einen Theil seiner FactoreÄ.Mii^><;-lind 
die übrigen, mit ;Ai lljeMiohneteiiijfiPiWii^/neliiDen^l T / - > ^ :io//>;i 

Es kann nun zwar, wenn man; die JPlectoren x und l im voraus bei- 
stimmt, sein, dafs es kein x giebt, welches a|iwehti9-f«^|) ytrUdfe 
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Yorausbestimmten Factor von fs, i. B. x, und etwa aufserdem einen Factw li 
von ® wegnimmt : aber es kann nicht sein, dafii es fBr einen Weiih von ü^f 
der die Gieidinng x^ = @z-{^l oder (ar-{-l)(ar— 1) = @2r wirklich erMt^ 
nicht irgend einen Factor von z, z. B. x, gäbe, der mit irgend einem Factor 
lg von & xusammen, sei auch dieser letztere =1, o^-fl ausmacht; denn 
wenn x wirklich eine ganze Zahl ist, so mufs nothwendiff ^-j-1 in ®z 
aufgehen und zom Quotienten x—\ geben, also nothwendig von den mög- 
lichen Factoren x und X von z diese oder jene in Anspruch nehmen. Abo 
wenn man alle x^ welche Statt finden, durchgeht, so kann es zwar sein, 
dafs nicht alle Factoren x und l von z durch die Gleichung {x'\-i){x — 1) 
= 0^x1 berfthrt werden, aber es kann nicht sein, dafs es, wenn man die 
Factoren x und l von z alle ganzzahligen Werthe durchlaufen läfst, die 
sie haben können, nicht irgend ein x gäbe, welches darunter nicht für die 
Gleichung (^-fl)(^ — l)=:@xA das für ihn passende x und l f finde. 

So passen denn al06 die Ausdrücke (97. und 98.) fQr alle FfiUe, und 
die Bedingung in (YIII.)? dafs x-\-l mit dem einen der Factoren x und l, 
X — 1 mit dem andern aufgehe, das heifst, dafs, wie (97. und 98.) es an- 
nimmt, x-^-l^xli und X — i=zXx^ sei, ist nicht blofs willkürlich, son- 
dern nothwendig. 

Es kommt nur darauf an , in (97. und 98.) die Factoren x und k von 
z alle Werthe, welche sie haben können, durchlaufen zu lassen, um noth- 
wendig durch (97. und 98.) alle ganzzahligen Werthe von x<Zz zu fijmi, 
die möglich sind, das heifst, die die Gleichung 

99. x'' = ©^+1 
erfüllen. ^ 

Giebt man nun, um die x zu finden, auf diese Weise den x und l 

der Reihe nach diese oder jene bestimmten Werthe, aus denen, welche sie 

haben können, so lassen sich vermittels der Gleichungen (97. und 98.) die 

zugehörigen Werthe von x wie folgt finden; insbesondere also auch die 

Anzahl der x, auf welche Anzahl es hier allein ankommt. 

0. Man subtrabire und addire die beiden Gleichungen (97 and VS^^ 
so geben sie 2s=xA| — Xx^ oder *^ 

100. xAi = ixi+2 und 

101. 2x = xXi-\'Xxg. 

P. Aus (100.) folgt, dafs x und il keinen Theil^ ^ > 2 gemrai 
haben können, denn jeder Gemeintheiler d von x und l mufs zufolge (100.) 
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Aadi ($. 18.) andi in die Zahl 3 rechts auFgehen, und In diese Zdhl gellt 
keiM Zahl 9>1 aof. I>araiis fol^ , dafs für jedes FaMorehpaar x und i 
yiaii %f welches einen gröfsem Gemeintheiler als 2 hat, die Gleichong (100.) 
nicht möglich ist, und dafs es also dann gar keine ganszahligen Werthe von 
x^ und li, und folglich auch gar keine dazu gehörigen Werthe Ton x giebt. 
Dieses ist was (VIII. o.) behauptet. 

'Haben dagegen x und ^ nur 1 und 2 zum Gemeif^heiler, so können 
die Gleichungen (100. und 101.), wie sich zeigen wird. Statt finden, und es 
giebt zugehörige Werthe von x. 

Q. Man setze nemlich zuerst, ;; und l seien theilerfremd oder hfitten 
nur 1 zum Gemeintheiler, so bleibt die Gleichung (100.) wie sie ist, und nach 
(§. 34. ni.) giebt es immer einen und nur einen Werth von A^ >> und <C K 
und einen und nur einen Werth von Xi >> und <; x, welche die Gleichung 
(100.) erfüllen. Sie mögen durch Xo und A^ bezey;hnet werden. Desgleichen 
giebt es nach (§. 34. 11.) noch unzählige andere Werthe von Xi und A|, die 

alle durch 

102. Xi = nx'\-x^ und 

103. li= nX^-l,, 

ausgedrückt werden, wo n eine beliebige positive oder negative ganze Zahl, 
aber für x^ und für A^ die fkemliche ist. 

^'4, Setzt man nun die Ausdrücke von x^ und l^ (102. und 103.) in den 
Ausdruck von 2a: (101.), so ergiebt sich 2ar = n^>l4";fi„-|-nxA-]-i;^, oder 
da xA = a; ist (93.) , 

104. 2a? = 2nZ'\-xK,-\~l^. 

Was non auch Xo ^^^ ^o sein mögen : man weifs, dafs K>^ ^uid <; x 
md lo>0 und <il ist, woraus folgt, dafs xA^,4*^x^ jedenfalls >> und 
xl-^-xl also <:2ä ist. 

Hieraus, und dann daraus, dafs der Werth von x zeichenfrm >> O und 
z sein mufs (negativ kann nemlich x in der Gleichung jp' = @^-|- 1 (99.) 
idlerdiDgs sein; positive und negative x von gleich groften leicdienfreien Wer- 
then erfidlen die Gleichung gleichmfifsig), folgt weiter, dafs in (104.) das 
willkürliche n nurO und— 1 sein kann. Denn n=:l giebt, da «^)-f ^«ü><' 
und<::2a: ist, 2x>2z, also x^z, und ii<;— 1, z, B. schon ii= —2, 
giebt 2^= — 4ir-f ^^-f ^^M *'9<> ^10 ^9 dessen zeichenfirmer Werth eben- 
ftlfla ^» ist. 
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Es giebt demnacli iQ (104.) nur zwei Werthe von x, und diese, zu 

1 2 

n = und n = — 1 gehörig? sind, wenn man sie durch x und x bezeichnet, 

105. X == i(;^Aü-f^«ü) wnd 

2 1 

106. X = z — ^{xi^-\-kxo) = z — x, 

wo Xif und itu aus der Gleichung (100.) zu berechnen sind. 

II 
Nur die zwei Werthe x und z — x also können fOr ein tAeilerfremdes 

Factorenpaar x und k von z Statt finden ; und dies ist was (VIII. 6.) behauptet. 

JR. Man setze Jetzt den zweiten nach (P.) möglichen Fall, nemlich, 
dafs X und l den Gememiheiler 2' haben. 

Alsdann redudren sich die Gleichungen (100. und tOl.), da sie nun 
beide mit 3 dividirt werden können, auf 

107. \xX, = \Xx,^\ und 

108. X = ^xXi-^-^lx^. 

yt\e\n {Q.^^^Wes wieder nach ($.34. III.) eineti und nur einen 
Werth von l^ >() und hier <Ci^^ nnd einen und nur einen Werth Voä 
;fj Z>i) nnd hier <;i»> welche der Gleichung (1Ö7.) genuglhun und welche 
wieder durch Ki und ü^ bezeichnet werden mögen. Desgleichen giebt es niiiJh 
($. 34. III.) noch unziUige andere Werthe von Xi und A^, die alle durch 

109. Xi = n.|^x-f-»ü und ' 

110. l, = n.lA+iu 

ansgedrfickt werden, wo n eine beliebige positive oder negative ganze ^hl 
aber für x^ und ^x die nemliehe ist. 

Setzt man nun wieder die Ausdrflcke von x^ und l^ (109. und 110.) in den 
Ausdruck von x (108.^ so ergiebt sich xt=n.\x.\X-\'\xX^-\-n.\X.\X'\'^lx^^ 
oder, da j^A = «r lst<93.) 

111. X = iiia^-f i(3f^+Axu). 

Was Htm audi x^ und Ao sein mögen: man weifs dafs ^o Ü>0 mid <C'\x 

und Xo ><) ^"^^ <i* *st9 woraus folgt, dafe ^^^K-^^^m) jedenfalls >Ö ünrd 

\xl oder <;'|«r ist. 

Hieraus, und dann daraus, dal^ der Werth von x zeidhenfi'ei '^ o v^d 

M sein muüii folgt vermöge (111.) weiter, dafe z nur die vi«r Werthe -^3, 
— t, und -f 1 haben kann. Bezeichnet man nemlich den ^ 9f:=::=0 geliö- 

rigen positiven Werth von x durch ar, die andern Werthe Ton 1r für ii= — 1, 

n = -}-l ußd ii = — 2 durch x^ x, x, so ^ebt (llt.)». , . j / .;*; i f. : 
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= —\z-\-x 

I 
t 
1 

Von allen diesen vier x sind die Werthe, Asl x<C\z\s\^ zeichenfrei genommen, 
>>0 lind <iz} wie es sein soll. Aber schon n = -|-2 und n== — 3 giebt 

113. X = Z'\'X und X = — |.«-j-ar, 
wovon die Werthe zeichenirei >z sind und also nicht Statt finden. 

DieWertbe (112.) von x sind nun, zeichenfrei genommen , diejenigen 
(17. und 18.), und also giebt es für jedes Factorenpaar x und l von z, weldies 
den Gemeintbeiler 2 hat, wie es (VIII. tf.) behauptet, vier Werthe von x oder 
zwei Werthenpaare dieser Gröfsen für die Gleichung ar^ = ®2:-|-l. In 
den Ausdrücken derselben (112.) mOssen x und iL, aus der Gleichung (107.) 
berechnet werden. 

jSI Wir haben bis hieher gefimden, dafs es fflr jedes hestimmU Factoren- 
paar X und l von z entweder an oder 2:t£;a Werthenpaare von x giebt, die 
der Gleichung j?^ = ®2r-f 1 genugthun: ersteres w^duki x und l tkeUerfremd 
sind, letzteres wenn x und l die Zahl 2 zum GemmUheiler haben; und nur 
diese beiden Ffille können vorkommen, 

i^^, Aber es kommt noch darauf an, ob und in wiefern versc/AedeHe he^ 
stinunte Factorenpaare von z, z. B. 

114. xl = z und 

115. az =1 z . ' 

dieselben Werthe von x geben können; denn da der Zweck ist, üeAnzakl 
der überhaupt für ein gegebenes z möglichen verschiedenen Werthenpaare 
von X, die die Gleichung a;^ = ®2;-f 1 erfflUen, zu finden, und zwar eben 
aus den verschiedenen Factor enpaaren, in wdche sich z zerlegen Iftfst, so 
mufs man nothwendig wissen, welche verschiedene bestimmte Factorenpaare 
von z, z. B. X und l, oder a und t> dieselben Werthe von x gdben, um 
diese Werthe von x, wenn man die Factorenpaare von z z4hU, nicht doppdt 
oder mehrfach zu zählen. 

T. a, Man;^etze zu dem Ende aT = z (115.) gebe die nmUichen 
X wie xX = z (114.)- Alsdann mufs, wenn man für z=^ar in :t^^=:(^z-\-tj 
ähnlich wie in (93.) tat z=^^l. 
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116. ® = /^iTi 

setart mit (97. and 98.) zu^fkick 

117. ar-j-l = cTTi und 

118. X — 1 = TCTjL, 

also vermöge (97. und 117.) und (98. und 118.) 

119. ^Ti = xXi und 

120. TOi = kxj, 
sein 9 während zugleich vermöge (114. und 115.) 

121. (TT = xk 

ist. Desgleichen mufs zugleich mit 

122. xA, = A;^, + 2 (100.) 
vermöge (117. und 118.) 

123. OTi = rOi^-{'2 sein. 

b. Nun setze man, der gröfsie GememtkeUer von x und a sei ^, 
von X und ^ aber 6^ und es sei 

124. X =: k^, X = le, 

125. a = s^j r =1 tBy 

so sind Ar und s, und / und / nothwendig^ thmlerfremd. 

c. Man setze die AusdrQc&e von x und X, a und r in (121.), so 
ergiebt sich kdl€==s^t€ oder 

126. */ = st, 
und daraus folgt, weil k und «^ / und / theilerfrmnd sind; dafs k in t und 
8 in l oder t in k und l in s aufgehen mufß und folglich vermöge ( 124. 
und 125.) auch Ar in x und s in X, oder t in x und l in a. 

d. Man setse4ifben so die Ausdrücke von x und X, a und t in (119. 
und 120.), so ergiebt sich sdri=zkdXi und tBai = lexi oder 

127. sti = kXg und 

12a (0^ = Ix^ . 
Hieraus folgt, da k und s, l und t tkeilerfremd sind, dofs s in X|, k in ty 
und f in X| , l in a^ aufgehen mufs. 

e. Vermöge {c. und df.) mufe also Ar in r und zugleich in r^ , und s 
in X und zugleich in X^ , oder / in ;t und zugleich in ari und /' in a nad 
zugleich in a^ oftfgehen. 

f. Wenn aber nun Ar in r und Ti zugleich au%dit, so mufs es ver- 
möge (123.) audi in 3 anfgebfen ($. 18.). Wenn s in X und X| zugleich auf- 
geht, so mifs es vermöge (122.) ebenfidls in 2 atfj^en. Auch tf wenn es 
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zugleich in x und x^ aufgeht, mufs verniftge (ISS«) in 2 aufgehen. Und l, wenn 
es in a und a^ zugleich aufgeht, mufs vermöge (123.) ^eicbfUla inS^anfgehiBQ« 
Die Zahlen k, l, &, t mfissen also sämmtUch in 2 aufgehen und kön- 
nen daher nur 1 oder 2 sein. 

g. Daher kann in (124. und 125.) aar . i 

1. X = J, ^^der x=^'2^; 
d, oder = 2J; 
s, oder X^= 2'ef, 

€, oder T=2«, 
also nur 

130. a = x oder (t==^x oder <r=2x und 

131. T==il oder r = \l oder t = 2>. 

sein. Es kann aber nicht zugleich a = \x und t=^\x, auch nicht zugleich 
(j = 2x und r = 25, sein, wenn ar gleich xk ist (121.). Also kann nur 

132. a = x oder a^=:^x oder (r=2x ' 

und zugleich 

133. ri=A oder t = 2>L oder r = |;L sein 

h. Haben x und A den GemeinlheUer 2, und fikzt man das Gleiche von 
rr und T voraus, so reduciren sich die beiden GleicUutageA (122. Mfd 123.) npf 

134. i^.Ai = fJC»)f,-f 1 tti« 

135. Icr.Ti = ^r.(Ti4"l- 

Ganz wie in (c. und i/.) folgt, dafs, eben wie (^.) es aussagt, x je 
in T und Tj^, 9 je in il find ^i , f je inic und X| uiid 't]6 in& vad ^ M-* 
j^IfWcA aufgehen mdfisi, denn alles dies folgt aus den unverändert MeiBeaden 
Gleichungen (121.) und (119. und 120.). Dagegen aber kAnaM^ Hier Jl^ t, 
t und f statt 1 und 2 wie in (/I) nur sAnnnfliöh i^±4r'9eiii, federn* jetzt in 
(134. und 135.) in die Zahl 1 rechterliand, lindcM wie'iit die StM 2 fli 
(122. und 123.) nur allein 1 iduflgeiit. Also kann hie^, statt wie in (129.), nur allein 

136. jf = (?, cy = <f and 
^ 197. It^B, t^€' '■ '»-" •• -'• •^■'^'* .«'■ ■ 
und folglich nur 

138. j<'=^> »«1 , ,., ,/ - 

■i'* . %'•. f ''^ ==:■* seilt ■..'.. ,,,.. 1... . 

t. Es folgt also, zusammengenommen, dafs ; , ,,. ,,. ' , .. . 
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Ziteitms, wenn x und Jl den G^imeintheiler 2 imbeny nur aHein 

... i a =: X nnd 
141. ( , 

fr = X 

sein kann. Also, wenn x nnd l timler fremd sind, so giebt es tntr die ^^t^ 

von 9f und A jersehiedenen Faotorenpaare von it: a = ^x, r=c2A nnd 

ar=^7x voiA i:^^\X, weldhen üeeelbm x zukomnien, und keine andern; 

und wenn x und X den Gememtheiler 3 haben, so giebt es ^ar keine von 

X nnd k verschiedene Factorrapaarö von z für die nemlicken x. 

Ü. Es werden nun die Resultate in(T.) §uf die verschiedenen FftUe, 

welche vorkommen können, anzuwenden sein. 

a. Sind zuerst * nnd X nicht blol^ theilerfremd , sondern auch beide 
nnfferade, so findet weder \x noch ^X Statt, und daher kann in (139. und 140.) 
blo/h a = x und r^=X sein. Also giebt dann kein anderes Factorenpaar 
von X dieselben x, nnd es giebt fDr ein ungerades Factorenpaar x und X von 
z nwr ein W^rthenpaar von x C&O9 ^^ ^^ jedes andere x ijpd X andere x. 
Dieses behauptet (VIII. ä.). 

b. Sind X und >t zwar theilerfremd, aber nicht beide ungerade, 
sondern nur eins von ihnen ist es, das andere gerade, so'^^^ind ^x nnd 2X 
ganze Zahlen, wenn x gerade ist, und 2x und ^X sind es, wenn X gerade 
ist. Also giebt dann nach (139. und 140.), aufser a = x v^d ts=X, im 
ersten Fall auch crs=:^x und t=^2X und im zweiten Fall auch a=2x 
nnd T=^X dieselben x, und folglidi giebt es dann in d^m einen und dem 
andern Fall ein zweites Factorenpaar Ix und 2X oder Qx und ^X von z, 
welchem dieselben x zukommen, wie den Factorenpaaren x und X selbst. Hier 
g^ebt es nun weiter f^ei Fftlle. 

a. Ist nemUch von den tkeilerfremden x und X, x zwar gerade, 
aber nur durch die erste Potenz von 3 theilbar, wfihrend , wie in (&•) , X un^ 
gerade ist, so ist umgekehrt ^x ungerade nnd 2X gerade: also kommt dmm 
das zweite Factorenpaar j^x und 2'X, welches nach (&.> dieselben x giebt, 
wie X nüA X selbst, unter den versciuedenen Paaren theilerfremder - Factoren 
von z selbst vor, da einer mit 2^ aufgeht, wfihrend der and^e ungrade ist. 
Eben so verhilt es sich, wenn x ungerade nnd X mit 2^ theilbar ist hi diesem 
Fall also kommt jedes Werthenpaar von x, welches zu dieser Art von Faeto^ 
renpaaren von z gehört, zweimal vor; gemafe (VIII. e^. 

ß. Ist dagegen von«6den tkeilerfremden x nnd i> x durch eine Atf- 
kere ris die erste Potens von 2 theilbar^ wAhr^d- X Ungerade ist, so sind 
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^x und 21 b»de gerade. Abo koBunt dann das snMite Fvotoraiipaar ^x 
und 2 1 y welches nach (6.) dieselben x giebt wie x und l selbst, unter den^ 
jenigen Paaren von Factoren vor, die beide mit 2 theilbar sind. «Eins der 
beiden Werthenpaare von x^ welche Factorenpaaren J^er Art nach (IL) 
zukommen, ist also dann das hier au x und X gehörige Werthenpaar von x. 
Eben so verhalt es sich, wenn x ungerade ist und l mit einer hohem als 
der ersten Potenz von 2 aufgeht; gemAfis (YUI. d.'). 

c. Sind die Factoren x und l nickt iieUerfremd, sondern mit 2 ge^ 
meinlAeilbar, so kann der^eine von den beiden, z. B. x, nur mit der ereten 
Potenz von 2 aufgehen , wenn auch der andere mit einer hohem Potenz von 2 
aufgeht, indem x und l keinen gröfeem GetneifUkeUer als 2 haben können: 
also ist dann \x ungerade und 2A gerade und \x und 2Jt sind theUerfremd. 
Alsdann giebt es dann zwar nach (T. t.) kein anderes Factorenpaar a und t 
von z, welches dieselben beiden Werthenpaare von x gibe, wie x und l, aber 
umgekehrt ist ^das zweite Werthenpaar von x, welches nadi^^^c. /$.) fOr die 
hier theiterfremden \x und 71 Statt findet, wie dort bemerkt, unter den 
Werthenpaaren von x enthalten, die den durch 2 gemeintheilbaren x und l 
zukommen. Ebcii so verhält es sich, wenn l nur mit der ersten Potenz von 2 
aufgeht, w&hrend vielleicht x mit einer hohem als der ersten Potenz von 2 
theilbar ist. 

So folgt denn, dafs unter den Werthen von x, welche Factorenpaaren 
X und l zukommen, die mit 2 gemeintheübar sind, zugleich diejenigen mit vor^ 
kommen, welche den theilerfremden Factorenpaaren entsprechen, deren emer 
gerade, der andere ungerade ist; gemftfs (VIII. eJ). 

V. a. Der erste Fall QU. a.) findet auseeM^eÜck Statt, WMin z 
selbet nicht mit 2 aufgeht, und also ungerade ist. Dem dann sind in allen 
theilerfremden Factorenpaaren von z beide Factoren ungerade. Es giebt als- 
dann gar keine Factoren, die mit 2 aufgehen. Also giebt es dann so viele 
verschiedene Werthenpaare x und z — x von x, als verschiedene thetterfremde 
Factorenpaare von Zf und diese Werthe von x sind alte, welche der Gidchnng 
:r^ =5 @ iB -j. 1 genugthun ; gemfifs (IX. «•)• 

a. Geht z nur mit der ersten Potenz von. 2 aiuf, so giebt es weder 
Paare von Factoren, die beide ungerade sind, wie in (o.), noch dipreh 2 ge- 
meintheilbare Factoninpaare, mitbin /ivr Paare von Factoren^ deren^^ einer mit 
2^ anseht, d^ anübre mit 2 gar nicht; also Awr. Factorenpaare von der Art 
wie in QUf 6. a.). 'Diese^Faotarenpaare geben dann also auch, da w keine 
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andern giebt, ^UU die verschiedenen Werthenpaare x und « — x ?on or^ welche 
der Gleichung x^ = ® i^ -f 1 genugthun ; und zwar giebt schon die Hälfte 
dieser Fsiplorenpaare bIU Werthenpaare von x, weil nach QU. k a.') Jedes 
Wertbenpaar von x zweimal vorkommt; gemSfs (DL b.y, 

c. Geht z mit einer höknm als der ersten Potens von 2 auf, so 
giebt es aufter den Factorenpaaren , die 2 zum Gemeintheiler haben, zwar 
Paare theilerfremder Factoren von z, von welchen nur der eine mit 2 auf- 
geht, wahrend der andere ungerade ist: aber die au diesen letzten gehörigen 
Werthenpaare von x sind nach (C/. c.) unter denat mitbegriffen , welche zu 
den mit 2 gemeintheilbaren Factorenpaaren gehören. Und da nun Paare von 
Factoren, die beide ungerade sind, in dem gegenwärtigen Falle gar nicht 
vorkommen, so sind hier die Doppelpaare der Werthe von x^ welche den 
mit 2 gemeintheilbaren Factorenpaaren von z zukommen, allein alle diejeni- 
gen, welche der Gleichung a?' = ®ar-|-l genugthun; gemäfs (IX. c.\ 

Anm. W. Der Beweis von (VIII. und IX.) beruht idfe^sondere auf 
der Zerlegung von ^z = ®7cX für die Gleichung x^=i(^z-\-\ in die beiden 
Factoren xA^ und Ix^^ wenn (^=^x^Xi gesetzt wird; deren einor^ann =ar-f- 1-, 
der andere =a?— 1 ist (JV.). Dieses giebt aus den Gleichungen (100. und 
107.) die Werthe von x^ und X, und durch sie, vermöge der Gleichungen 
(101. und 108.), die Werthe von x. Die Untersuchung, ob mehrSre Factoren- 
paare x und A von z dieselben x geben können, geschieht insbesondere da- 
durch, dafs man in (T. 6.) die gröpsten Gemmntheiler von x uifd o, und 
X und T in Rechnung bringt. 

* §. 95. 

Lehrsatz. 

Man setze für eine beliebige ganze Zahl z, die immer durch 

Z = 2 .p/paPs ••••?/ 

ausgedrückt werden kann, wo die fi verschiedenen p sämmtlich Stamm ^ 
zahlen >> 2 sind, indem für den Fall, wo z den Stammtheiler^'2inicht 
enthalt, nur m = gesetzt werden darf, 9 

2. z = xL 

Ferner bezeichne «um von den verschiedenen ^eiorenpaarem 
X und l, in weiche % sich zmrlegm Idfst, die Anzahl 
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338 §. 95. form. 3 — 8. 

i. Derfeniffen, welche theUerflrmnä rini Und 2 gar niehi enthaU&m, 
dureh r^; 

2. Ihrfertigenf welche thmlerfremi sind, deren einet äl^'^ 2^ zwn 
o J Factor hat, durch Tj; 

3. Derjenigen, welche theilerfremd sind Uiul deren einer eine be- 
liebige Potenz von 2, höher ab die erste, mm Factor hat, 
durch T3; 

4. Deiyenigen, deren gröfster Gemeintheiler 2 ist, durch x«. 
Alsdann sind die JfjKerthe von r^ , r, , t, und r« in den verschiede^' 

nen Fällen, welche für z (1.) vorkommen können, folgende: 

Für m>2y /tßr ra = 2, ßr m=l und ßr m=^0 ist 

= = = 2"-S 

^ ,...,_ ^ = = 2^ = 0, 

= 2^ = =0, 

= 2^-* = =0. 

Es sei 

= 2*.3.5, wo also jii = 4>2, ^ = 2 ist 
Die sämmtlichek Factorenpaare von z sind folgende: 

i X = 1 2 3 4 5 6 8 10 U 16, 
; j 1 = 240 120 80 60 48 40 30 24 20 16. 
Factoren x und X von der ersten und zweiten Art (3.) kommen hier 
nicht vor j also ist Ti = und Tj = 0. Factorenpaare der dritten Art sind die 
vier 1,240; 3,80; 5,48 und 15, 16; also ist hier Tj = 4 = 2^ ; gemfifs (4.3,). 
Factorenpaare der vierten Art sind die vier 2, 120; 6, 40; S, 30 und 10, 24; 
also ist r4 = 4 = 2^; gemafs (4. 4.). Die beiden noq| flbrigen Factorenpaare 
4, 60 und 12, 20 kommen nicht in Betracht, da sie 4>>2 zum Gemeintheiler haben. 
2. Es sei 
7. iif = 420=2'.3.5.7, wo also m = 2, ^=^3 ist 
Die sämmtlichen #lictorenpaare von z sind folgende : 

kx= 1 2 3 4 5 6 7 10 i;j 14 15 20, 
^ ; j A = 420 210 140 105 84 70 60 42 35 30 28 21. 
^ Factorenpaare tc und A von der ersten und zweiten Art (3.} kommen 
wieder nicht vor ; also ist r^ =: und r^ == 0. Von der dritten Art (3.) sind 
die acht 1,420; 3, IAO; 4,105; 5,84; 7,60; 12,35; 15, 28 und 20, 21; also 
Xm rir^S^^2f'^;is^SSi (4. 3.). Von der vielen Art sind die vier 2, 210; 
6,70; 10,42 und 14,30, also ist r4fe=4=2'^'; geiftfift t*- 4). 






3. Es 8«i . * 
9. « = 630 = 2.3^5.7, wo also «1 = 1, /t=3 ist. 

Die sämmtlicken Factorenpaare von z sind folgende: 

l*= 1 2 3 5 6 7 9 10 14 15 18 ^i'l, 
• j A = 630 315 210 126 105 90 70 63 45 42 35 30. 
Factorenpaare x und X von der ersten Art (3.) kommen nicht vor; also 
ist Ti = 0. Von der zweiten Art sind die acht 1, 630; 2, 315; 5, 126; 7, 90; 
9, 70; 10, 63; 14, 45 und 18, 35, also ist r, = 8 = 2''; gemSfs (4, z). 
Factorenpaare der dritten und r^W^n Art kommea, nicht vor; also ist r3 = r*^ 
und r4 = 0. Die vier übrigen Factorenpaare 3,210; 6, 105; 15,42 Dnd 
21, 30 kommen nicht in Betracht, da sie gröfsere Gemeintheiler als 2 haben. 

4. Es sei 
11. a: = 1575 =3\ 517, wo also m=:0 und ^=»3 ist. 

Die sämmtUchen Factorenpaare von z sind folgende : 

i X = 13 5 7 9 15 21 25|ft5, 
• \ l = 1575 525 315 225 175 105 75 63 <5. 
Factorenpaare der ersten Art sind die vier 1, 1575; 7,225; 9, 175; 
,>5, 63, also ist r4=4 = 2''7'; gemäfs (4. i.). Von der 2ten, 3len und 
4len Art kommen keine Factoren vor, also ist r2 = 0, r^ = 0^ r^=0. Die 
noch übrigen Factorenpaare haben gröfsere Zahlen als 2 zu Geneintheilern. 

Beweis. A. Da von z nur diejenigen Factorenpaare x und A ge- 
sucht werden, die entweder theilerfremd sind, oder die keinen gröfsern Ge- 
meintheiler als 2 haben, so kommt es auf alle die, welche irgend eines der 
p>2 in X und X zugleich enthalten , gar nicht an. Es darf also keine 
Potenz irgend eines p zerfüllet werden, sondern immer nur die volle Polenz 
in X oder in X vorkommen. Man kann also in (1.) 

13. p{' = P,, p\' = P., p\'=^P., r: = p^. 

■■ • • 
und folglich ^ 

14. Z = 2"*.Pi.P2.P3 .-Pu ' 

setzen und hierin die P als unfheilbare Zahlen betrachten. 

B. Gesetzt nun, es wAre zuerst fii = 0, also blofs ^ 

SO kann man zuerst x = 1 und X gleich dem Product aller^ P i^etzen ; sodann x 
gltßch Jedem der^verschi^nen P; X gleich dem Frodfact der fi—1 flbii* 
gen. Femer x gleich dem Product jeder zwei Pf X gleich dem Product der 
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940 §. 05. Folto. 16^20. 

/t — 2 übrigen. Weiter x gleich dem Prodnct jeder drei P} X gleich dem 
Product der fi—3 übrigen u. s. w. 

Daraus folgt , dab die Anzahl der verschiedenen Werthe , welche x 
haben kann, keine andere ist, als die Anzahl aller möglichen Prodacte von 
einem, zwei, drei bis /i verschiedenen P; wozu auch noch 1 kommt Diese 
verschiedenen Producte enthält nach (§. 2.) das Product 

16. (i4-P0(i+p,)(HP3)....(i+i^) 

sftmmtlich, und ihre Anzahl ist nach (§. 3.) =2^. 

Aber offenbar kommen auf diese Weise die verschiedenen möglichen 
Factorenpaare jedes zweimal vor. Denn wegen z = xX ist A,= — , und — 

ist ebensowohl ein Theiler von z, also ebensowohl ein ;^^ als ;f selbst. Die l 
sind nichts anderes als die sämmtlichen x selbst, aber in umgekehrter Ordnung. 
Der verschiedenen Factorenpaare giebt es also nur ^.2^ = 2^"^ und daher ist 

17. r, = 2^-* für m = 0: 
denn die Ti jf^fetorenpaare sind es in (3.), welche, wie hier, den Theiler 2 
yar nicht haben sollen; gemäfs (4.'). 

Fflctoren, welche 2 enthalten, wie (3. 2., 3. und 4.) giebt es hier gar 
nicht; also ist 

18. r2 = 0, r3=0, r^=:0 für «1=0; 
gemäfs (4.).' 

C. Gesetzt es sei weiter in (14.) m nicht =0, sondern m=l, also 

so kommen nur Factorenpaare der zweiten Art (3.) vor; denn aUe habm 
nothwendig den Theiler 2^, der sich immer entweder j» in x oder in l befin- 
den mufs. 

Man bezeichne die verschiedenen möglichen Producte von einem, zwei, 

drei etc. P zus^mpengenommen durch P, P, P, . . . . P und bringe den 
TheUer 2 ausschlmilich in die x, so werden durch 

;^ = 5, 2(P), 2(P), 2(P), 2(^) und 

% ^^^' N = f^), ('Ph Cp). {P). •..• 1 

sämmtliche Factorenpaare von z ausgedrückt. Aber alle x sind hier von 
den l verschieden :^^enxi alle x gehen mit 2 auf, alle l nicht. Die Anzahl der 
Factorenpaare r^ ist also die der x in (20.) sdbet, und diese Ist gemflfg (9.) 
= 2^*. Also ist hier 
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21. T, = 2'' und Ti = 0, T3 = 0, T4=0; fiir M=st; 
gemlls (4.). 

D. Es sm in (14.) m=2, also 

Factorenpaare der ersten und zweiten Art (3.) kommen hier niclit vor, 
denn kein Factorenpaar ist ohne den Theiler 2 ; wenn 2 in dem einen Factor 
nicht vorkommt, so kommt in dem andern nicht blofs T^ sondern 2^ vor. 
Also giebt es hier nur Factorenpaare der dritten nnd vierten Art {ß.'). 

Die von der dritten Art sind diejenigen ^^ deren einer 2 gar nicht, 
der andere 2^ enthalt. Sie werden also ganz auf dieselbe Weise ausgedrOckt, 
wie die in (20.)) wenn man daselbst 2^ statt 2 schreibt. Ihre Anzahl r^ ist 
also, wie die der dortigen, =2^. 

Die Factorenpaare der vierten Art sind hier diejenigen x und l, welche 
jeder 2 zum Theiler haben. Sie werden also nach der ^ezeichnun^art von 
(C.) durch % . 

ix= 2, 2(P), 2(P), 2(P), .... 2\P), 

23. \ u fi-i fi-i ßi~5 

{ l = 2(P), 2(P), 2(P), 2(P), . . . . ' 2 

ausgedr&dit. Hier sind offenbar wieder die sSmmtlichtm l den tc in umge- 
kehrter Ordnung gleich, wie in dem Fall in (A)- Also ist die Ansdil r« 
der von einaiider verschiedenen Factorenpaare nur, wie dort, =«2^^ 
Mithin ist zusammengenommen 

24. r3=2^ T4 = 2^-S Tx = 0, t^ = für »1 = 2; 
gemsrs (4.). 

E. Es sei endlich in (14.) m > 2. 

Auch hier kommen Factorenpaare der ersten und zweiten Art (3.) 
nidit vor; denn kein Factorenpaar ist ohne den Theiler 2; und kommt 2 in 
dem etnen Factor nJcA^ vor, so kommt in dem andern nic^ blofs 2^, sondern 
2"" vor. Also giebt es auch hier wieder nur FactorenpaCTl der dritten und 
vierten Art (3.). 

Die von der dritten Arl sind diejenigen, deren einer 2 gpp .iUkt, dgr 
andere 2"* enthalt. Sie werden also wieder ganz auf dic|^elb|||^eSip W/ff- 
gedrückt wie die in (20.) , wenn man daselbst 2*" statt 2 schreibt. Ihre An- 
zahl Tj ist daher, wie die der dortigen, ="!2^. 

Die Paeloreil)>aare der vierten Art sind hidir diejenigen x und l, deren 
einer 2, der andere 2"*"^ zumTheQer habdli. Ble werden also nadi derBe-^ 



342 $. 96. Vom. i *- 8. 

zeichnungdart von (C.) durch 

x= 2, 2(P), 2(P), 2(P), ....2(^), 

A = 2'"-^^). 2'"-h'^\ 2^\^P), 2'»-*(^), 2»"-^ 

ausgedrückt. Hier sind offenbar die sämmtlichen A von den x verschieden, 
wie in dem Fall (C)' Also ist die Anzahl r« der Factorenpaare der' vierten 
Art, wie dort, = 2^ 

Mithin ist zusammengenommen 

26. T3 = 2^ JP4 = 2^ ri = 0, ra = für »i>2; 
gemSfe (4.). 

§. 96. 
Lehrsatz. 
Es m z eine beliebige ganze Zahl, die, wie in ($. 95.) , immer durch 

^ 1. z = 2".pt'.p*'.p3'. . . . pV 

ausgedrückt werden kann, wo die /i verschiedenen p sämmtlich Stamme- 
zahlen ;>2 sind. Alsdann ist in der Gleichung 

2. x^ = ®z + r, ■ 
wo X und V zu z tkeiler fremd und <Cz sind, die Anzahi n 4er 
Paare zu % theilerfremder Werfhe üon x, die zu 4finem ümd dem-^ 
selben r gehören, also die Anzahl der Quadratwurz\etpaäre zu r. 
für jedes r gleichmdfsig, also auch für r^sl: . . ; 

3. n = 2''-^ ßr m = 0, 

4. n = 2^-^ ^r m = l, 

5. n = 2^ für m = 2, ; . 

6. n = 2^+^ ßr m>2. , . ,, , , 

Dagegen die Anzahl v der in (2.) möglichen verschie^^fUfj^.r <C^z^ ulßo 
die Anzahl der Quadratreste zu z istj wenn, wU pfin/^, jf>t^ dir Am 
zahl der zu z ifjfiiler fremden Zahlen >>0 tiitJ <:i^jf0z^knet^ 



>.. ■ "i 

^bko, üilicA iim verschifßenm Werthen von m m (1.), mefVer^e (3 4 5 g -v 
S» ««tf n«iÄi (S. 81. 7.) ' ' • • j 






w(, «0 daß oho <pz und 2n, folglich auch v, nm U flpt ^ma ■. -. Httfc < <fer ye- 
gebenen Zahl z (1.) gefunden werden kann, ., ; .,1 )Kin; ., ,., 
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Beispiel 1. Die Zahl 2r = 45 in dem zweien Beispiel zu (§. 94.) ist 

9. 55 = 45 = 3\5; 
also ist fOr sie 9 mit (1.) yerg^chen, 

10. m = 0, /t = 2. 5 
Nach (§. 94. 47.) giebt es £u jedem der v = 6 verscbiedenen Werthe, 

wel(äie^ haben kann, 11 = 2 Werthenpaare von :t*^ nnd q)Z ist nach (8.) 

= 3a^(3_l)(5~l>=3.2.4=24. Zufolge (8.) ist « = 2^ = 2 und 

24 
zufolge (6.) '' = "2Y'^^' ^'® gehörig, 

• 2. Die Zahl 52^=126 in dem dritten Beispiel zu (§. 94.) ist , 

11. z = 126 = 2.3^7; 

also ist fflr sie, mit (1.) verglichen, 

12. in=l, /^ = 2. 

Nach (§. 94. 55.) giebt es för jeden der v = ^ verschiedenen Werlhe von r 

n = 2 Werthenpaare von a?^ und (pz ist nach (8.) =1.3*~*(3— 1)(7— 1) = 

3.2.6 = 36. Zufolge (3.) ist n = 2^-' = 2 und zufolge' (6.>j>^ = ^ = 9 ; 

wie gehörig. 

3. Die Zahl 2r=180 in dem «r^/m Beispiel zu (§. 94.) ist 

13. 55=l8o = 2^3^5; 
also ist hier, mit (1.) verglichen, 

14. »1 = 2 und u = 2. 

Nach (§. 94. 25.) gehören zu jedem der y = 6 verschiedenen Werthe von r 
n = 4 Werthenpaare von a?, and y« ist nach (8.;j^=2,3'-*(3— 1)(5— 1) 
= 2 . 3 . 2 . 4 = 48. Zitfolge (3.) ist «=2''= 4 und zufolge (Q.) r = ~ = 6 ; 

<^ • TT 

wie gehörig. , 

4. Die Zahl 52:== 120 in dem vierten Beispiele zu (§. 94.) ist 

15. «=:120s=2^3.5; 
also ist flllr sie, mit (1.) verglichen, 

16. •• = 3>2 und ^ = 2. [- 
Nach (§.91. 62. und 67.) gehören zu jedem der i^ = 2 verschiedenen Werlhe 
von Ty n = 8 Werthenpaare von ar, und ifz iet nach (8.) =^'(3— 3Öl(5— 1) 
= 4.2.4 = 32. Zufolge (6.) ist n = 2^+* = 8 imd zitfolge (7.) i^|S. ^fA 

wie gehörig. 

Beweis. A. Zunächst ist zu bemerken, dafs nach (§. 94. II.) zu 
jedem Werth von r in (2.) gteichmele » g^öreH, also dben 00 fvele, als 
zu r = l. Es kommt also nur auf den FaH r= 1 an. 
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B. Ist nun ErstHch m=:0, so ist z ungerade and befindet sich 
also in dem Fall (§. 94. IX. a.)- In diesem Fall ist nach (§• 94. IX. a.) die 
Anzahl n der Werthenpaare von x, welche der Gleichong 

17. a?'=®Jt+l 
genugtbun, der Anzahl der fheilerfremdeH Faclorenpaare von z gleicfh. Diese 
Anzahl ist nach ($. 95. 4.1.) t,=:2^''\ also ist » = 2^-*; gemife 480. 

C. Ist Zweitens »1 = 1, so geht z nur mit 2 ^ auf und ist fAso in 
dem Falle (§. 94. IX. 6.)- I» diesem Fall giebt es nach (§. 94. IX. 6.) Aa<6 
so viele Werthenpaare von x, welche der Gleichung (17.) genugtbun, als 
theilerfremde Factorenpaare von z, von welchen allen je einer 2^ zum ractor 

* 

hat. Die Anzahl dieser theilerfremden Factorenpaare ist nach (§. 95. 4. 2.) 
r2 = 2^ also ist hier n= ^^.2^ = S''^*; gemäfs (4.). 

D. Ist Drittens m = 2 , so geht z mit einer hohem als der ersten 
Potenz von 2 auf und ist also in dem Falle ( §. 94. IX. c). In diesem Fall 
giebt es nach Q§. 94. IX. c.) doppelt so viele Werthenpaare von x, welche 
der Gleichung (16.) genugthun, als Factorenpaare von z^ die 2 zxasi gröfsten 
Gemeintheiler haben. Die Anzahl dieser Factorenpaare ist diejenige t« in 
(§.95. 3.4.), und nach (§. 95. 4.4.) ist fttr m = 2, t4 = 2^-'; also ist hier 
n = 2.2^-' = 2^; gemäfs (5.). 

E. Ist endBch Viertens m >> 2 , so verhalt sich zwar zunächst ADes 
wie ift (ß.)^ ö^^r r* ist in diesem Fall nach (§. 95. 4. 4.) = 2^: also ist 
hier m = 2 . 2^* = 2^+^ ; gemäfs (6.). 

F. Die Gleichuag (7.) im Lehrsatze folgt unmittelbar aus (f. 94. 4.). 
Anm. G. Ytenn z eine einfache ungerade Stammzahl |i istf so ist 

in (1^ m = und fi=\. Also ist in diesem Fall nach (3. und 7.) 

18. n = 1 , 
mithin giebt es nur ein Werthenpaar x und z-^^x zu jedem der Qnadrat- 
reste r. Femer sind hier alle p—l Zahlen 1, 2, 3, 4, ... . p — 1 mk % zssp 
theilerfremd , also ist 9)« = ;! — 1; und dies giebt nach (7.) und (17.) 

19. v=^\{p — i). 
Die AMphl v der verschiedenen Qnadralreste zu p ist also \{p—i): aUes 
^^l^ii^iii ($. 45.) a»in mufs. 

^^ ' §. 97. 

Erklärung. 
I; Wenn in der €fleickun^ 

1. «^♦f 
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^eine belkbiße ungerade Stammzahl, also >>2, e mneheliMge po^ 
sitice ganze Zahl ist, und die zu den Zahlen z, , welche Z> uni <! z 
und zu % theilerfremd sind, gehörigen Quadratreste durch r, die 
ISichtquadratreste durch w bezeichnet werden, so dafs also etwa 

2. x^ = ®z + r und 
^ 3. UV = ®z4-w 

gesetzt wird, wo nun x^ u, v, r und w sämmtlich aus den zu z theiler^ 
fremden Zahlen z^ >> und <1 z genommen sind: so ist die Anzahl der 
versc^edenen r, welche Statt finden , der Anzahl der verschiedenen mög^ 
liehen vr gleich, und Jede ist =\q)z^ wo q)z wie immer die Anzahl der 
Zahlen z^ bezeichnet; so dafs also die Hälfte der zu z theilerfiremden 
(pz Zahlen z^ >>0 und <Cz Quadratreste, die andere Hälfte Nichts 
(/Mudratreste zu den Zahlen z^ selbst sind. 

Desgleichen ist für z=p''(]l.}9 r ^^^ w mögen kleiner oder grö- 
fser als z sein, 

4. r**' = ®z4-l für Jeden Quadratrest r, 

5, w^' = ®z— 1 für Jeien Nichtquadratrest w. 
Allgemein ist für Jede beliebige, zu z = ^^ t/ieiter/remde positive 

Zahl Zy^ sie tnag kleiner oder grtfser als z sein, 

6. a}r = ®«±l ß>r z=p^(10- I 

II. Jeder Niehtquadralrestw zu p ist zugleich Niehtqua» 
dratrsst isn zt= p* fOr ein beliebiges ganzes posiäißes e; und umgelMirL 

Und wenn die ungerade Stammzahl p eine der Stammfaetoren 
einer beliebigen ZaUZ ist, so giebt es immer zu Z theilerfiremde Hohlen 
W >>0 und <CZ, die zu 1^ und zu Z, sdso auch zu p*" %md zu Z zu^ 
gleich Nichti/uadratreste sind. Sie werden, wenn man das Product 
der ersten Potenzen aller der Stammfaetoren, die Z noch amfser^ hat, 
durch P bezeichnet, durch ^ 

7. W = Hxp+w und 

8. W = DjP + l -^ 
zugleich ausgedrückt, wo Ui ^Oemd <i? und 112 >^0 und/<iif itß 

Beispiel zu I. Es sei ' 

9. i» = iJ*a=8i^ also |> = 3, e=4, 
so sind die zu z theilerfremden Zahlen z^ und die dazu gehörigen Quadrat-- 
reste r folgende: Jk 
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10, 



1^, 



y 



A 1 2 4 5 7 8 10 11 13 1416 17 19 !M) 1^23 25 26 26 29^1)2 34 35 37 Mio 
= 1 4 16 25 49 6419 40 7 34 13 46 37 76 79 43 58 28 55 31 7052 ÄZ 10 73 67 61 

= 41 4*3 44 4*6 47 ^9 50 52 53 55 56 5*8 59 6*1 62 6*4 65 67 68 7*0 71 7*3 74 76 77 7*9 80 
= 61 67 73 10 22 52 70 31 55 28 58 43 79 76 37 46 13 34 7 40 19 64 49 25 16 4 1. 

Die Anzahl (pz der Zahlen z^ ist hier (pz==:b4: Die Anzahl der ^i^chie- 
deneu Quadratreste r ist, wie sich zeigt, == 27. Es sind die mit einem 
Sternchen bezeichneten z^. Die übrigen 27 Zahlen z^ sind dah^r Nickt^ 
(fuadratreste w. Also sind die Hälfte der Zahlen z^ Quadratreste , die an- 
dere Hälfte Nichtquadratreste. 

Ferner soll nach dem Lehrsatze (4. und 5.}, da hier (pz^=^7 ist, für 
jeden Quadratrest r, r" = ®.8l-[-l9 und fflr jeden Nichtquadrairesf w, 
M?"=®.81— l sein. In der That giebt z. B. r=19, 19' =6859 = 
®. 81+55, also 19' = (®.8l + 55)'= ©.81 + 166375 = ®. 81 + 1 und 
19^^ = (® .81 + 1)' = ® . 81 + 1 ; wie es sein soll, m^ = 17 giebt IT' = 4913 
= ®. 81 + 53, also 17^ = (®.81+53)' = ®.8i+148877 = ®.81 — 1, 
und folglich 17" = (® .81 — l)' = (3^81 

Beispiel zu II. a. Es sei 

11, p = iy p' = 
Der einzige Nichtquadrätrest zu p ist w 
zu S Iheilerfremden Zahlen 1 und 2 l2 = @3 + l und 2^:i==®3 + l. Dieses 
ur?5=2 .ist^*wie aus (10.) au sehen, auoh Nichtqaadratreat zu.;»^=81. Um- 
gaklAürt aiad alle die Niehiqoadratreste au 3^ = 81, weiches die ia(10.} wicht 
miU^^m Stamchen beaeichneten Zahlen 2, 5, 8» 11, 14 U.3.W. aind, auch 
Jm^kSf^tmiratreste au ^=3^ denn alle diese Zafaiett werden dücoH <|(ii»+2 
ausgedrückt , und dieses ist mit w=^2 zugleich Nichtq«adrtitrest au p=^'i. 
.. ' A. . Es sei 
12. » = 5, |t>' = 5' = 25 und Z= 2. 315 = 90, abo i?=^3ica^ 6. 
Die zu diesen drei Zahlen theilerfremden Zahlen, kleiner aU ^9 flinil ajt 
ihren Quadratresten r folgende: 

J gj^s= 12 3 4, 

^ r =^1 4 4 1; 



1; ebenfalls wie es sein soll. 

3* = 81. 

= 2 ; denn es ist fttr die bdden 



14. 



15. 



25 



V 



90 



y 



*\' 



2 

4 



4 






3 4 « 7 8 9 11 12 13 14 Id 17 « IV^^Jl Ä> Ba'2#, -' 

9 16 tl 24 14 6 211^>19 21 6 f4 jM 11 16 9 4 1; 

• • j 

7 1113 17 19 23 29 31 37 4l 43 i7'4y 5ä 5Ö 61 6^ 71 73 77%^^ 89, 
4^''Ä "7« 1^ 1 79 31 61 19 61 49 49 61 19 61 31 79 1*1*9'' Yi*W^49"l. 
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J^ie JifkktfUifäratreste zu i)en drei Zahlen sind alM 

16. Zn^p = 5, M^,=*Ä 35.: ^: ' 

17. Zu p'=^26y Wr=!^2 3 7 812131718 22 23, 

18. Zu Z = 90, Wr=7 11 13 17 23 29 37 41 43 47 53 59 67 71 73 77 83 89. 
Die Nichtquadralreste 2 und 3 (16.) sind wieder zugleich Nichtquadratreste 
zu p^^^5 (170; U44 umgekehrt kOonen alle Niehtquadratreste zu^p''=25 (17.) 
durdi ®|p^r}-2,<3 awgedrackt werden uiid sind also auch Nichtquadralreste 
zu />= 5. 

I^eraer gielit (7.)^ wenn man' der Reibe nach »i= 1, 2, 3, 4, ö (<:P) 
und naeb (16,) tr =ä 2 und 3 setzt, 

19 ir=: P 12 17 22 27, 

(8 13 18 23 28, 
und (8.) g^ebt, wenn man der Reihe nach n, = 1, 2, 3, 4 (<C p') setzt^^ 

20. »r= 7 13 19 25. 
Von .düetfen Wertben von W (19. und 20.) treffen |r= 7 wd 13 zmam^ 
iii^il,.das b^fst, 7 und 13 erfdUen die beiden Gleichungen (7. und 6.) zt^leick» 
Und diese beidaa VF>>0 und <c2<^:sind, wie nach (13. 14. und Id.) zu 
S;dMn:,: Nicjktquadratreste von p^=^:^^ p^z=Tö und Z = 9() zpgleUA. 

Beweis von I. A. Man setze in (2.) der Reihe nach die ersle 
Uälfle lAep y« Werihe von z^^ nemfech die ^^^ Werthe von z^^ welche 
>>0 und <Ci4^ siid;, statt x. Die andere Hfilfte der z^ ^ ^z u0 <iz 
wird durch «^«^ aDsgedrückt, wo z^<.iz ist; denn wenn z^ k«faien Theiler 
mit z gemein bat, so gilt das Gleiche fiucb von z — %^ . Es giebt aber iii'^QL) 
z-^z^ äetueUkan Werkh von r Bis z^^ denn es ist 

:2t {z^z^y = (&«+Ä^ = ®«-f®i^+r c= &z^r: * . 
also kann es in (2.) nicht mehr als ^ ^ s: fserwhiedene Werthe von r gebfw? 
und «{/^ vefsohi^enen Werlfaa von r, welche es giebt, finden sich aus (2.) 
schotte ivienn mm. 4em ^ Ui (2.) 4ie ^(pz Werthe von z^::>0 nnd <: ^« ^^1(^. 

JB. Nun seien ar^ und Xt zwei beliMge Werthe von x in (2.) , h^iflß 
au» den. JKaUen «^ und b^da <Ü^* Gäben diese beiden Wertiif von x 
einen und denselben Werth von r, so dafs ^ 

23. o:,^ = ©ÄT+r 
wäre, so mOfste gemafs (22. und 23.) 

: 24. x^ — xi = @« oder 
25. (^i4-a?2)(Xi— a^a) = (Bz =r 
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sein, also mfifslen entweder ErstHck ^i-f ^2 o^^r iti^^Wi vbÜ p^ n^het^ 
oder es mflfsten Xu^eitens ^^^4-^2 etwa mit p* und x^-^x^ mit /i^'* auf- 
gehen, also a?|-j-^2 lind 0^1 — ar2 beide Engleich mit p^ so dafii 

26. Xy'\'^X2 = ®/f und 

27. X1 — X2 = ®/> wire. 

C. Hit p'=iX kann Brrtlieh weder ^i-f-^s n<>^h ^-^^Ts 4%diett, 
da ^Ti und ar, nach der Voraussetsnng beide <!i« sind nnd alM sow^ 
Xi'\-X2 als Xi — X2 <Cä^ ist 

H. Gingen Zumtens x^'\'X2 nnd ^x — x^ beide sngleioh ndt v auf, 
so dafs also die Gleichungen (26. und 27.) Statt fanden, so mflfste diesen 
Gleichungen zufolge, wenn man sie addirt und subtrahirt, 

28. *lx^ = ®/f und 

29. 'Ix^ = &p 

sein; also müfste, da p>2 vorausgesetzt wird, mithin 2 mit |i nicht auf- 
geht, Xi und J?2 zugleidh mit p aufgehen, folglich ixäiz=^p^ den StamäMhcnler 
p>\ gemein haben. Dieses ist der Voraussetzung entgegen, da ariimd x^ 
aus den Zahlen z^ genommen werdei^ollen , die mit z kmnem Stamratheiler 
>> 1 gemein haben. Also können in (25.) auch Xi-^x^ und d^t^-^^^^cht beide 
zugleich mit p aufgehen. 

.^ E. Es kann also Oberhaupt die Gleichung (25.), oder die (94.),:4it90 
(22. und 23.) nicht Statt finden, das heifst: es können keine zwei j^ssis:^ 
<i;^z deMelken Quadratrest r geben. Mithin sind die t^uadratreste n allen 
dcnr l^ner Zahlen z^ >^t) und <: \z venekieden, und folglfeh giebt es auch 
niebt weniger als ^q)z yerschiedene Quadratreste zu zi 9a e9 Um nach 
(A.') Iiuch nickt mehr giebt, so ist die Anzahl der QuairätreelS iai z^=^p'' 
aus den Zahlra z^ noth wendig ;^l^*crA 4?^^* 

¥.^' Es gfebt aber ^^sr yerschiedene Zahlen z^. Also ttufsf da die 
Hatf(f iBYon Quädraireete sind, die andere Hdifle nolhMreiidig AüdK^^- 
äratreete sein; wie es der Lehrsatz behauptet; 

O. Es ist ferner nach dein allgemeinen l^^mutfeöhen LehrsMee($. 87.) 
ftaje^ßs z^\ 
^r 30. **?^= ®Ä+1, 



)t . 



woraus 



«5*— 1 =*= ®* •*» 



31. («jr'+i)(«*''-i)«5i= ®« 

and Uer f(lri«[=B3(|p" i- , 



:>. 



^-r 
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.w 32. («Jr'-f-t)(»J?"-l)^®|»' 

folgt, so dafs also entweder EraiHek z^'-\-i etwa mit fg and «^-rt mit 

p*-', fol^cli^c^'-f^ ^"^^ «Jr*—'! beide mii p aufgehen mflssen, dergestalt 
dafs die Gleichungen 

33. «ir* + 1 = ®/» vad 
4*J , . 34. «*»'—! = ®p 

zuffleick far €m- wtJ dasselbe z^ Statt finden, oder dafs Zweitens enttppder 
is:^V-f i 01^ ^8^^""— 1 nut p^=^z selbst aufgehe mufs, imd dafs also 

35. entweder «f^-fl = ®a^ ;> 

86. oder z^^'—l = ®« 
sein mub. 

HL Das Erste, £16 «jT'-f 1 ^d «^'—1 beide zugleich iqit ;» auf- 
gehen, oder dafs die Gleichungen (33. und 34.) «ugleieh Statt find^, ist 
nicht möglich; dcvon diese beidien Crleidiungen geben, von einander abgeaogra, 

37.. 2 = ®p, ^ 
und 2 geht nicht mit p ailf. 

i. Es kann also nur das Zu>iMte Statt finden, nemlich entweder die 
Gleichung C^S.) , oder die Gleichung (36.) ; und die eine oder die andere mufs 
notkwendiff Statt finden, da die aus<,(30.) folgende Gleichung (32.) 9 aus 
welcher (35. und 36.) genommen sind, &r Jedes %^ nofkufbndsg j§ftatt^ Hat 

Abo ist fDr jM«^' ^f^ das i^st fOrßde za z=^p^ Ihdlerfreittde po- 
si^e Zahl 5r,, sie mag kiemer oder grüner als 9=ip' sein (denn tarsitte 
solche Zahlen gilt der allgemeine Fermatsche Satz (S- 37.)), entweder 
«J?'' = ®«4"*» ^^^ i»^'==®«r— 1, und felglich ist allgemein für jede be- 



liebige zu z thellerfremde Zahl tr^ <; oder >z, 

38. «Jr'' = ®ar+1 für « = />%• 
wie es der Lehrsatz in, (6.) behauptet. 

Dafs nicht die beiden Gleichungen (3$. und 36.) ffir ein- una das- 
selbe z^ zuffleicA Statt finden gönnen, ist offenbar, denn die GleichiiQgeiL^beii, 
von einander abgezogen, ^ 

if 89. 2 9>=.<^s = ®«P, i, 

und 2 geht sieht mit 41^ auf. ^ 

Su Nun erhebe ma«. die Gleidiqpgfd.), Üi weleher r einer der Qmär- 
dnOrettftnW^i^pi' M\ war Potekiz ^^v, so ergfebt sick^^ 
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Aber nach dem allgememen Jf^ermaischen Lehrsalze ist. fttr jedes zo z tkßiler- 

fremde ar==«,, j, . . ^ ., 

41. ar"" == ®« + l, 

also folgt aus (40.) 

©ÄT-f 1 = ®«4-r*y' oder ' 

42. H^--= ®^-[-^ . |i 

das halfst : für Jeden Quadrafrest r ist nothwendig H^^ = ® «: -|- I ; wie es 
der Lehrsatz in (4.) behauptet. 

tj. Es fragt sich nun, ob auch NicAfquadratreste w, w^'=^&Z'\'l 
geben können. Dieses wOrde der Fall sein, wenn die Gleichung (42.) für 
mehr eis ^(pz Werthe von r aus den Zahlen z^ >> nnd <Cz Statt fände, 
da es nach (-F.) nicht mehr als ^wz Quadratreste r zu z = p' gicftt. 

ilf. Es sei p^ eine beliebige, etwa niedrigere^ Potenz Von p als ^^p' und 

43; ;^» =:'»y.-,' " ^ ■■ 

Ofe'SEti diesem y^= ;>* theilerfremden yj' 'ÄaMlfc-y" >() *iid <t2i** rfnd alle 
diejenigen aus der Reihe 1, 3, 3, 4, .... y, die mit p nicht aufgehen. Ihre 
Anzahl ist nach (§.81. 7.) ^ '*' " 

.; 44. q>y M p^\p.^i). - 



i ■ • J 



■—1 . 



iV* Es sei femer '^ 

45. < =fi*'*^ «ü /i**/ .t ..' ■- ,'^,... 

eifli^' um |9» MfAd!^0 Potenz Von /r als y. Die sn' diesem <!?^^;»^t"'. theiterfiraiH 
den ^rZablen /, I>0 und <it sind MlNspnn^ ^e iiMgeiiigeD; mu|der Reihe 
1^:9^3, 4f . . < . ' (=/'"*y)9 die mit p nickt ^ufgwhen^. %^ AiusqU ii^t.piich 

46. ^t = p'^-\p-i), :/ 

also p"^ mal so grofB als die Zahl yy (44.) der vol r^fp/»* Iheilerfrenijden 
Zahlen >() und <y., so dafs * 

■47. ipt = p^(py ' , ;■ ;^...^^j^^- . ^.^ .^ 

ist. Isabel werden alte die Zahlen i^ >^0 und </ durcn ' ' 

j^ 49. n = 0, 1, 2, 3, p'^.fr-.i^':' /••. .:,:!;;»;; .. 

iit, und es giebt keine andera 7^. Demi' alfgemein drOckt nyirf-r» wo r >>o nnd 
<<y ist, mit denWerthen (49.) von n alle dieSahlen HySiil^iA, Uhk* t <ihBe 
AM^aiHae. wig, uid dpLUun die ^ i^ ,(4i90 flf^l^Mg^t.ilj^siilJ^n ^n sollen, 
welche mit p niobt aufgeh^o, so }uim..r.}l''.^yisT W «Ijf Jen%«».t?!^W«« x:>.0 
und <:>' bfceichnen, welclike-init p ^lekf «NfiM«*« ffllso nur die r«: dran 
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gisgtf in iiy^-fr> -^ tnit fr aof, so wflrden andi dfk diirdi »y^T ^^^edrack- 
ten ZttUioD «tlbsH. W6U y^f^ müi p aufgeht ^ imeh p lhlHbar«%ein; imis f^ 
nicht sein soU. Ferner giebt es auch eben deshalb keine andern (^iWBiter^ 
als die^ welche (48. und 49^) ausdrOcken. Denn gfftbe es andere, so könnten sie 
durchs itvrf ^unr^nn iBknagedrüokt werden, wenn darin r mohlmehr wie y^ 
tixytz^^ ihfAe^emA wäre, sondern mit/? anfgiiige. Die»e mit eiaeai wMmir 
ausgedrückten fty-f ^ aber wQrden.mit p aufgehen und folglich keine t^ s^in. 

O. Aus (48. und 49.) folgt, dafe nicht blofs na% (47.) äberhaupt 
p"" mal 80 vide t^ als y^ versohieden sind, sondern dafi^..anch mjeäefn ein^ 
xelnen y^4.p'^ zu /siFp*^" thellerfremde Zahlen >>0 und < < gehSren; 
denn (480 ffi^^^ >^^i^ ^ vermöge (49l) p^ verschiedene. Werlhe Jiaf, fär 
«11- mi^d dasselbe y^, p"^ verschiedene t^,, 

P. Nun sei x irgend einea derjenigen y^, fiDr welches 

4 50. x^ = y*r^ = @r+i'^ 

ist, nnil-A nirgend eines derjenigen y^ für welches i 

51. X*^^ = ^='®y-1 , 

ist. Eines ^der das Andere ist ttir Jedes y^ der Fall, so dafs x und X alle 

y^ >Ö uttd=<y fce*eiolineft. Denn da naeh(6.) ÄrJ'=Ä®iy+ | ftr <^^ 
ist, und für z=:p^ (1.), so ist auch für alle y^,* * >• -/- '" 

52. y^^®y±l l . ./ ^^ 
für y=i^* (43.). * 

Zu j>i{0m x=zy^ gehören nun nach (O.) /f* und zu Jedem A*^ y^ 
/v*" verschiedene Z^, die durch (48. und 49.) ausgedrückt wenden. Bezeichnet 
man dso ersterö dmiA x, letztere dmNA (t, ^o' i^ nach (48.) 

■■ ■■ ■' '''■■'• 58; T^r^^ny-^^xViiiA '■ 

54. a = ny-f-A, " '• • ■ ■ ; ../' •.•■■%:• 

und r und a bezeichnen nun zusammen alle voj^handenen t^. ' 

Aber eben wie nach X6) * x = jf\i.}, zf' = &z±l ist, ipt 

auch für / = ;>*+"*, ■ ,. •- ";.;:■ . ■' .. ..*■:! .i, >•: 



^^- '.^ÖÖ. ■ ^.»?F ®'±l5^ 



oder, da y/=|»'"^3r i^ (47.), ,,., 



57. f,^ = t^.t^,m^rk)^'^''^>^^^i^r^^^ .ir..i.v 



'.^ 
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, Giebt mann dieser ^ieidnmg den y^ reehterbaiid dfeWertfie x fB(K), 
zu deren jeim f^ versduedene Werthe Yon r^t^ gehören, '^ eiftllt nun 
ans (6Ö.) — » •! 

5a 1f*^=T*i^= ®y+(®y+l)^=t=©y-f.l . .■ 
für oA^ T =^y; und giebt man in (57.) dem y^ redits die Werthcf ^X (51 0? 
zu fielen jedem p^ yerschiedene Werthe von a -^xt^ gehören^ ee* giwt (51.) 

letzteres weil p dlfd folglich p^ ungerade ist. 

Es folgt also^ dafs alle die /i** zn jedem y^ =x gehörigen Werthe % 
von #^, znr Potenz ^(pt efhoben, ®x*f 1 ^ nnd alle die p^ zu jedem /^ = ^ 
gehörigen Werthe a von /^, zur Potenz ^9)/ erhoben, @y*^i geben. 

(^. Jene zu den y^=z x gehörigen Werthe t von t^ köniiib aber 
nur di^enigen t^ in (55.) sein, weldie seugleiek ^^ 

Ö60. ij^' = x*^^'= ®«+l • 

geben, und die zu den x^«»^^ ff^^j^en Werthe a von i^ nmr dS^mtigen 
t^ in (55.), für welche zugidth 



61. f}^' = 0*1^= ®/-l . ♦ 



•.'.».■■ 



ist: denn wAre es anders nnd z. B. nach (58. und 61.) »ufflach ftfc ein- und 
dassnbe t^ ^ * ».: 



* ri^'= ®y+l und 



* 62. 



so, mSfste, {Uns voip Andern abgezogen, .. v n'^ 

63. 0=@r-®/+2 . i*:V, 

sein, also mäfste, da y und ^ beide mit p ansehen, aofcdii^ mtjif an^hen; 
was nicht der Fall ist. Ani» gleichen^ GruiSde kann nicht nach (59 und 60.) 
zugleich fär ein- und dasselbe /^, 



t^ r= <Sr- 4 nnd 



t • I I ■ 



64. <1.~- - - 



•■.|;! 



sein. £s kann also nur für ein- nnd dassi^ibe /^ zuglaeh, '\ 

' 65. /,»»' = ®>.fl iiiB* <*^ =*'©#+ K^oder 

66. /J*'=®>--t nnd /*^' t^i '®i_i.f ^\ "' ^' " ' "■ 

sein. Und da nun die Werthe -rvoil t^ nadi^llSC) T*<^ = ®y f 1 und die 
Werthe ovon l^ nach (59.) o«<^ = (^y-l Jjiiin «iiilii itttf SW» «ndfefc, 
was die Gidriiungen (60. nnd 61.) «nsdrficken. ^^ ^'' 



• 
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Es folgt demnach,* dafs nur diejenigen Werthe % von t^ , weloke nadh 
(48.) za den y^^x (5ft) gehören, t^^=&t-{-i^ mid nur d^jenigen 
Werlhe a yon Z^, welche nach (48.) zu den y^= k (51.) gehören, 
t^* := ® / — 1 geben können ; wobei zugleich die z und die a zusammen die 
^ämmÜicAen Werthe von /^ sind. Und da nun zu jedem y^=^x und zu 
jedem % = ^ p"^ verschiedene Werthe von t^ gehören, so folgt, |laii es 
fT mal so viele Werthe t von t^ giebt, die die Gleichung (60.) erflillen, 
als y^^^x vorhanden sind, die der Gleichung (37.) gemg^thun, und /?*" mal 
so viele Werlhe a von /^, die der Gleichung (61.) genugthun, als eB y^ = l 
giebt, die die Gleichung (51.) erfüllen. - 

Man wird demnach die Anzahl der Werthe r und a voti Y^ finden, 
wenn man die Zahl der Werthe x und l von y^ fQr y='p^ für irgend H 

einender tA von k kennt; man darf den letzten nur mit /?*" multipliciren. 

R. Für Ä = 1 in y = p^ (43.) , nemlich für 

p 67. r =V> "»^ 

ist aber die Zahl der y^z=x und der ^9=^^ welche x**^ = ®y-|-I und 

Aiy?=— @y — 1 geben, wirklich bekalmt. Hier ist nemlich ^<py =^ \(pp = 

^(/>— l);fralia Quadratreste r zu p geben nach (§. 49.) r*^''^*^ = @/i -^ 1, 

und alle Nichtquadratreste q zu p geben (^^^"'^ = (3p — 1. Also sind die 

Quadratreste r die hiesigen x und die Nichtquai^atreste«i|^ die hiea^en L 

Sodann ist nadi (§. 45.) die Zahl der Quadratreste der Zahl der NicAtqiiaArat- 

reste gleich ^ also die Zahl von beiden \{p — 1). Folglich giebt c^ f ftp kjs^ 1 J^ 

\{p — i) Werlhe x von y^, dip die Gleichung (50.), und ^{p—i) Werthe 

^ von y^, die die Gleichung (51.) erfüllen. 

Demnach giebt es denn also fflr m 

68. ii = ;»"+• (32.), 
da jeUt in (45.) ^=1 gesetst worden ist, vermöge CQO^ 

69. ^(p- l).p" Werthe t von f, , für welche t^ = @t-\-l ist (6i»>i»aMi 

70. i(A»— l)./»" Werthe a von /, , für welche t^ = ©/— 1 ist (61.). 

jS>. Man setze nun in (68.) m-\-l = e oder tn = e — 1, so g^t t (1)8.) 
in z (1.) Ober ^nd es folgt also aus (69. nnd 70.), dafs es 

71- UP—^)'P'"^ Werthe von «, giebt, für welche a{" == @« -f i , uad. 
72. i(/»— l)./»*"' WertJie von «,, für welche z^' = &s--.i ist. 
Aber weh (§. 7.) ist -^f' • 

73. ' i(;»-l)|»'-» *= *y/»* = i^.- ^ .. 
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aW gitfbt es nach (71. nnd t2.) 

74, ^(pz Werlhe von z^^ für welche ^'^=&te-\-i^ Hnd 

• 7«. ^(pz Werthe von ar^, fflr welche ar^'=:@ar — 1 Ist. 

T. Nun war nach (-K) ftlr sämmtÜehe Quairatresle r=zz^. 
r*^"==5:(^a:4- 1, und die Anzahl der Quadratreste ist nach (jK.) =^cp«: 
ako^fo%t schliefslich ^ weil von den Oberhaupt vorhandenen ^ir Werthen von 
t^ diir noch die ^(pz Nichtquadratreste tbrig bleiben, dafs fBr Mese, ge- 
m«fs (75.), z^^ =^52: — 1 ist. Dieses ist was der Lehrsatz in (5.) behauptet. 
U. a. Übrigens, wenn eine zu z theilerfrenide Zahl ^s^,, , die grOfser 
als z ist, ein Quadratrest \wl z sein. soll, s» kann siä nur durch 

76. z^ = (&z\r 
* V ausgedrflckt werden, wo r eine der Zahlen «^^ > und <C. ^ und Quaäratresl 

^ zu z ist. Denn gesetzt x sei die Zahl, welche den vorausgesetzten Quaaratrest 

^9 giebt, so mufs 

•^^■- 77. x" = &z-\'Z^ * 

sehi. Wäre nun in (77.) z^ nicht naA (76.) =@«-f-r, so könnte nur 

78. z^^&z-{'W 

sein, wo w eine der Zahlen z^ >0 und <Cz und MehtquaAr0test zu sr 

iiÄ. Dann aber wäre in (77.) 

und^ es gftbe also eine Zahl x, deren Quadrat zu £^ den Nichtquadralrest w 
y liebff; vraa nicht sein kann. 

• ^ ö. Eben so kann eine sn i8r theQerfremde Zahl z^ , die gröfser als « 
ist, wenn sie JSIifghtquadralrest zu :^ sein soll, nur durch 

80^ z^ = ®z^w 
ausgedrückt werden, wo w eine der ZahlMi z^ >>() und <iz und Nicht-- 
(piadralrest zu ar Ist. Denn gesetzt es wäre nicht wie in (80.) %^ =? &z -\- ir, 

so iMMe nur 

81. z^ = &z-\^r 

sein, wo r eine der Zahlen ^^ >>0 und <C«; und Quadratrest zu e ist. 
Dann aber gäbe es nach (o.) eine Zahl or^ "Tür weldie 

82. x'^^^z^z^ Y\, 

isrund z^ vrite also nicht Nichtquadratrest zu s, sondern Quadratrest; 
^ gegen die Voraussetzung. ^.v^- 

c. Also a//^ zu 2r theilerfremden Zahlen itr^ !>^> welche ifuaitnd^ 
' . . r««/« zu z sjpA^ werden nur dnrok «, «=s@«-pr anftgedrflckt, wo r ein 
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QuadraireH va % und <!« «fit, und alle su i^r Ijikeilerfrerod^n Zahlen <r^j>ir» 
welche Nickiquadra/reste «n itr sind, nur durch 0^ «bQ«?-j-|0^ wo m^ mn 
Nichtquadrairest zu z und <<^ ist. 

Nun ist aber ^ 

83. i^jT* = (@i^-f r)*^* = Qyz^r^^' jund 

84. ^5"' = (@^+tr)*^* = ©ir + u^*^*. /^ 
Setzt man hierin (4. und 5.)? so ergiebt sich 

85, z^J''=Qia-\'&Z'\- i = @sr-|-l für die «^>5r, welche Q^mdratresie zu z sind und 

86. z^J^==&Z'\-®z—l==&z—lfürd\ez^^ZyWelcheNichtquadrafy'e0k zu« aind; 
und folglich gelten die Gleichungen (4 und 5.) auch fOr die r und w, welche 
gröfser als z sind. 



« 



^Beweis von IL F. Wäre ein Niehtqtiadratrest w zu p nftÄl 
auch Nichtquadratrest zu p% so könnte er nur Quadratrest zu p sein, denn ^ 

f heiter fiig^d auch zu p' ist jedes zu p tVeilerf^euüfe tr. Es morste aTHb 
dann eine Zahl x geben, fSr welche ^ 

88. x"^ ©p'+ir 
wäre. Di|se Gleichung heifst aber eben so viel als * 

89. x^ = ©p-f-M?, 
denn &p^ ist immer ein ganzzahliges Vielfache yitp. p. .^Ji^ w8re nacb |^.) 
w nicht ein NSeAtquadratireet, sondern ein Quadratrest zu p; gegen^^ Ytur- 
aussetzung. Mithin smd alle Nichtquadratreete zu p auch zugtÜ^h, JVj^A£- M 

fHadratreste zu p% was zunächst (Ü.) behauptet, 

VF. Fflr jeden Nichtquadratrest w zu z=zp^ is^nach (b.}. .^ 

90. tr*^*= ©«— l =*0p^— 1, 
oder, da nach (§. 81, ?•) iy^==^ip*^*(;>— 1) ist und ©p* auch durch &p 
ausgedrQckt wird, * ' 

91. ti^ii*^-^') = (5jp — 1. ♦ 

Wäre nun w nicht ein Nichtquadratrest %n p, so müfste eis ein 084pk 
dratrest zu p sein^ denn thei(erfremd auch zu p ist jedes zu p'^ thei%r- 
fremde w. Dann, aber .wäre nach ( §. 49. 1 .) 

^ 92. w^f^^ =^ ©p>t. 

Dieses zur Potenz p'~^ erhoben giebt 

93. ti^*/>^'> = c@/f+iy = @p+l 
statt dafs nach (91«} ^tr^"^^) = ©» -sdl ßpbi solL Ai|p ^im 10 wpht <^r 
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drair^st sn p sein, ond folglich ist auch vmgekehrt Jeder Mchf^/uaäratretl 
w za p' auch NitkUptmdratrest zu p; wie es ferner (II.) behaaptel. 
X a. Die beliebige Zahl Z werde wie in (§. 96.) darch 

** 94. Z = 'r.p\\p"^.p\' ....p'f 

ausgedrfickl. Es sei w einer der Nichtquadratreste zu p, und <Cf'i* AIs- 
dana sind nach (V. £•) auch alle durch 

95. W= n^Pi^^w 
ausgedrückte Zahlen^ wo iii eine ganz beliebige ganze Zahl ist, tiichtquadral^ 
Teste zu pi. 

Die in (IL) bezeichnete Grö&e P ist hier 

96. P = 'ip^PiP^'P^, 

denn sie soll das Product der ersten Potenzen aller der Stamnfactorep sein, 

^ d|e Z (94.) noch aufser pi enthält. Diese Gröfse P ist zu pi tkeilerfremd, 

denn sie enthält den Stflmmfactor Pi nicht. ^^ 

b. Nun setze man wtllkürtich die Gleichung 

• 97. IF= ni/^,+|0:(95.) = n,P+l, 

welche 

98. n^P = üi/^i-f ti;— 1 * 

gfiebL Für djese willkürliche Gleichung findet nach ($.34.), weil P und 
Pi iheäärfiftmd stöd (a.)? für n, immer ein ganzzahUger positiver Werth 
>> und ^ pi und für n^ ein ganzzahliger positiver Werth >> und <! P 
Statti AßO ist tt,/9| immfer <l.Ppi and höchstens =(!' — l)pi, und folgKch 
ist in (95.) IF höchstens =(P — l)pi-{-Wf mithin, da to<C.pi sein soll, 
W<Pp, und fbllsUch jedenfaUs 

99*. ir< zf 

denn Z (94.) ist vermöge (96.) = Ppi . 2**"'.^!'"'.^^"' .... ^•'•"'. 

gC. Nun soll vermöge (97.) zugUUsh 

100. ir= it^/fi + i/^ und 

101. »r= iiaP-f 1 flein. 

Aus (100.) folgt, dafs W nicht mit j9^ aufgeht; denn w<iPi geht 
damit nicht auf, und aus (101.) folgt, daft W mit keinem ^det Stammfactoren 
>i vonP aufgeht, die alle die übrigen Stammfactoren sind, welche Z noch 
aufser pi enthftlt, denn 1 geht mit keinem diesw. Factoren auf.' Also folgt 
aus (100. und 101.), dafs fV mit keinem einzigen der Stammfactoren Z> 1 
^vdn Z aufgeht und IMglich zu Z tkmerfremd ist 
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^ Nim kanB JV kein Qmadratrest wu Z sem. Denn wAre dies der 

Fall, so mflfste es eine zu Z und folglich auch zn pi tkäl^rfrenide Zahl x 

geben, ffir welche 
. 102. x^ = @Z-[.ir >^ 

wäre. Diese Gleichung zur Potenz ^(p—i) erhoben, giebt 

103. xP-' = (®Z+»r)*^«-^> = @Z+FFi^p-^ 
oder, da @Z vermöge (94.) auch dorch ®pi ausgedrflckt werden kann, 
^ 104. x^' = ©/>,+ W^^-'\ 

Aber W ist NichU/uadralrest zu p^ (^) , und für alle Nichtquadrat^ 
resU zu der Stammzahl p^ ist nach (§. 49. 1.} 

105. ir*<ri-i) = ®;f,— 1: 

also wäre in (104.) 

i06. ir^»-* = @/>i + @;>i — 1 = ®/ii— 1. 
Nach dem allgemeinen jFVrmafechen Satze (§. 40.) ist aber ffir alle mög^ 
liehen zu ,f\ theilerfremcjien Zahlen : -^ 

107. xP^"' = ®/>i+l; 
also kann W nicht Quadratrest zu Z j^n und ist folglich nothwendig McAl^ 
quadrairest^zu Z. 

e. Es giebt daher,, wenn /»^^einer der Stammfactoren zu der beliebigen 
Zahl Z ist, inunerZahlenir>0 nnd <Z (99.),4(Ue durc^lOO. und 101) 
oder durch (7. nnd 8.) ausgedrflckt werden , wo w einer der NicÜg^mbratr 
rest£ zu ^1 und I> und <C /i'i ist, die zu p^^ nnd Z zugleich NidtSjfi^adrat^ 
re0ß sind; wie es (II.) behauptet. 

F. Anmerkung« Zu erinnern ist, dafs die Behauptungen (I.) des 
Lehrsutzes nur ffir den Fall nothwendig gelten, wo Zj^ wie in, (1.) voraus- 
gesetzt,, irgend eme Potenz mit positivem ganzzahligen Exponenten von einer 
uMgermdeH Stammzahl p. ist, oder, was dasselbe ist, nur den eine)| Stamm- 
theiler p>2 hat. Denn hätte z mehrere solche Stammtheiler, oder aud|, nur 
den einen Stammthailer !2 , so wflrden diejenigen Schlösse in ( A) ui^d weiter, 
bei weldien vorausgesetzt wird, dafs p eine Stammzahl >> 2 sei und z nur 
diesen einen . StammdieUer haben solle, m^ht Statt finden. ^ 

§. »8. 
Lehrsatz. 
• W^nn M-'JSar GIdekmg 

• 1. z = 2" 
m eiH^ Mieiige p^äth^ gamme Zahl ># iäi tmd maarUzmekmt die zu 
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I thmkrfremdBH Sl^hkm y>0 tmd <;b^ wHchä Met die sämmtHck^n im- 

geraden 2M|||^ 

2. 1, 3, 5, 7, 9, ... . ä:— 1 ^ 

sind, wi$ immer durch z^, ihre Anzahl durch (pz^ so ist für jedes m;;^! 
und ßr Jedes je^, sei es Quadratrest oder Nichtguadratrest «n x^ 

3. zf = ®z + l; 
Ulf/ der einzigen Ausnahme der Zahl 

4. £y = 3 /ör in = L>, also für z = 2' = 4, , 

/Irr welche 

5. zjT = 3' = ®«— I wl. 
IMichtquadratreste zu z = T^ giebt es übrigens itnmer, für 

jedes in> 1. 

Beispiel. Es sei * 4 

6. m=4, also ar=o*=t6. 

Dann sind die zu z tläiilerfremden Zahlen >>0 und^<!tr folgmd||& 

7. z^=: 1, 3, 5, 7, 9, II, 13 und 15, ^ 
und ihre Anzahl ist ' 

8. y z = 8 , also isl j^y ar = 4. •* 

Nun flndel sich 1*=®. 16+1, 3^=81 = ©.16+1, 5*= 25*== (®. 16+9)' 
= <&.J6+81=*iS.16+», 7*=49'=(®.16+l)'=i=®.16 + i, ^=«1* 
=x= ((9.16 + 1)'=®. 16 + 1, 11*= 121* = ((0.16 + 9)^*=®. 16+81*= 
®;16+-4S" 13*=169* = (@. 16 + 9)*=®. 16+81 = ®. 16+1, 15* = 
(®.16 — 1)* = ®.16 + 1; der Gleichung (3.) gemftft. « 

Dafe nach (5.) 3* = ®. 4 — 1 sei, ist offenbar. 

Die Zahlen (7.) quadrirt geben der Reihe nach 1*, 3*, 5*, T% 9*, 1 1*, t»*, 15* 
= ® . 16+ 1, 9, 9, 1, 1, 9, 9 und t , also sivd hier yon den Zahlen 9^ C^O nr 
die beiden 1 und 9 Quadratresfe, die übrigen 3, 5, 7, 11, iS'^ind^fS $M 
Nichtquadra/reste. 

9^ weis. A. Dafe znerM die 4Br^ hier alle die ungeradem I^Men (d.) 
sind, ist leicht zu sehen; denn tr >= 2"* bat ; nur den einen Stamnfliailer 2, 
und diesen hat keine der ungeraden Zahlen (2.); also sind 4M iniiMdiat sldim^ 
lieh zu z = 2'^ theHerfremd. Es giebt aber auch keiniß^ aindem %^. Denn 
andere z^ könnten nur getade Zahlen sein, und alle diese gehen mit des 
Stammtheiler 2 ven z = 2'^ auf und sind fo]^Gl|»jrB=2?,iij||AJ^i^^ 

B. Für f/i = 2 , also « s=: 2' =;= 4, gfebt es nur die beiden sn z thei- 
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hter==2, foljj^chist iy«= 1, und i^= 1*== 1 erfflOt noch die GleichiiBg (3.>', 
Morgen 3 giebt 3*»' = 3' =3=i<Sar— 4; gemäfs (5.).^ * 

C. Da hier z^ nie etwas anderes als eine un^Sfade Zahl sein kann, 
siMikatan jedes «r^ fdr Jede» m dnrch ^ 

9. e^ = 4n+l = 2\n±l 
aosgedrflckt werden (§. lO.)- 

Quadrirt man die Gleichung (9.) wiederholt, so ergiebt sich, sie selbst 
hinzug^chrieben : , 

z^ = 2*.»±1, '. . 

«»' = {T.n±\f = 2*.n + 2».n4-l =®.2'+l, 

10. { «»' = (®.2»+l) = ®\2«4-2@.2'4-i = ®.2*+l, 

«'' = ((Sj.2*-f-l)=®'-2''-]-2®.2*+l=®.2*+l, 

Bei jeder 4toeueii Quadrjriuig kommt ©mal die zugeäövige Potenz von 2, 
2 mal genommen vor, und dieses Glied bestimmt die Potenz von 2 zu dem 
neuen ®, die also um 1 höher ist als die vorigen. Andrerseits steigt bei 
jeder Quadrirung auch der Exponent der 2 in dem Exponenten von z^ linker- 
hand ebenfalls um 1: abo steigen die Exponenten der 2 rechts und die Ex-* 
ponenteh der 2 in dem Exponenten von z^ links stets um glmch viel, w^tbia 
beide gleichmäfMg, z. B. durch k Quadrirungen um k. Nun ist in der ffgioeiten 
Gleichung (10.) der Exponent 3 von 2 rechts um 2 gröfser als ^ Expo- 
neÜ 1 der 2 in dem Exponenten von z^^ . Erreicht also der Exponent der 2 
rechts die Zahl m^ so wird der Exponent der 2 in dem Exponenten der 2 
von z^ links die Zahl m — 2 erreicht haben, und folglich ist allgemein fdr 

jedes Hl 

11. 55p=®.5m^, 

Aber 2*" ist z selbst (1.), abo gieliir (11.) 

12. «p* =^ (»z^l. ir 

D. Nach (§.81. 7.) irt aber 

18, (pz =i= 9) -2"* = 2—M = 2"^V ■^■ 

abo bt ' -^ „. ^ 

14. i(pz = i.2*^' = 2•"-^ ^ 

Es ist demnach, (14.) in (tS.) ^gese»it, 

far jedes z^ und jedes #/»>>!; gemäb (%> ^ 
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£?. Ausgenommen ist indessen der Fall m=:'i. Für diesen gilt nur 
die erste GleibbSjfj^ (10.) 9 und diese wird auch für z^=i und 3 geliftrig 
erfildlt; wie es sich in (B.) aeigle. 

F. Dafs es zu z = 2*^ immer Niehtpiadratreste und mi^^deUgns 
\q)Z Nichtijuadratreste unter den €pz Zahlen c^ >>0 und <iz gebe, ist 
(§. 90. VI.) gemäfs. 

§. 99. 
Lehrsatz. V 

Man bezeichne wie m (§. 92.) das Pro du et der säfnmtticAen zu 
einer beliebigen Zahl z theilerfremden Zahlen ;>0 und <Cz durch Z, 
durch p eine beliebige Stammzahl >> 2 und durch e eine beliebig ganze 
positive Zahl. Alsdann ist 

1. Z = ®z— 1 für z = 4, z = p% z = 2p% and 

2. Z = ® z -f 1 für jedes andere z. 

Dieses ist der verallgemeinerte fVils%nsche SaA (§• 48.). 
Denn für den besondem Fall e=:l in z== p* (1.) ist er es selbst 

Beispiele. 1. Für z=^^ sind die zu z theUerfremden fahlen 1 
und 3, und Z= 1.3 = 3 ist =©«— 1; gemäfs (1.). 

2. Für^|> = 3, fi = 2, also ar = ;i' = 9, sind die znz theilerfrem- 
den Zahlen 1, 2,4, 5, 7, 8, und es ist Z = 1.2.4.5-7.8=2240== 249.9— l 
= ®ar-in; gemäfs (1.). 

3. Für />=3, «=2, also z=2p'=i8, sind die «u z the^r- 
fremden Zahlen 1, 5, 7, II, 13, 17, und ihr ProductZ ist =85085 3?*47Ü7. 18—1 
= ©« — 1; gemäfs (1.). . , 

4. Zn z=l5 sind die Zahlen I, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14 theilerfremd, 
und ihr Product Z ist =896896= 59793. 15 + 1 =®i^-:f-l; gemäfii(2.). 

Erster Beweis. A. Nach(§. 92. 4. and5.) istZ:» @s^^l. wem 
die Anzahl n der Werthenpaare von w, die der Gleichung 

3. x^ = ®«+l 
genugthim, ungerade, und Z=®iBr-fl, wenn n gerade ist. 

B. Es sei nun nerst z = 4 (1.)^ so ist, dieses z mit dem (§#94. 1.) 

verglichen, 

4. fn=:39 ^=0^ .. M • 

also fOr diesen Fall gemäfa (§. 96. 5.) n = 2^ sc 1 , mithin n ungerade g und 
folglich Z=:®ar — 1; gemäft O^ r. * 
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C Es sei zweitens z=p' (1)^ »o. ist, .dtesef z mMtm (S^96. 1.) 
verglichen, < 5 . :. „, === 0, >= I , 

alätf'fflf JBesen Fab^'gemäfs (§I9i6);'ä.> >i»==^!!2<^=1, nrithin 'te ttled^irtim im^ 

>«r«^«iihd folglich \Z5=®*—ii geiiaäfs(l.). 

D. Es sei drittens ^ = 2/^' (1.)) so ist, dieses z mit dem (§. 96. 1.) 

vergUchen, g, ,i,=^i;>=l, 

also Ur diesen Fall' gemfifs (§. 96. 4.) n = 2^ = l, mithin n abermals un- 

gerade und folglich Z = (Sjar-7l; ^gemafsXlO* 

E. Alle ancleruL ar.als ä: = 4, /^' und 3/?^ (1.) sind in folgenden 
Fällen oegriffen: . ; 

a. tn = 0, V== 2, 3, % '..". !, «nd fflr diese FflÜe ist nach (§• 96. 3.) 

7. ii=2^^»>'--, tiüHn n 'mimeT gerade; 

b. w = 1 , ^ = 2, 3, 4, , und fflr (diese Fflllö ist nadi (§. 96'. 4.) 

• c. »1 = 2, ^t=l,2,3, , und för'diöse Fälle ist nach (^96. 5.) 

9." « = 2'.». 3*- • • -j als» n immer ^«ra</«; 

rf. in > 2 i jdt ss=: 0, 1 , 2, 3, . . . . , nntf für fi^e Fälle ist niich ('§: 96. 6.) 

ia. i»=2''»'»'-Hal*of nimmer ^«rÄd«i ' 
Also i^Vffc'olfe'iindertl * ds jrti=i«;>' nrid^/»*; Z=^®«^-lj geniäft(2.y ' 
Zweiter Beweis. F.' Man-'s^tziri wti^ f^ ($. 95.) den af(^««i0fn0M 



Aüsdrock von ar, £j ' '" J n*» >;''L«, 'J. 



„. ./Öv « r= 2?".. K',/>a'.ft'.. ..',]»*'.-_, 

FOr ieden JVt«A^a<^ra/4Vs(; fr ftjiL « ist na«^ i.%'ß^ 7.) 



,, ,^ , . ,. 9. ,^,=;;=/(S.Sr.TK<0»?;%. i,., , •,, • „....., 
E^ ;kon||imt also nnr jdaraaf an« i/va^ ir**'^;,far,,,4J^ vfrschi|Bdeiiieii Zusanunenf 
selzungsarten von z ist. « . ' . ' > ; i 

G. Erstlich. Es sei in> (8.} 

10. »1=1, ^ = 0, , nIsQ ,hl<M]? ,fSi,=^2,^; ,,, 

Hier giel)t es nur die einzige zu |9:.:tbeitpRfi'efide.<ZahI z^==l'y also iA auch 

Z.=:J und folglich. I ' ,i .■•,. ,-, v; ü-, *//;-.-,. .;.•, .:.; 

11. Z=@«-jl! für «=5. 

H. ZweUens. E's sei*Mn (8.;) " '- . c 

■'■"" '•'■■ ■^■■•^■'l0i''';W=i=y,;-iii=^'ö-- ^^^^^ 

Hief'^eBt es hur Mfe' ^w*«! 'io '^"^h^ftörfremden Zahl^fa Ä^i^l und 3 >«(]i 
' «>-=-ai80 'ist Ä-^''t .'3U'3"^-^4^'t öüd' fol^cK''"' -' ' •• = ■ ' '" 
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L DriUms. Es sei in (8.) 

14. w>2, /t^ = 0, also Ä = 2'". 
NinnH mw ans dra su 2r theilerfremde« ZaUen ^^ >> und <C ^ irgend einen 
McAtqvadratrest w, deren ea nach ($. 98.) immer ^iebt, so ist nach (§. 98. 3.) 

15. w^^^ ^x+lj 
also ist für z = 2'^ und m > 2 gemäfs (9.) 

16. Z=®5r^-®ijr + l für jedps «i>2 in « = 2'". 
JC Viertens. Es sei in fS.) 

17. t» = 0, /^ = I , also « = />^ 
Nimmt man hier wieder aus den zu z theilerfremden Zahlen z^ '^0 und <C z 



irgend ein Nichtquadratrest^ deren es nach ($. 97.) immer ^92: giebt, so 
ist nach (§. 97. 5.) jg ^h>- = @«— 1 : 

also ist füir z=:p' gemftfs (9.) 

19. Z=®5r4-®ar— l=(Ste— 1 für jede Stammzahl ;i> 2 und jedes/ >0 in /i*. 

L. Fünftens, Es sei in (8.) 

20. iiis=l, 1^=1^ also z^=2p\ 
Es giebt nach (§.97. IL) immer z«l2;9^ theilerfremde Zahlen Wf die zu 2p' 
und ;i?^ zugleich Nichtquadratreste sind. Sie werden durch die beiden Glei- 
chpngra (7. und 8. §.97.) ausgedcfickt, und da das dortigQ JP in CS« 97. 8.), 
als. das Product der Stammtkeiler^ welche z noah aufser p hat, hier s= '2 ist^ 
so sind die u^ in (§. 97. 8.) immer ungerade; wie es auch nothwendig ist, 
da alle zu 2p^ theilerfremden Zählen, also auch die Nichtquadratreste^ da 
Theiler 2 von 2;/ nicht haben können "und folglich nolhwendig^ Mie ungerade 
sein mQssen. Unter den ungeraden Nichtquadratresten w zm 2p*' giebt es 
also geraäft (§. 97. II.) solche, die zugleich Nicbtqnadratreste zu p^ sind. 
Fflr diese ist dann nach (97. 5.) 

21. w^p' =1 ®/>'— I. 

Nun ist aber nach (§.81: 7.) ' 

22. \(pp'=:ip'-^(p—l)iinAnneh 4<^(2/fO±=|>»-'</>^l); 
also ist auch für das gegenwärtige z=2p% ^(pz=:^p^^p^l — = ^y^, 
mithin in (21.) 23. w^'' = &p^—l. 

Es ist aber w eine ungerade Zahl , also ist vermöge (23.) , was anck 
^€pz sein mag, &p^ ^noth^f endig gerade^, xinA folglicii, da^^^ immer unßeraü 
ist, was auch e sein mag^ ® no\hweudig gerade. Es mufs fiso in (23.) (g ^n2 
aufgehen, und folglich kann statt ^23.}. auch,, |fesch|^iebeii werden : 

24. w^^;^f=^ ®.2p'—i oder 25. w^* = ®z^ |. 
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Demnach ist gemäfs (9.) 
26. Z = ®ar+®2r— 1 =:®«r — 1 auch für «r = 2;?S für jede Stammrahl 

/>>2 und jedes ^>0. 1 

ilf. Nachdem bis hieher von den verschiedenen Zosammensetzungs* ' 
arten von z (80 die Fälle 

4^ = 0, in=l(6?0, »i = 2(Ä)9 m>2(/.) und 
^^- [^=1, m = 0(KO, m = l(LO 
durclufegangen sind , bleiben noch die . beiden Falle 
■ 28. /^=I9 »»^l ^d 

29. i«^ > 1 9 »» beliebig 
übrig. Sind diese noch untersucht, so sind alte möglichen Fälle berührt. Die 
beiden Fälle (28. und 29.) lassen sich aber wie folgt zusammenfassen. 

N. Seckstens. a. Nach (§. 97. 11.) giebt es immer, was auqh z (8.) 

sein mag, zu z theilerfremde Zahlen w (dort VF), welche zu z (dort Zr) 

und zu den Stammfactoren pi von z oder auch zu p[' zugleich Mcht^uadrat^ 

reste sind. . Sie werden aus den Gleichungen (7. und 8. §• 97. 11.) gefunden. 

h. Fflr eine solche Zahl w ist, da sie Nichtquadratrest zu /tif ist, 

nach (§.97. 5.), ^ 

30. w^p\=: <^p\*-\. 

Da die Zahl w t6i z theilerflremd ist, so ist sie es auch zu den an- 
dern Factoren pl' ^ pl% . . . . ;i>*^ und 2** von z (8.) , und folglich ist für sie 
zugleich zufolge (§. 97. 6.), w mag Nichtqnadrabrest oder Quadratrest zu 
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31. 
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=.(BPV 

.... 
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c. Nun ist für z (8.) ^einäfs (§.81. 7.) 

32. i9«=i.2~-vt'~^;»^^/'^"^.^.K':■''(>l-l)(F2-•l)(/»3-t)....(/»^-l) 



und 



ifp'i = ipV\Pi-i)^ 
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Ans (32. und 33.) folgt 

|iy^=2"V^V^^K~'•.••^'"•\/'i--lXl'»-Jx^4-l),.^.(/»^--l)xi9';»:^ 
4yar= K'"V^^p^^...;'^''"'(^-o(/^i-l)(^i-o•..(;»^-l)><i9''i'". 

</. Will man also aus (30. und 31.) wissen, was t«'^' sei, wor^f es 
m (9.) ankommt, so mufs man die Gleichungen (30. und 31.), also auch die 

Gröfsen ©ä'' — 1, ®/»a'±l, ©/»''il» • • • • ®2'" + l rechterhand in den- 
selben, der Reihe nach noch zu Potenzen erheben, jderen Exponenten in ([34. 

rechts) diejönigen Productesind^ ))relcbe^9>/i/, i<pP2% \9Pzf •••• i?^^"' 

multipliciren. 

e. . Diese Producte sind aber in den beiden noch zu untersuchenden F&Ilen 

(28. und 29.) imper ^erarf^ .fahlen. Denn in dem ersten FaÜ (28-^ /t = 1 , 

m > 1 sind jene Pröducle der Reihe nach 5'^-V [^^'^ 2^'\. ..... p^'Hpi— 1) 

und 2*"^* ist ^^raiw, wenn i»l> 1 (28.) isl'; desgleichen ist />**""* (iFi — l) 

gerade, weil ;t>| ungerade , ulso /^t — 1 gerade h\. Im zweiten iF'aU (29.), 

iti>>i und m beliebig, enthalten jalle diß Producte wemffstew einen der Fao- 

toren Pi—.l^ P^ — l.^ P9~^y •••.• P.fi—l^ ^^^ «Ue diese Factpren sind^e- 
rade, weil alle die p n^ch, der Yoraussetzung ^ui^erfKÜs, sind. 

lEs sind demnach äie Clröfsen rechterhand in (30. und 31.), um w*f 

^' ■ " ' 

zu unden, sämmtlich zu Potenzen zu erheben, deren Exponenten gerade sind, 

und daher giebt (30. und 31.) '^ ' j 

w^' == ®;»''-lf- 1 , 



- ^ 



• - : I >iJ. v. 



I .. 



yif' = ©2-? j-1. . 

f. Aus (35.) folgt nun, djBfs u>*?*—if sowohl mit p'i' , als mit p^*, 
pl\ .... /»'^ und 2"*, also mjt allen Fäctoren von .<» (8.) aufyeJken moft. 
Und da alle diese Fäctoren vbn 2f tmter sibB Iheflerfremd sind, so mafs nach 



(§.26.) fi?*^* — 1 auch mit «r>«/Ä^/ aufgehen, imll folglich w^' — i 

36. a^W*'-=®iii sein. 



&z oder 



, .j. -- -_ - T 
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37. 24a<^«Vf^'^eTfMtvk>k @s-f 1 fUr itt:t» 1 uBfLin >l, und far7(>l 

0. Zosammen hat sich, also in^ (11. 18. 16. 19. 26. und 37.) gefunden, dal^ 

38. Z = ® «— 1 ist für z = 2* = 4 (13.) , f =«= ^f (l!^0 ^^ » = ^K (26.) 

,,ß^9.,>,(Z=?= (^.^^-jf-l (11. 16.^u. 37.)^, wie ^.Ael^^ Itjet^salzin (1. ü. 2.) behauptet. 

\..'.: il<.^^ v^P^fl'Al'^M'. -P^i..^^?^ <%wei| . beruht insbesondere! auf den 

Siiapn, (§. ^.^y,ßb^^ni^,^Or der ' z^yiile Beweis .auf Q%,\^2. II. , 97. und 98.;). 

tz. 



lO-: 






•"■o 



ij 



gt^^edjrHekt tperden ,^ka^,. wo, die aä^mtUchen j) Stammzahlen 
und die e^Miebiße poßttivf.^anze Zahlen si^d* file zu z theilerfremden 
^^iafilen folfen wi^, ijf^vße^ ,d^ die Anzahl der^ 

jemaen von ihnen, tvelche >>0 umf <Zz eind, durch (pz^ äie Anzahl der 
Werthei^paare V9lf ?e..<Cz,' t<^/cAf «'^ Gleichung ^ 

"2. ■x''=,^.z+/.'.; ■ ■;; • . . ■■ , : 

aenuathun, wie oben. durch n« un4 4iß Anzahl der verschiedenen zu z 

I. Für Jedes z^^ . . 

il 3, , ,«|=,%-{=tj|,a,;,, :! o<fc!r)««o& . .4. z5r = ®z-fl; ... 
iro nach (§. 81. 7.) . ) , . . .i.,; 

. !&.i. 9)*=n,2'r7f.ipir!iji5^"'upif~'u «H>pjr~: (p,:^ij[(p2— :ii)(pi»T:)i), . .„ ö»^— I), 

««CA (§.96.) :: fn'^s'-» /!»• my=Ö «ftrf m=i; - ■' ü 

«iti »«<'« (§• 94. 4.) , y , : ^ ££ ^ 

,11 i 

Zu^or kann schon ^ne nocl^ nt^df\ßere ah die'ylvte Potenz von z^ 'zWt ^'^ 
den Res^.l lav^n^f ßfif^t J^ffpfflh S^bt diese Potenz den Rest 1 bis z. 

piases^-iet^eiiße If^^^^^ (u^; ire^^ man unlf, nähere BestuoF^ 
mung des verallgememer^ FArpkobe^ Q^.S1.')\ denn dieser sagt 

blofs aus, dafs :i\ i i ;i :^ ji iy^l^^^ji i 

nicht, daps schün nmk&.y^^^^'M^^XflisU 



' ••««': *•! 
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IL Eine andere solche Vereinfachung^ odernäkere 9^»tinmung des 
verallffämeinerten FermmUchen Satzes besteht darin, ,d0fs für jede» x >>• !2^ 
für weiches also ^q)z kein Bruch ist mnd für ^ede im einem solchen z theiler" 
f^emdeZahtz^, 9 ^Jj^^^^ij 

Ut, mit alleiniger Ausnahme 

1 0. der Nichtquadratreste zu z=2\ p* tind 2 p" ; ioetchei^ =*® z— I geben. 

m. Femer ist zu bemerken, dajfh für 'z=^"l\ p^ und 2 p* nur ein 
^nzigesPaar der z^>>0 vnil<Ci qüadrirl zu % den^ Rekt l Idfst, sb dafs 
^ == 1 ist. Hingegen zu allen andern zt> Tj^ebt'üs tnehirere und we^ 
nigstens 2 solcher Werthenpaare und n ist also >> 1. 

Beispiel zu I. In dem ersten Beispiel zu (§. 94.) ist i2:=:180, n=4, 
r=6 und 95? = 48. Eine der zo: i^' fheileifi^mdlE^ ZlUiUtt z- irt77: also soll 

nach (3.) 77^=77" = (S.180-fl «eii. Es ist, wie aus (§. 94. 23.) zo sehen, 
77'=®«-f 169; 169'oder77*=®«-|-12iri2I'o(r6r77»=®«'^61, folg- 
lich 77"= 7-/". 77*= (®«+6i)(^i4-l5i7='(^i'-f 61 . 121 = ®« + 7381 = 
® s; -{~ 1 ' g®i"&fs (30- Jedoch kann auch söhoVi leiife iäkätigefre" As die 2 v= 12te 
Potenz eines a;,, ®ar-f 1 geben. Z. B. '«, = o3 '^ieht nach (§. 94. 23.) 
53' = ®«-f 109, und schon 53*=®«^i(>9' giebl ®«-f i: PÖr *,±=71 
(§.94. 23.) ist sogar schon «^=b®ar-ffl 

In dem vierten Beispiel zu ($.94!) isi 2 = 120, ii = 8, v:^2 nnd 
g)sr = 32. Eine der zu a: theiterß'emden Zahlen 'arr&l 17';' also soll Bäd 

(3. und 4.) 17'^=17*=®«+l = ®120-|-lsein. Esist ir=^289=®ar4-49 
und 17*=®ar4-49' = ®«-f^401iäi®ir-}-l; gembfs ^.). Aber «, = 11 

giebl schon «J = 121 = ® ar-f-*' ..;,,. 

Zh IL und: III. Die %^ mit ibf^i Quadiptre^ten r ,nnd die 7« sind: 

11. Fflr ar = 4: jf^= 1,3; r,= 1, I4, , 9«.== 2, iy2;=l; - . 

(«, = 123 4,6 7,.,8 9 H 12 1314 16 17 18 19 21 2223 

12. Fflr«=5'=25=|>'<r = 1 49 16 11 2414621 19 lÖßl 6 142411 16 9 4 

(yj5=4.5 = :^Ö, |^«=-10; ' 

(»^=15 7111317, 

13. Ftir « = 2 .3' = 18 = 2;»' \ r. = 

14. fär«=2*.r=^ 



f/ 



.>' 



V... . 




'•'■•' '••;; f^*i4= 5v«'«**»»rj','- \|^v*K* 6; ■••■-•* 



1 7 11 p 17 19 23 294 V-A'» . . 
1 19,1 




15. Für« = 2.3.5 = 30 = 2pipj {r =119,-11919 119 1, 

•2,4=&«8i.J;l-^rtM«=\4vAv v:\uV. .\av.- 



f. iOO. F«nnl SQ'^ 2«. ^07 

der Quadratrest 1 dag«g€ki gfdM lif^t= ® sr-|-f ; gemSfit (9. und lO.}. Ferner ist 
die Anzahl n der Paare rm xy weld^e •ar^=&g -\ri geben, =1; gemflfs (III.)« 

Der ISlchtquadratrest 7 zu ar ^ 25 (12.) giebt 1^ = 7*" = 49* = 
{<^—\f==:^x^\'^iwQiiairatniaiL\ dagegen giebt 11>»=121*=^(®«— 4)* 
= ©« — 1024 = ®ar— (— l) = ffiÄ-|-l; gemfilp (9. und 10.). Die^Aizahl.« 
der Paare von ;f, welclfp^^',==.®iif-j-l geben ^, ist .= i • gemfifs (III.). 

DevNichtquadratrest 5 zu z= 18 (13.)^ebl 5*^'=5^=125=®Är^i; 
der Quadratrest 7 dag:egeif giebt 7^^343=®i-f ^ ? gemftfs (9. und 10.). Die 
Anzahl n der Paare von x, welche a?^ = ® a:-j-l geben, ist = I; gemlBfs (III.). 

Der Niehtt^alirafrist 3 zitz^'iS (14.) giebt 3»^'=3^=27^=(®5r-l)'= 
©«+1 und d€t(?iitf*rtoifl^e*^9gi6M*^^^^ gemafs(9.u.l0.). 

DieAnäsahl n derPaöfre von j?,welc^e^i?^®»4**8^©n,isthier===2; gemSfs (III.). 

DerNichtquadrattäitr zu if^30(16.) giebt7**'=r=49'=(®«-f 19)' 
= ®Ä+36I = ®55^i trhd iii* Onädräifest i9 giebt ebenfoUs l9»=^36i*^ 
(®Ä^-fl)'==^<S«-f-i; gemafs (9. und 10.). Öie Anzahl n der Paare von x, 
welche x' = ®a^+^ geben; iiit hfet wieder =2; gemäfs (III.). 

Beweis voh I.A. Nach (S:;«!. 7.) ist für jeden beliebigen Qua-- 
dratrest r zu ar, also für jedes r, welches der Gleichung 

16. ' z\ -^ ^z-^-r genugthut, 



17'.i .r'" = ®«+|, ■ ... 

oder auch, da ii9«b G$. 94. 4<> : ; : i > ■ a 

18. <pz = 2nv ist, 

19. > = ®«4-l. 

B. KinmH man nun von (16.) die ^ te oder die vle Potenz, so ergiebt sich 

imfl dles'es gAVl^rßdiiit'is^V Also ist; Veitai ihan (17. o. 1».) in (18; ü; 21.) setzt, 

22. z; = ®z.4-l oder 23. «2r=®«4-I; 

gemäfs (3. und 4.) im Lehrsatz. 

Beweis von iL "d Dte zu '« tbeiterfremden Zdhieli »^ sitad iänt-- 

vfeiier'Quadrdtreste'oAei'ffiihti^^^^^ " '' 

" W Eä bezeichne J!^«/ir<i^Jlf>^ ite'Qüa^äti'gite m den t^.,'^0 gTebt ' 

' ■ ' ' '24:' ■• •^» =^'"^*-f r ■ "'■ . • ';• " ' 

«i//'« Qtaadrätr^dte > 2f i^,''Üb rnaii izr^' hlfd s^ite Wertbe ddreUfttföti IdföC 

Nimmt m'k nüii ^ii' (211.) dte |.^M"Pötöit>; so' ei^^ebt ^<!h - ; ' 

25. a^' hp« as g»« = 0tg4 .r«f«. ..iji.u.i'i.: 
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Nach dem veraUgemeinerlen'F«r«t«l8irA«nLehnal2Q(§;87^>ist«t«rjf(hriii</e« «,: 

•. 2a. «;*==(&« -|- 1 i als« iBHiif((35s;>: ! •<• .vv • ../■-• 

27. Ö^«-fr»»*= (a«4t-l* uiid.dwanSif^lft: ;!. 

28. . r^f' =s= ®«4-l: ■ i::-: " ^ . ■■■'-.v,. . • - • ■ ;■■• 

also ist, erstlich, fuf jede» (e^^ts^r,; welcbe0i'eni.N|^«<ftra/r<«^'i« * ist, oAn« 

6. Es bezeichne Ztveithisiü die Mdhtquddrättesie zn 2:«, so ist nadi 

«■ 09 7 "4 ■• ' '■ ■ -•?!■■»• ^■''••v ■•,>••'.>.■••• A- • 

Nun ist nach (§.99. 1. luid?.) • , l. , , ..,.■: . ,<, 

31. Z= ©«- 1 fAr «?^2\.../?,^ nn4. J^f^^^Hnd- / , .., 

, . , 32. Z=^®«4-1 fQr><f^..<Mid^jT.e;..«>- ,.aJßO-w|,,w.öQ0 
, 33. (^z-^-w^^ =^ @»— 1 . für J|;,f;=;2V ,,/»; ,J/ii»d ' ?/?' :,: und 

" , , 34. ' @ « -h >' = @« 4- 1 , . für J««(<iy', an^p^..j^,.„,,,^ -. : • , . > 
baraas folgt für die fii^=FF;w, wdch^. 'J^iciti^Vikdrx^r^te ,}Vf^ z .af.^i, . . 
., 35, ■z^==(^zr^lifi3iv.fiif^;^uyfr'^j^ V «nd 

36. »*?*=®«-(-.I fflrjf«4« ««(ieije; «.. ^ , .. ., . 

c. Es folgt also, Easainmengfnoininenjius.(29.( 35. pnd:360r ^afs fOr 

alle zu « theilerfremden Zahlen 2^,v ■ , . i, :■ ., : 

■ 37.. .z^y^ ©Ä+l ■;.'j 

ist, mit alleiniger Ausnahme der Nichtquadrßtresle zu 2r=2^ p' und 2p% 
welche nach (35.) c*,^* = ®«— I geben; gemÄfs IlT* 

Beweis von III. D. a. l)9in2ic\i{ß.')kiTJeäes'i^\j,6hMM€Aumiahime 



.9^ .-< 



38. z; = ®« [:!, , 



5.) aber für ixe Nichtquadratresfe zu z=2\ p^imip'^' nicht )»*^-=®ar-j-l, 
i z^'^®z — l undalso eröt«^'=®58:4-iisr^^kö 



nach (35. 

sondern 

quadratreste zu;2r = 2\ f^^und 2;>\iflL,(38.) n. nicht gröfser. als 4. sein. 

. >b.. Für «J/e andern s:^ zp, j^dembelie|)jgßii/:r ist jdageg^n aac)^ (29* u. 36.) 
^*v-=@-j_|-l : also ist für alle IsXese z^ in (38.) ii wenigstens =2; gemäfs (III.). 

A n m. E. Diej enigen i^ , von welchen keine njeifri^ere als die 2 v = x^ le 

Ppt^n{^,;Bu 2:ien Best 1 lafst, .sind fiir beliej^iffe Zahlen z ^t^cifiti anders als, das was 

für Stammzahlen in (§. 57.) ^ft^pt8tatfim^i^Kf^fi^ gfi^^^ 

dern.^y sind Stanuawurzeln.|^.^^(/|^€T,^ ^^^^^^ 12 r> wenn jedesmal 

keine niedrigere als die Ate Pjptenz von z^ zu z de^i Best 1 läfst. Hieraus eröffnet 

sioj* fßipß.XJi^eqrie dQrStawm,\^HirzeJ^jfflr,4^^ i^^^ ^s einej;i:w;9iteniiig 

der obigen Theprie (§^,57. ^fcO.|pr|/S(a|^rfl5?Ä(Ä/i^^ (-l^i^^bjl^i^tj^l^r Fftjge yorr 

behalten. 






# 
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Tafel IL 

Selbige giebt die Reste r mt, tcelehe die verschiedenen Potenzen z^ 
der Zahlen z = 1, 2, 3, 4^ /. . . p— 1 lassen, wenn man diese Potenzen 
durch die Stammzahlen p von p = 3 öt^ p = 101 dividirt, also die r in 
z^= ®p-f r, nebst den zugehörigen z; desgleichen die Hauptstammmmrzeln 
Zp^i und ^e Stammwurzeln z^ aus 1 zu f für je^ien Theiler ^ von p— 1. 
Von p=:3 bisf==29 piebtsiedierunddiezßr A = 2,3,4^ 5, .. .. p— 2 
an, von f = 31 bis p = 101 aber nur /ftr diefenigen X, welche in p— 1 
aufgehende Stammzahlen sind. 



^ 



/» — 3 — 4n — 1 








r = 1 




Z « I, I 




«1 — Ö/'+l 




3 = 1, z, = 1 

• 

f 




/» — 5 — 4n + l 




«^ = ®p-\-r 




r = 1, 2, 3, 4 




A = 3, Z = 1 3 I 4 


b 


r = 1, 4 


'^1 


•' A = 2 , S = I, 4 2, 3 1 


•J 


«' — ®A»+1 


,r '-^ 


3 = p^i = 4, Za =, 2, 3 
* 3 = 2, z, = 4 
3-1, !SJ,^^ 
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Tafel IL 



4il — 1 



■■■. ^ 



V 



r* -.' '\ .vVI- . 



X = 



r = 1, 2, 3, 4, 5, 6 

5, ^ Z "si '1" ^ 5 2 3 ü 



»X * 



A = 2, t^ 3=. 1,6 3, 4 .2, I 



• i 






'. » » 









\ .' 



IV •••' V\ 



®/» + t ' 



. ^1 ■ 



■ »1 



d = 3, »a = 2;4 
J = 2, Sa = 6 

Ä = 1, 2, = 1 



W 



X 
X 

X 



= 3, 

= <) 



A = 2 



A 
A 
A 



4, 

6, 
8, 



A = d, 



|, = llf = 4n — 1 



&pr\-r 



r ^ 



s = 



i, 2, J^, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 

179538624 10 

i 8 # 9 4 V*^ 2 6 H 10 

1643 9 287 S 10 



r = 



z = 






1, 


3, 


4, 


5, 


9 


I, 10 • 


S, 6 


2,9 


♦, r 


3,8 


1, 10 


♦, 7 


3,8 


2,9 


5, 6 


1, 10 


5; 8 


♦,7 


'«,6 


2,9 


1, 10 


2,0 


5, 6 


3, R 


♦»7 



r = 



1, 10 

1, 3, 4, 5, 9 a, ü, 7, 8, MI 



'S 
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S = /»-l =10, 

a = 5, 
8 = 2, 
a « 1, 



®;> + i 



^3 = 



2, 6, 7, 8 

3, 4, 5. 9 
10 * 



i8, = 1 
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p^4,S\ =*i4ii-fl 



« 



k 
l 

X 

X 
X 

X 
X 



5, 

7, 

11, 

2, 
10, 

3, 

9. 

4, 

8, 



;i = 6, 



r 

Z 

z 

r 

z 

z 



r 

z 



■ \ 



z = 

r = 

z =• 

z = 

■ 

r =Ä 



1, 2, 3, tti 5, 6,. 7, 8, 9, 10, 11, t2 

1 6 9 IQ «-. 2 . 11 8 3 4 7 12 

1 11 3 « 8 7 6 6 A Ifl 2 12 

1 .7 9 10 8 II 2 6 3 « -4> 12 

1, 3, 4, 9, 10, 12 

J, 12 ♦, 9 2, II 3, lU 6, 7 5, 8 ' 
1, 12 3, lU 6, 7 4^ 9 2, 11 5, 8 

, I 

1, 5, 8, 12 

■4- 

i; 3, 9 7, 8, il 2, $, 6 #;'\Ü, 12 

• < 

1, 3, 9 2, 5, 6 7, 8, 11 4, IC, 12 

1, 3, 9 

1, 5, 8, J2 2, J, 1«, U 4, e^ 7, 
1, 5, 8, 12 4, 6, 7, 9 2, 3, 10, II 

■ 

U • ■■-:r 12 

I, 3, ,4, 9, 19, 12 ,2,^,9, 7, 8, U 



,* = ®^-fl 

b = p—\. = 12, a,, = 2, 6, 7, 11 
ä =i G,»;;-) a^ = 4, 10 

it ^-J = 4, j^ Sa = />, 8 

^ = 3, 2, = 3, 9 
a = 2, s, =12' 
a =1, 2, = 1 



,\ 



u 



■» 
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^ 
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/»=17 



4i»+l 



(^p-\-r 



■i: 









r a= 


1, 2, 


3, 


4, 5, 


6, 


7, 


8, 9, 


10, 


tl, 12, 


13, 


14, 


15, 


16 


X 


= 


3, 


s = 


1 8 


7 


13 11 


& 


14 


2 Ift 


3 


12 6 


4 


10 


9 


16 


l 


= 


5, 


2 = 


1 IS 


12 


4 3 


lU 


6 


9 8 


11 


7 14 


13 


5 


2 


16 


l 


= 


7, 


s = 


i 9 


11 


13 lU 


14 


12 


15 2 


6 


3 7 


4 


6 


8 


16 


X 


=r 


9, 


z = 


1 2 


14 

1 


4 12 


11 


lU 


8 9 


7 


6 5 


13 


3 


15 


16 


% 


^ 


11, 




i 8 


lU 


13 6 


12 


3 


2 IS 


14 


5 11 


4 


7 


9 


16 


X 


= 


13, 


•V' <•■• 


1 IS 


S 


4 14 


7 


11 


9 8 


6 


in 3 


13 


12 


2 


16 


X 


= 


15, 


x = 


1 9 


6 


13 7 


3 


5 


IS 2 


12 


14 10 


4 


11 


8 


16 








r = 


1, 


2, 


4, 


8, 


9, 


13, 


16, 


16 










X 


:= 


2, 


z = 


1, 16 


6,11 


2, IS S, 


12 


3, 14 


8, 9 


7, 10 


4,U 










X 


= 


6, 


z = 


1, 16 


5,12 


8, 9 6, 


11 


7, lU 


2, IS 


3,14 


4,13 










X 


= 


10, 


Ä = 


1, 16 


7, 10 


2, IS 3, 


14 


S, 12 


8, 9 


6,11 


4, 13 










X 


= 


14, 




1, 16 


3,14 


8, 9 7, 


lü 


6,11 


2» IS 


5, 12 


4,13 
















r = 


1, 




4, 




13, 


16 












X 


=: 


4, 


2 = 


1,4,13, 


16 


6, "7, 10, 11. 


• 3, 


5, 12, 1 


14 2,8, 


9, 15 












X 


"^ 


12, 


r = 


1,4,13, 


16 
1, 


3, S, 12, 14 




7, lU, 11 2, 8, 

16 


9, 15 












X 


— 


8, 


Ä = 


1, 2, *, 


8, 9, 13, IS, 16 


J, 5, 


6,7,1 


lü, 11, 12, 


14 













8 = 



p-1 = 16, 


*3 


a = 8, 


H 


J= 4, 


^a 


*= 2, 


'i 


*= 1, 


^8 



®;»+i ; 

■■,<- -, 

=*3, 5, 6, 7, 10, üT'i'Z, 14 

= 2, 8, 9, 15 

= 4, 13 

= 16 

= 1 



i» 
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^=«19 



411—1 



X 
X 
X 
X 

X 
X 
X 
X 

X 
X 

X 
X 

X 

X : 



■- 5, 
■■ 7,, 

= 11, 
= 13, 

:17, 

' 2, 
■■ 4, 
•■ 8, 

10, 

14, 

16, 

3, 
15, 

6, 
12, 



A = 9, 



&p-\-r 



r = 
z = 

Z s 

Z =s 

z = 



1, 2, 8,: 4, 6, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18 
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